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PRÉFACK. 


Les  questions  traitées  dans  ce  Volume  sont  assez  variées, 
et  la  plupart  ne  figurent  pas  dans  les  programmes  d'examen. 
Parmi  les  résultats  exposés,  quel(|ues-uns  sont  déjà  anciens, 
tandis  que  d'autres,  beaucoup  plus  récents,  se  rattachent 
à  des  méthodes  toutes  modernes.  J'ai  essayé  de  faire  une 
exposition  synthétique  qui,  bien  entendu,  n'a  nullement 
la  prétention  d'être  complète;  j'espère  cependant  qu'elle 
pourra  rendre  quelques  services  aux  lecteurs  qui  voudront 
s'initier  à  ces  belles  théories. 

Je  dois  à  MM.  Emile  Cotton  et  Emile  Gau,  outre  une 
précieuse  collaboration  pour  la  correction  des  épreuves  de 
ces  deux  derniers  volumes,  de  tines  remarques  qui  m'ont 
permis  d'améliorer  ma  rédaction  sur  plusieurs  points.  Je 
suis  heureux  de  leur  adresser  de  nouveau  mes  plus  affec- 
tueux remercîments. 

3  février  1916. 

E.     (joriiSAT. 
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CHAPITKE  XXIII. 

INTÉGRALES  INFINIMENT  VOISINES. 


L'élude  des  fonctions  dclinies  par  une  ('([ualion  dinérenlielle, 
dans  lout  leur  domaine  d'existence,  est  un  problème  dont  la  solu- 
tion complète,  dans  le  cas  général,  dépasse  actuellement  la  |)uis- 
sance  de  l'analyse.  On  a  cependant  obtenu  des  résultats  du  |)lus 
liaut  intérêt  en  se  limitant  à  l'étude  des  intégrales  infiniment  voi- 
sines d'une  intégrale  connue.  C'est  ainsi  ([ue,  dans  ses  mémorables 
travaux  sur  le  Problème  des  trois  corps  ('),  M.  I*oincaré  a  [)u 
démontrer  l'existence  d'une  infinité  de  solutions  périodicjues  et  de 
solutions  asymploli(pies  à  une  solution  périodique.  La  reclierclie 
des  solutions  infiniment  voisines  d'une  solution  connue  l'a  conduit 
à  un  système  d'équations  difterentielles  linéaires  (ju'il  appelle 
équalions  aux  varia t/'o/ts;  le  système  analogue  pour  les  équations 
aux  dérivées  partielles  avait  déjà  été  considéré  par  M,  Dar- 
boux  (-)  sous   le  nom  de  système  auxiliaire.   Les  résultats  de 


(')  yicla  inalkemaiica,  l.  Mil,  iSiju;  Les  mcthodes  nouvelles  de  la  Méca- 
nique céleste,  t.  I  et  III. 

(^)  Comptes  rendus,  l.  XCVI,  19  mars  i883,  p.  -fi^)\  Noie  W  du  Tome  IV  des 
Leçons  sur  la  théorie  génércde  des  surfaces,  p.  5o5-5i6.  Dans  un  Mémoire  du 
Tome  XXIII  des  Annales  de  l'École  normale  (3'  série,  i;)»))),  j'ai  étendu  le 
lliéorème  fondamental  de  M.  l'oincaré  à  certains  systèmes  d'équations  aux  déri- 
vées partielles. 

G.,  III.  » 
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-M.  l'oiacarc  oui  clé  iililisés  depuis  lors  par  .M.  Painlevé  (')  et 
(|iiel(|ues  autres  malhémaliciens  dans  un  problème  d'analyse  j)ure, 
la  formation  des  équations  dillV-renlielles  à  points  critiques  iixes. 
Nous  démontrons  dans  ce  Chapitre  le  théorème  fondamental  de 
M.  Poincaré,  aj)rès  avoir  étudié  les  intégrales  d'un  système  d^équa- 
lions  diUerenlielles,  considérées  comme  fonctions  des  valeurs  ini- 
tiales. Cette  élude  a  déjà  été  faite  (II,  n"  388),  dans  le  cas  où  les 
seconds  membres  sont  des  fonctions  analytiques.  ^Nous  la  reprenons 
dans  le  cas  général,  au  movcn  de  la  méthode  des  approximations 
successives  de  M.  Picard,  qui  conduit  très  simplemeni  au  but,  en 
exigeant  le  minimum  d'hypothèses. 


I.  —  EQUATIONS  .\L\  VAHIVTIONS. 

4o7.  Compléments  sur  les  équations  linéaires.  —  Xous  allons 
d'abord  présenter  (juelques  remar(|ues  sur  1  application  de  la 
méthode  de  M.  i^icard  aux  équations  linéaires.  Considérons,  j)Our 
fixer  les  idées,  un  svstèmc  de  deux  écpialions  linéaires 

«,  b,  c,  (7,,  6,,  C|  étant  des  f(jnctions  continues  de  la  variable 
réelle  x  dans  Tinti^rvalle  de  x^  à  Xi'^Xq.  Pour  appliquer  la 
méthode  de  M.  Picard  à  la  détermination  des  intégr.des  prenant 
les  valeurs  j'u  et  r„  pour  x  =  x^,  on  peut  prendre,  jtoui-  premières 
valeurs  approchées  de  ces  intégrales,  au  lieu  des  \aleurs  initiales 
elles-mêmes,  deux  fonctions  quelconques  u{x)  et  r(jr),  continues 
dans  l'intervalle  {x^,  J",).  Cela  revient  à  poser 

j>',(r)=j>-o-i-    /     [au(()~bv(t)-^c]d(. 
z^(x)  =  z^-\-   I      \aiU(t)  —  bii'{t  t  -r-Ci]c/t. 


(')  liuUetin  de  la   Société  inatkéinatitjue,   l.   XWIII,   p.   201;  Acla  inathe- 
matica,  t.  WV,  11102,  p.  i-«j. 


I.    —    ÉgLATlONS   AUX    VAIUVTIONS.  3 

X  étant  remplacé  par  t  dans  a,  6,  c,  (U^  A,,  C|,  cl.  pour  /?  >>  i . 
J«(^j=J'o-i-  /     [ar„-i(r)-+-^-«-i(0-+-c]f//, 

Toutes  ces  fonctions  y,,^  z„  sont  évidcuiinenl  continues  dans 
l'intervalle  [X(^,  x,).  Cela  posé,  soit  M  une  limite  supérieure  des 
valeurs  absolues  des  coefficients  a,  b,  c/,,  Z>,  dans  l'intervalle 
{Xq^Xx),  et  H  une  limite  supérieure  des  valeurs  absolues  dej>',  —  u 
et  de  -::|  —  r  dans  le  même  intervalle.  On  voit  iunnédialenient  (pi  ou 
a,  en  tout  point  de  rintervalle  (.To,  ^i), 

\y-î{x)  —y^{x)\  <:i->.m\{x  —  xy>),     \ziix)  —  Zi{x)\<'i.M\i{x  —  x^), 

et  l'on  vérifie  ensuite  de  |)roclie  en  proche  qu'on  a,  fpiel  que  soit  n, 

{■xMix  —  x,^]"-^ 


\yn{x)—yn-\{^)\  <  H 
\Z,{X)-Zn-,{X)\<\\ 


(  /j  —  1  )  ! 
\-iM{x  —  x»)\'-^ 


r^e  raisonnement  saclu-ve  comme  dans  le  cas  général  (11,  n"  389); 
y,i  cl  ;„  tendent  unifornu-mcut  \ers  (b's  limites  r(  a)  et  z-{x)  qui 
sont  les  intégrales  du  système  (i).  prenant  les  valeui-s  l'o  et  r,, 
pour  X  =  x^. 

On  tlit,  pour  abréger,  «ju'une  fonction  ¥(x)  de  la  variable 
rt-elie  x  est  c/omina/Ue  pour  une  autre  fonction  /{x),  dans  un 
intervalle  (a,  ^),  lorscpie  F(.i")  est  j)osilif  et  supérieur  à  la  valeur 
absolue  dey(.r)  pour  toute  valeur  de  x  dans  cet  iiitcr\all('.  lîcin- 
plaçons,  dans  le  système  (i),  les  coefficients  «,  ù,  c,  (/|,  /^ ,  c,  |>ar 
des  fonctions  continues  A,  B,  C,  A,,  B,,  C,,  qui  soient  icspecti- 
vement  dominantes  pour  les  premières  dans  l'intervalle  (.To,  ^i  ), 
et  proposons-nous  d'oblcnir  les  intt'-graiis  du  nouNcau  système 

(■2)  ^  =  A  Y  -^  15  Z  -4-  C,         ^  =  A,  Y  -r-  li,  Z  -i-  C, 

qui,  poura:  =  a"o,  prennent  des  valeurs  positive-;  \„  <'l  '/„  rcs|)ec- 
livement  supérieures  à  \y„\  et  \z„\.  Si  lnn  picnd  pour  premières 
\aleurs  ap|)i-ocli('es  des  fonctions  \'(x)  et  \  (  .r  ».  ipii  suii-iit  resjiec- 
livement    dominantes    |ti)iii'    //(,/'i    el    r(./l,    on    \i)il    aisé-ment    de 
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proche  en  proche  cjue  toutes  les  \aleiirs  approchées  successives 
\,t(x),  7j„(x)  des  inléj^rales  du  nouveau  système  sont  positives 
dans  rintervalle  (xq,  x,),  et  dominantes  pour  les  valeurs  approchées 
de  même  rangy«(^)  et  z„{x)  des  intégrales  du  premier  sy::tème. 
Les  intégrales  V(.r)  et  Tj{x)  du  système  (2),  qui  prennent  les 
valeurs  \o  et  Zo  pour  .r  =  Xo,  sont  par  suite  dominantes  dans 
tout  I  intervalle  {xq^  x^)  pour  les  premières  iiitc-grales  J'(^) 
et  z-(x)  (lu  système  (1).  En  j)i'enanl  |)our  A,  B,  C,  A|,  B,,  C|  des 
constantes  positives^  on  obtient  un  système  auxiliaire  à  coeffi- 
cients constants,  et  il  serait  facile  d'en  déduire  des  limites  pour 
les  valeurs  absolues  des  intégrales  du  système  (1)  dans  Finter- 
valle  (^0»  -^i)-  Remarquons  aussi  que  ces  ])ropriétés  s'étendent 
sans  difficulté  à  un  domaine  complexe,  lorsque  a,  A,  c,  «i,  ^i,  c, 
sont  des  fondions  liol()mor|dies  de  x  dans  ce  domaine. 

Une  dernière  remarcjue,  qui  s'étend  à  \n\  système  dun  nombre 
<|uelcoii(|ue  d'équations  linéaires,  est  la  suivante.  Soitj>^'=  ay  +  6, 
une  équation  linéaire  où  les  coefficients  a  el  b  sont  des  fonctions 
continues,  la  |)remière  y0O5//â'(^',  dans  un  intervalle  (xq,  Xi)^  où 
a(>>Xo,  el  soit  ^  [x)  l'intégrale  de  cette  équation  qui  est  égale 
à^o  \>ou.v  X  =  Xq.  Si  l'on  prend  pour  première  valeur  approchée 
une  fonction  u{x)^Y{x)  en  tout  point  de  l'intervalle,  toutes  les 
autres  valeurs  approchées  y„  seront  aussi  inférieures  ou  au 
plus  égales  à  \  {x).  Cette  propriété  résulte  immédiatement  de 
la  relation  de  récuirence 

\(x)—ynix)=   f    a{t)]\{t)—yn^i{t}\dl, 

et  de  1  liy|)ollièsc  sur  la  prcmièi'c  valeur  apjirochée. 

■io8.  Application  à  un  système  semi-linéaire.  —  Considérons  un 
système  j)arli(uiicr  de  la  lUniie  suivante 


(3)  ^^^ 

où  y(^,JKj,  C5(j',j^),  'l^x^y)  sont  trois  fonctions  continues  des 
variables  x  et  y,  lorsque  x  el  y  restent  compris  dans  les  inter- 
valles (xo,  ^0  -f-  «)?  O'o  —  ^'  J'o  H-  ^)i  (i  ^l  ^^  étant  ilcux  nombies 


I.    —    EQl'ATIONS    Al\    VAIIIA TIO.N; 


positifs;  on  suppose  de  plus  que  la  lonclion  y"(j:,  )')  salisfail  à  la 
condition  de  Lipschitz  dans  ce  domaine,  relativement  îi  y.  Pour 
obtenir  les  intégrales  du  système  (.>),  qui  prennent  respectivement 
les  valeurs  j>--o  et  Sq  pour  x  =  Xq-,  il  est  naturel  de  procéder  comme 
il  suit.  Ou  cliercliera  d  ahord  l'inlégrale  de  la  première  équation 
qui  est  égale  à  y^  pour  x  :=  j^o-  Ji^n'  !•»  mélhoile  de  M.  Picard  par 
exemple.  Soit  V(x)  celte  intégrale  qui  est  continue  dans  un  inter- 
valle {xq,  Xo-\-h)i  II  étant  un  nombre  positif  '^(i.  Pv.emplaçant 
ensuite  jK  par  ^  (■^)  ^bins  '-^{x^  y)  et  <!j{x, y),  on  obtiendra  par  deux 
quadratures  l'intégrale  7^{x)  de  la  seconde  équation  qui  prend  la 
valeur  ^o  pour  x  ^  ^r,,. 

Mais  ou  pouirail  aussi  appliquer  la  méthode  des  approximations 
successives  au  svstème  (.5)  tout  entier  en  prenanl^)'o  pour  première 
valeur  approchée  de  I',  et  une  constante  quelconque  K  pour  pre- 
mière valeur  aj)j)rocliée  de  z,  ce  qui  conduit  à  poser 

J^i=ro+   /     f{i,.ro)d/,         Zi  =  Zo-^   I      ['^(/,  J'o)K^-■}(^  jo)]«^<, 
et,  en  général, 

r«(^)=r»+  1^  f[f,  yn-i{f)]di, 

Lorsque  n  croît  indéfiniment,  j)^/,  tend  uniformément  vers  Y(x) 
dans  l'intervalle  (X(,,  Xo+  h);  nous  voulons  montrer  que  z„  tend 
aussi  uniformément  \  ers  Z(a').  lien  est  certainement  ainsi,  d'après 
le  théorème  général  (n"  389),  si  's>{x^y)  et  'K.r,  j-"  )  satisfont  à  une 
condition  de  Li|)scliitz  r(;lativement  à  j',  mais  cette  dernière  hypo- 
thèse est  inutile,  cl  il  suKil  de  supposer  les  fondions  '^[x,  y) 
et  •\j{Xiy)  continues.  Xous  avons  eu  eflet 

Z{x)  =  Zo+  f    o[t,\(t)\Z(()c/t-^  f    'lit,  \i  ()]</(: 

eu  conip;u;inl  celte  loiinule  ;'i  (die  (pu   donne  z„i^X^y  il  \ieul 

Z(x)  —  zjx)=   f    ;-^l/,  \{()\Z(l)  —  '^[/,yn-^{f)]z„.i(t)\cù 

+  f    l'W^  \(f)\--!^[(.,rn-:(n][<ft. 
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ce  que  nous  pouvons  encore  écrire,  en  posant 

Z(.r)  — -„(j')-=  o„{ar), 

o„(x)=   f     '^[/,  v„_,(0]5„-,(/)c//-r-   f    \o[t,\(/)]-'i\i,y„-,it)\\ZU)dt 

Le  coefficient  de  o,,_,(/)  sous  le  signe  /  est  jtlus  petit  en  valeur 

absolue  qu'un  nombre  jîositif  M,  car  y„_,(/)  reste  compris  entre 
l'„ — 0  el  yo-r-  ù[  dr.iitro  pai't,  la  somme  des  autres  termes  sous 

le  signe  /  tentl  uriil(inu<''ment  vers  zéro  bjrsqiie//  augmente  indé- 
finiment. j)uis(pic  v„  Icnd  unildiinéuient  \ers  \.  Cela  étant,  choi- 
sissons un  ii()iul)re  entier  />  tel  (pie  la  valeur  abs(tlue  de 

soit  inférieure  à  un  nombre  positif  ).,  (juel  (pu'  soit  /,  pourvu 
quon  ait  n^p.  Le  nombre/:»  t'-tanl  choisi  de  cette  façon,  consi- 
d(''rons  une  suite  de  fonctions  A^_,(jr),  \p(x),  .  .  .,  A/^(^),  .  .  . 
déterminées  par  la  relation  de  récurrence 

et  supposons  qu'on  ait  pris  lp_i(x)^\cip_,(x)\.  On  voit  de 
proche  en  proche  que  toutes  les  fonctions  lp(x),  Ay,^,(:r),  ... 
sont  respectivement  dominantes  pour  o^,(r),  0^^,(3?),  ....  Or, 
lorsque  //  croît  indéfiniment,  A„(.r)  tend  iinifiprm('inenl  \eis  1  inté- 
grale de  l'équation  linéaire  )'^  My  +  A,  (|ui  est  nulle  pour  j;-  =  x„, 

c  est-à-dire  \ers  ^r  ]  ^'*'"'    '"' —  i  [.  On  peut  donc  Iroinci'  un  nombre 

entiei' /»  assez  grand  |)our  (pi  on  ait .  jiourx  11  (pic  //  soit  _/^ -f- /;/^ 

£  étant  un  iKuiibre  posilil  fpicIcoïKpie.  ('elle  iiK'galilé  sera  vérifiée 
fi  Jortinri  m    Ton  icniplacc  l„{x)  par  o„(x).   D'aillciir-;   on    peut 

supposer  (pi  (ui  a  (  Iku^i  //  de  telle  façon  q"*' t7  je^'"'~''' — \\  soit 
inf(''rieur  à  :.  |tiii-quc  /.  |)eul  ("tre  rendu  a^l■^^i   pclil  (pr(Ui  le  veut. 
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I.;i  \;ileiir  aljsoliic  de  o,i(x)  =  'A(x) — :-u{-^)  est  donc  iiilci-ioure 
ù  2î,  |)Oiirvu  qu'on  ait  n^p  -f-  m;  z„(x)  tend  donc  tiniforincniont 
vers  Z(.z'  )  lors([ue  n  augmente  indéfiniment. 

Au  lien  d'un  intervalle  tel  que  (Xq,  Xq  -\-  h),  il  est  clair  qu'on 
pourrait  aussi  ap|)li({ucr  la  méthode  à  un  intervalle  (^o  —  h,  Xo  +  /i); 
si  les  approximations  sont  uniformément  convergentes  pour  lesy„, 
il  en  sera  de  même  pour  les  z,/.  Le  théorème  s'étend  évidemment 
à  un  système  formé  de  n  -\-  p  équations  de  la  l'orme 

dvi 

-±-  =fi(.^: 7 i^y-2,  ■■ -,7,1),        (1  =  1,2,  ...,n),        {k  =  \,i,  ...,p). 


dx 
(4)  <  dz,, 

où  les  fonctions  y,  'j,  •]>  sont  continues  dans  un  certain  domaine  D, 
et  où  les  fonctions /"  satisfont  tlans  ce  domaine  à  la  condition  de 
Lipschilz,  relativement  aux  yi.  Si  1  on  applique  à  ce  système  la 
méthode  des  approximations  successixes,  ces  approximations  sont 
convergentes  dans  le  même  intervalle  que  les  approximations  pour 
les  jK/  seulement,  et  la  convergence  est  uniforme  ('). 

io9.  Intégrales  considérées  comme  fonctions  des  valeurs  ini- 
tiales. —  rie|)r(Mii)iis  [)our  fixer  les  idées  une  é(piali()n  différentielle 
du  premier  ordre 

(5).  S  =/'-•■'')• 

OÙ  nous  supposerons  que  f{x^  y)  satisfait  aux  conditions  lialii- 
tuelles  dans  un  domaine  1)  défini  par  les  conditions 

a  —  a  5  ^^  =£ -(- «,  ^  —  b'Lyy^-\-b. 

l'renons  un  système  de  valeurs  initiales  (jToi  >'(i)  appartenant  à 
ce  domaine.  Les  valeurs  approchées  successives  de  1  intégrale  yi , 
y-ii  •••lyni    •'•   restent   com[)rises  entre  [i  —  l>  cl  ^  H- />  pourvu 


(')  Les  propriétés  qui  vont  cire  établies  ilans  les  painsniphes  suivants  ont  été 
i'ohjet  d'un  assez  grand  nombre  de  travaux,  qu'on  trouvera  cités  dans  un  Mémoire 
de  M.  E.  Colton  sur  le  sujet  {/Julletin  de  la  Société  mathematù/uc,  t.  WWII, 
1909,  p.  2o'f  et  t.  XXXVIII,  1910,  p.  -'i).  I>a  nicllinde  (lue  j'ai  suivie  lu-  dill'ére 
pas  essentiellement  de  celle  de  M.  Cotton. 
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que  1  on  ail 

il  sulTil,  pour  s'en  assurer,  de  reprendre  le  raisonnenienl  du  n"  380, 
cl  l'on  voit  de  même  que  ^'«(^1  ^oî.I'o)  tend  uniformément  vers 
une  limite  '-!>(j7;  .Tq,  _i'o)  dans  le  domaine  D'  défini  par  les  conditions 

a  —  a^x^:t  -h  a,         a  —  «^aro^a-f-a,  [i  —  b  ^£y^,S.p  -h  b, 

I  ro— :i|  +  M|:r  — .ro|<6. 

Ce  domaine  Y)'  contient  en  particulier  le  domaine  D'  délmi  par 
les  inégalités 

\t-ol\</,,         |:ro-al</»,  |^.„_^I<-, 

//  riant  le  pins  petit  des  deux  nombres  a  et  7-^-  Les  \aleurs  apj)ro- 

chées  successives  y„{x\  Xq^  Vq)  sont  évidemment  des  fonctions 
continues  de  x„,  y^  dans  ce  domaine,  et  par  suite  l'inti'grale 
y  =^  ài^x;  Xo,ya),  qui  se  rêdiiil  à  y^,  pour  x  =  x^,  est  une  fonc- 
tion continue  de  x^  et  de  y». 

Pour  démontrer  que  celte  fonction  admet  des  dérivées  par 
rapport  à  j"„  et  à  yo,  nous  supposerons  que  /"(.r,  t)  admet  une 
dérivée  continue  /'(j",  j^).  Soient 


ôà 

d-b 

9 

Il    

^7o 

dr, 

les  dérivées  donl  nous  voulons  établir  1  existence  ;  si  ces  déri\ées 
existent,  elles  vérilienl  les  (''(jualioi;s  diOérenticlles 

(«)  ^=-'/r(^'r).     ^  =  "/:>(^'>')- 

qui  se  déduiseiil  iiiinK'ilialcnn'nl  de  r('(piali()n  (,")).  iXous  sommes 
donc  conduits  à  ('liKlier  le  svslèiue  des  trois  é(ju:iti(»ns  dillVren- 
lielles  (5)  et  (G),  et  nnns  pirntirous  pour  \alems  iniliales 

\)Oviv  X  =  x^i.  Or  ce  système  est  précisément  de  la  forme  étudiée 
j)liis  liant.  La  fonction  y,/ .r,  y)  élant  continue,  nous  poinons 
a|>pli(pici-  It;  lliéoirme  cpii  a  cl»'-  ('l.ibli;  la  nit'lliode  de  .M.  Picard, 
apjilupiée  à  ce  système,  conduit  à  des  approximations  uniformé- 
ment convergentes  dans   le  même   domaine    D".   l*our  appliquer 
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cette  métliode,  nous  prendrons  pour  premières  valeurs  approchées 
y  =j'u'  c  =  I ,  «  =  o,  et  nous  poserons 

yy{x)=yo-r'  I    j\t,y^)dl,-       ^,  =  1—    /    fy(t,y^)c//, 

«1  =  — /(3"o,  yo), 
puis,  d'une  façon  générale, 

yn{x)=y^^  J     /[t,y„-i(l)]dl, 

Zn(x)  =  l^    f     Zn-i{t)fy\t,yn-l{t)]dt, 

f       Un-x{t)fy[(,yn-x{t)\dt. 

On  a  d  abord 
et  ensuite 

|;==.+  /"/U'.r-.(')J  %=!</', 

on  déduit  de  ces  relations 

^  - ^.  =  /"/:,('. r..-.('))[^-=»-.(o|*, 


et,  par  conséquent,  on  voit,  de  prociie  en  j)roclie,  <pie  1  on  a,  <|uel 

que  soil  n.  -=^—  =  m„,  -^  =  c„. 

Or  la  limite  de  y„  est  l'intégrale  y  =  6(.r;  ^'o,  Vu);  j)uis(pic  :;„ 
el  i(,i  tendent  unilornu'ment  \ers  leur-;  limites,  ces  limites  :;  et  // 
représentent  les  dérivées  partielles  de  l'inti-grale  -lix:  Xq,  y^)  par 
rap|)orl  à  Xq  et  j^O'  cl  ces  dérivées  sont  continues  ilans  le  domaine 
(pii  a  été  délini  plus  haut. 
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Il  esl  lacile  cl  avoir  les  expressions  de  ces  tlérivées.  En  ellet, 
si  Ion  remplace  j'  par  'l{x;  ^r,,,  Vo)  flans  les  équations  (6),  les 
intégrales  de  ce  syslème  qui  j)ronnonl  les  \aleurs  initiales  i  et 
— /('^o.J'o^  pour  .r  =  .ro,  s'oblicuiicnt  ininiédialenient  et  nous 
donnent 

d'il  I      ./';K.'i'i',>ovro']rf' 

d'il  I       fyl'.-^-!"t,.ro.y„^]'il 

Ces  formules  prouvent  que  <b(x',  x^,  yo)i  considérée  comme  fonc- 
tion des  valeurs  initiales  o^oj^o?  satisfait  à  l'équation  aux  dérivées 
partielles  (  '  ) 

Le   raisonnement    peut   s'étendre  à    un   système    dun    nombre 


(')  Soit  •i{x,  y)  une  function   continue,  adnictlanl  une  dérivée  continue  ç,  ; 
la  fonction 

•-a 
OÙ  a  est  une  constante,  admet  des  dérivées  partielles 

T-  =  r(-^i.)  .>'u)-i-   /        -^  -r-  d^^        ■>-  =    /        -17  -T^  dx, 
Ox,        ■  V    ^  ^  "  '      J^^      (^^  ,)j.^  oy,      X      0'^^  Oy, 

et.  par  conséquent,  la  fonction  '/^{x„,  _>'„)  est  une  intégrale  de  récjuation  aux 
dérivées  partielles 

(7)  ^.-^-^(•^-'••>'")^='^(-^«-^'")- 

La  fonction  ■y(-c;  x„,  i'^)  jouit  des  mêmes  propriétés  de  réciprocité  (]ue  dans 
le  cas  où  la  fonction  /(x,y)  est  liolomorplie  (II,  n"  ;5<SS).  J)c  la  relation 

V,  =  •îix,;  X,,  y„), 

où  ^',  dési^'ne  la  valeur  de  rinlé;;rale  pour  x  =  x,,  on  tire  inversement 

.}■„=  '^Cj:,,;  x,,^-,), 

car  il  y  a  évidemment  réciprocité  entre  les  deux  couples  de  variables  (x,„  y„), 
(Xp  y^).  Kn  supprimant  les  seconds  indices,  on  voit  ilonc  que  l'intégrale  de 
l'équation  (5),  ()ui  est  égale  à  y„  pour  x  =  x,„  vcrilie  la  relation  j)'„  =  'y  (vT,,;  x,  y); 
x„  étant  supposé  constant,  on  peut  dire  que  l'équation  précédente  rcprésenle 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (5)  dans  le  domaine  qui  a  été  déliui  plus  haut, 
y„  étant  la  constante  arbitraire. 


I.    —    KQIVTIONS    AIX    VARIATIONS.  Il 

qiielcoïKjue  dVWjualions.  Prencms,  par  exemple,  un  sj^lèinc  de 
deux  écpialions  du  premier  ordre 

dont  les  seconds  memhrcs  sont  continus  et  admelteni  des  dérivées 
partielles  continues  /!^.,  y_,  'j^.,  csl  dans  un  certain  domaine  I).  La 
m<'-lliodc  de  M.  Picard  prouve  encore  cpic  les  intégrales 

y  =  'l{x\  j"o,  yo,  ^o),         -  =  -(-y;  a-.),  Jo,  -u), 

qui  prennent  respectivement  les  valeurs  yo  et  ::o  pour  37  =  ^0? 
sont  des  fonctions  continues  de  :r,  Xq^  )'o?  ^0  dans  un  autre  do- 
maine 0,  qu'on  définirait  comme  plus  haut.  Pour  démontrer  que 
les  fonctions  •!/  et  -  admettent  des  dérivées  partielles  par  rapport 
aux  variables  Xo,  yc,  -^ni  nous  adjoindrons  aux  ('quations  (<S)  un 
système  de  six  «'quations  linéaires 


(9) 


du 
dx 

Of            Of , 

dv 
dx 

Oy           Oz 

dx 

do            Oo  ^ 
Oy            Oz 

dr, 
dx 

Oo    ^       Oo 
~  Oy           Oz 

div  ^   Of      _^à/^ 
dx        Oy         '    Oz  "" 

dl         Oo  Oo  ^ 

7û  =  Ty'''-^J-z-^ 


avec  les  conditions  initiales  «  =  — f(^n,  Xoi  ^0)7  ^' =  '  »  (\' =  o, 
;  =  —  'f{xo:  Jo,  -0),  ri  =  o,  !^=  I  j)our  x  =  x^. 

D'après  une  remarque  antérieure,  la  méthode  de  M.  Picard, 
appliquée  au  système  des  huit  équations  (8)  et  (()),  conduit  à  des 
approximations  uniformément  convergentes.  Or,  si  nous  prenons 
pour  [)i-emières  valeurs  ap|)i'oeliées  de  j',  ;,  M,  r,  a",  ç,  y,.  ^  les  va- 
leurs 

y  =  y ,,       z  =  Zq,       «  =  o,       V  =  \  ^       iv  =  o,        ^  =  o,        r,  =  o,        C  =  '  1 

on  véidie  immédiatement  cfu'on  a 

'(Ti  _  ^_;  lil!—     ,  '2îi— f  ^_.  ^_r 

<^Xq  '        Oy^)  ''        (JZ(^  ''        (>.ro        "''        (>_Ko  '"'         ''-u        '''' 

et  l'on  s'assure  ensuite  de  pro(  hc  en  proche  que  ces  formules  sub- 
sistent quand  on  remplace  I  indice  i  par  un  indice  (piclconcpie  //. 
Par  cons(''quenl  les  inli-grales  du  système  aiixdiaire  (()i,  (pu 
[)rennent  les  \aleiirs  initiales  écrites  (dus  haut,  représentent  respec- 
tivement les  dérivées  |tartielles  des   foncticms  'i(.r;  -Tq,  J'o»  -^0)1 
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~{x;  Xo,  j)'o5  -^o)  P'T'  rapjjorl  aux  variables  Xq,  y^,  -^o, 

ô'I  d'b  d'b 

\  (J.Co  Ovo  Oz,) 

(lo) 

ce  qui  démontre  la-  |)roj)Osilic)n  énoncée. 

llcmarquons   que   (//,  ç),   (c,  r,),  (a',  ^)  forment  trois   couples 
d'intégrales  du  sjstrine  linéaire 

^=/;-(^,6,T:)U+yi(^,6,7:)V, 

correspondant  respectivemenl  aux  valeurs  initiales  ( — /„,  — c3o), 
(1,0),  (0,1).  On  a  donc 

«  =  —  /o  «^  —  90  <*',     ç  =  — /o  Tj  —  90  !;, 

et,  par  suite,  les  fonctions  'l{x;  Xo,  .ru,  ^0)?  ~{^'-,  ^oj  yo,  ~-o) 
vérifient  l'équation  aux  dérivées  partielles  (') 

,  '^F         .,  ,  àF  ^  ^  dF 

C-^o  c|^Ko  t'-'o 

460.    Extension  aux  équations  qui  dépendent  de  paramètres.  — 

On  peut  encore  étendre  les  jiropriétés  qui  précèdent  aux  systèmes 
d'iMpialions  dont  les  seconds  membres  renferment  des  |)aramètres 
\ariables.    Considérons,    par   exemple,   une  équation  du  premier 


(')   On  vérifiera  connue  plus  liaul  (p.  10.   note)  c|ue  la  fonction 

7.(a:;  .r,,.  r„  c„)  =    /     (>{x,  <:^,  -)  cix 
■•■(1 

salisfail  à  l'équation  aux  dérivées  ijarlicljes 

^  -h/( X,,  y„  c„ )  ^  -+-  9 ( x^,  y„,  z,)  ^  ^r)(x„  y,,  z,)  =  o. 

On  voit  de  même  que  les  deux  relations)-  =  'l^ix;  x„,y,.„  z„),  z  =  ~  (.r;  x^,  y„,  z„) 
peuvent  aussi  s'écrire 

.r„  ==  -^  ( X, ;  X,  y,  z),        z^=  ~(x„;  x,  y,  z). 

On  a  ainsi  deux  intégrales  premières  du  système  (S)   (cf.  II,  n°  393). 
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ordre  dépendant  d  un  jiaranièlre 

('2)  ^    =/(^,7,>0, 

le  second  membre  étant  une  fonction  continue  de  :c,j',  a,  et  ayant 
des  dérivées  partielles  continues  f\.  et  /">  dans  un  certain  do- 
maine I).  Linté^rale  (|iii  j)rend  la  valeur  y^  pour  xz=X(^  est 
encore  une  fonction  continue  y  =  'i/(a:;  Xo,  T'o,  A)  de  ^„,  j'o,  À 
dans  un  certain  domaine  o,  car  on  peut  la  définir  comme  somme 
dune  série  uniformément  convergente  dont  tous  les  termes  sont 
des  fonctions  continues  de  x^  Xo,  yo:  ^^  dans  ce  domaine.  Pour 
flémonlrer  que  la  fonction  'l  peut  être  dilïerentiée  par  rap|iorl  à  A, 
il  suffira  d'adjoindre  à  l'équation  (12)  les  équations  linéaires 

(>3) 

avec  les  valeurs  initiales  z  ^=  i ,  u  =  — /{jCot  yo)i  i'  =  o-  1-'^  repre- 
nant les  raisonnements  du  n"  459,  on  verra  f(ue  les  intégrales  de 
ce  nouveau  système  sont  respectivement 

d'b  d-b  O'b 

La  niélliode  est  évidemment  générale,  et  l'on  peut  énoncer  la  pro- 
position générale  suivante  : 

Etant  donné  un  système  de  n  équations  différentielles  du 
premier  ordre 

^•4)    -^  =/i(^,j'i,j'2,  ••.,j'/r,  Al,  ...,  A,,),        •••<       177  =->^"' 

dont  les  seconds  membres  sont  des  fonctions  continues  des  i^a- 
riahles  x,  y/,  À^,  et  admettent  des  dérii^ées  partielles  conti- 
nues —  >  ^>  dans  un  domaine  D,  les  intégrales  de  ce  système 

(/ui  prennent  les  valeurs  i/a'fiales y",  j'!!,  .  .  . ,  j'",  pour  x  =  Xq, 
sont  elles-mêmes  des  fonctions  continues  et  admettent  des  déri- 
vées partielles  par  rapport  aux  variables  Xq^  (j>'/))  ^>a^  7'^^  ^^nt 
aussi  continues  dans  un  domaine  0  sufjisumment  petit. 
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llcniarrjue.  —  La  mèiiie  inclhode  permetlrail  de  déinoiilrei- 
rexislence  des  dérivées  partielles  des  intégrales  jusqu'à  l'ordre  N, 
rclali veine :it  aux  variables  x^^  {y^Di  ''■Ai  pourvu  que  les  fonctions 
fstfi^  '••^fn  admettent  aussi  des  dérivées  j)artielles  continues 
relativement  aux  variables  }'/.  ).a,  jusqu'au  même  ordre  N. 

401.  Intégrales  infiniment  voisines.  —  On  arrive  à  des  conclu- 
sions |)lus  j>récises  lorsque  Ton  connaît  déjà  un  svslènie  particulier 
d  intégrales  des  équations  (IHrérentieiles  considérées.  Nous  déve- 
lopperons encore  le  raisonncmenl.  j)our  simplifier,  sur  une  équa- 
tion unique 

dv        .  ^ 

sur  laquelle  nous  ferons  les  livj>othèses  sui\anles  :  i"  pour  ).  =  o, 
cette  équation  admet  une  intégrale  particulière  j'i  (jr),  continue 
dans  l'intervalle  (.ro,  ./'i);  2"  la  fonction  f[X,j.,  A)  est  conlinue  et 
admet  des  dérivées  partielles  continues  y",.(j7,j',  '/.).  f;(x,  j\  "/.) 
dans  le  domaine  D  défini  par  les  conditions 

a  et  6  étant  deux  nombres  jiositifs. 

Soit  R  la  bande  du  plan  des  ./)■  limitée  ])ar  les  deux  droites 
ûo  =  Xq.  X  =  .Zi ,  et  les  deux  courbes 

entre  lesquelles  est  située  la  courbe  intégrale  connue  r  =  ri  (j-); 
la  fonction  /ïx,  r,  a)  est  continue,  ain^i  que  ses  dérivées  par- 
tielles, /*,.,y)  dans  celle  bande,  pourxu  cpie  la  valeur  absolue  de  A 
soit  inférieure  à  A. 

Cela  posé,  si  la  valeur  absolue  de  A  est  assez  petite,  nous  allons 
montrer  que  la  mélliode  de  M.  Picard  conduit  à  des  approxima- 
tions successives  convergentes  dans  tout  I  intir\alle  (.ro,  Xt), 
pour  lintégrale  «jui  prend  l.i  nii'iin'  \alriir  initiale  i'„  que  >'i(x) 
pour  j"  =  j:„.  Soient  II  cl  K  les  bcu'ues  sujiéneures  de  | /,  |  et 
de  y- I  dans  le  domaine  1  )  :  r'  et  }' étant  compris  entre  j')(x)  —  a 
et  j-,  (x) -h  «.  cl  A.  /.'  entre  — />  et  -— />,  ikjus  a\ons  toujours 
1  inégalil»'  de  l.qoeliit/. 

(iG;  \/{x;y,  '/.')— fi  X,  y,  À);  <  U    y  -r\  ~  K  >.->,!. 
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Prenons  Y,  =j)-,  (j?)  pour  piemlt-re  valeur  approchée  de  1  iiilé- 
grale  cherchée.  j)uls  posons 

et,  d'une  façon  générale, 

Nous  allons  dabord  montrer  que  toutes  ces  valeurs  approchées 
restent  comprises  entre  j^,  (x)  —  a  et  j>^,  (x)  -\-  a  dans  tout  linler- 
vaile  (^0,  jc,  ),  pourvu  que  la  valeur  absolue  de  À  soit  assez  petite. 
Nous  avons  en  ellet 

\n(x)-J'i{T)=   f    \f[t,  Y„^i(l),l]-/[t,yi(n,  o]{c/t: 

si  Y„_,  (^x)  est  compris  entre  Vi  [x)  —  a  el y,  (x)  -+-  a,  nous  avons 
encore,  d'après  la  relation  (i6), 


|Y„(a-)-j,(a:)|  <f    )U\\„.i(t)-yi{t)\-^K\l\\ 


di. 


Considérons  une  suite  de  fondions  A„(.i)  définies  par  la  relation 
de  récurrence 

avec  la  condilion  A|(.r)=:o.  Il  est  clair  (pie  toutes  les  fonc- 
tions 1,  (.r),  . . .,  \„[x),  . . .  sont  positives  entre  x^  et  x, ,  et  qu'on 
a  \Y„(x) — yi{x)\  <^  ^ji{^)-  ^)i'  les  fonctions  ^/,{x)  sont  les 
valeurs  approchées  successives  île  l'intégrale  de  l'équation  linéaire 

«'=  Il  »  —  Kj  >.  :, 

qui  est  nulle  pour  .r  =  x,),  c  est-à-ilire  de  la  fon<lion 

iilAl   *.H..-..„l_,'. 

la  première  vaitnir  approein-e  é-ianl  luilji",  loules  les  sui\aiites  sont 
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inlVrieures  à  linléj^rale  elle-même  (n"  457)  et  par  suite  on  a,  quel 
que  soit  /?, 

Si  [AJesl  tel  {|ue  le  second  nieiul)re  de  celte  inégalité  soil  inférieur 
à  a,  on  voit  de  proche  en  proclie  que  toutes  les  \aleurs  ap])rocliées 
successives  \2(-^)5  •  •  •?  Y„(x), . . .  restent  comprises  entre^i  {x)  —  a 
el  y  i  {x) -\- a ,  dans  tout  l'intervalle  (^Tq,  Xi).  Le  raisonnement 
s'achève  comme  dans  le  cas  général  (n"389);  lorsque  w  cVoîl  indé- 
lininieul,  Y„(.r)  a  ])()nr  liniile  une  intégrale  \  (:r,  A)  qui  prend  la 
valeur  j'u  pour  x  =  ^o?  qi^'i  est  continue  dans  l'inler\alle  (j'y,  x^  ), 
et  reste  conq)rise  entre  yi  —  a  et  y,  +  a  dans  cet  intervalle.  La 
courbe  intégrale  reste  donc  comprise  dans  la  bande  R  lorsque  x 
varie  de  Xq  à  ^,.  Les  méthodes  des  n'"  io9-4()0  prouvent  de  plus 
que  \  (x,  À),  considérée  comme  fonction  des  deux  variables  x  et  À 
est  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  Y^.  et  Yx,  lorsque  x 
reste  dans  l'intervalle  (xq,  ^i),  et  que  [À|  reste  inférieur  à  un 
nombre  <x  convenablement  choisi. 

Le  raisonnement  est  évidemment  général,  et  la  pro{)osition 
s'étend  à  un  svstème  formé  d'un  nombre  (pielconcpie  d'équations 
différentielles,  dont  les  seconds  membres  dépendent  d'un  iiondjre 
quelconque  de  paramètres. 

Lorsque  les  équations  (i  4)  admettent  pour  X,  =:  o,  .  .  . ,  )v^=  o 
un  système  particulier  d'intégrales yi  =  y'l(x),  continues  dans 
r  intervalle  (xq,  ^i  ),  si  les  seconds  membres  /*, ,  f>^  ,.,,  f,i 
sont  continus  et  admettent  des  dérivées  partielles  continues pa/- 
/apport  aux  variables  y  i^  àa,  dans  le  domaine  I)  défini  par  les 
conditions 

Xoix-^xi,         v^(a:-)  — rt^j/<j°(r)-+-a,         |X/,|<6, 

a  et  b  étant  deux  nombres  positifs^  les  intégrales  de  ce  système 
qui,  pour  X  =  Xt)^  prennent  les  mêmes  i^aleurs  que 

sont  des  /onctions  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  par  rapport  à  x  et  aux  paramètres  À^,  dans 
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un  domaine  D'  ch'Jini par  A'.ç  condilions 

X^'^X^Xl,  ;À/^|  <  a,  k  =  t ,  7.,   .  . . ,  p. 

'X  étant  un  nombre pofiilif  convenablement  déterminé. 

Dans  le  cas  imrliculier  où  les  seconds  nieniljres  f^  sont  des 
fonctions  analytiques  des  inconnues  r/  et  des  parainrtres  Aa,  les 
intégrales  du  svsti-me  sont  représentées,  dans  la  méthode  de 
M.  Picard,  par  des  sommes  de  séries  uniformément  convergentes 
dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions  analvtiques  (')  des  para- 
mètres ).;t.  Ces  intégrales  sont  donc  aussi  des  fonctions  analvtiques 
de  ces  paramètres,  et  nous  sommes  ainsi  conduits  à  un  théorème 
de  M.  [^)incaré,  qui  sera  déiurdiirc-  directement  un  peu  plus  loin. 

On  peut  encore  i;énéraliser  le  théorème  précédent  en  supposant 
que  les  valeurs  initiales  de  yi ,  y -2.,  .  .  .  ^  y„  pour  j:  =  x^  sont  autant 
de  variables  indépendantes.  Si  nous  représentons  la  \aleur  ini- 
tiale de  yi  (^x)  par  r"('j7o)  -f-  i^/'  •'  suffira  de  [)0ser 

yi{x)=  S,— Y/fx; 

pour  être  ramené  à  un  système  de  même  forme  que  le  système  {i4)î 
mais  renfermant  n  paramètres  de  plus  Tj,,  [io^  ...»  ,J/i.  Les  inté- 
grales de  ce  nouveau  système  qui  pour  j"  =  Xo  prennent  les  valeurs 
initiales  jK^"(.ro)  sont  des  fondions  continues  et  admettent  des 
dérivées  partielles  continues  par  rapport  aux  nouveaux  paramètres 
^j),  ^joj  •  .  .1  ,J«)  pourvu  rpie  les  \aleurs  absolues  de  ces  paramètres 
restent  suffisamment  [)etitcs. 

Enfin  on  peut  aussi  supposer  que  la  valeur  initiale  de  x  est  elle- 
même  variable  en  admettant  la  continuité  de  /^j..  Par  exemple,  si 
dans  l'équation  (i5^  nous  posons 


lérpiation  devient 


a:  =  X  -T-  3t,         j'  =  Y  —  £, 


et  linté^rale  de  celte  équation  cpn  pour  \  =  Xq  iircnd  \\\  \;d(  ur  )'„ 
est  une  fonction  continue  de  a,  'tt.  A  lor-qncx  \aiie  de  ./„  à  Ui,  en 

(')  Il  suffit  en  cllet  <!<■  <iuflqiirs  modifications  dans  les  raisonncrnenis  pour  voir 
que  les  conclusions  subsistent  lorsque  les  paramètres  ont  des  valeurs  complexes, 
pourvu  que  les  modules  soient  assez  pelils. 

G.,  III.  a 
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supposant  loujours  vérifiées  les  conditions  <"noncées  plus  haut, 
pourvu  (pie  |x|,  ||3[,  |a|  soient  assez  petits.  Ou  en  conclut  <{ue, 
dans  le  même  domaine,  l'intégrale  de  l'équation  (i5)  qui  j)rend 
la  valeur  yo-\-^j  pour  x  =  Xa-T-y.  est  une  fonction  continue, 
admettant  des  dérivées  partielles  continues  par  rapport  aux  va- 
riables a,  |î,  À. 

Exemples.  —  ^o\l  y^i x)  une  intégrale  particulière  d'une  équation  du 
premier  ordre  ^' =/(j",  j'),  continue  de  x^  à  Xi,  et  prenant  la  valeur  >'o 
pour  X  =  Xa. 

I^'intégrale  de  la  même  équation  qui  prend  la  valeur  Vo  ■+■  À  peur  x  =  x^ 
est  une  fonction  ¥{x,  K)  des  deux,  variables  x  et  ).,  continue  et  admettant 
des  dérivées  partielles  continues  lorsque  x  varie  de  x,,  à  Xi  et  A  de  — /i  à 
-T-//,  le  nombre  positif  h  étant  cboisi  assez  petit.  Soit  AB  le  segment  de 
la  droite  x  =  Xo,  compris  entre  les  deux  points  A.  et  B  d'ordonnées^,)  —  /' 
etjKn-t-/'-  De  chaque  point  du  segment  AB  part  un  segment  de  courbe 
intégrale  allant  de  ce  point  d'abscisse  ^o  à  un  point  d'abscisse  Xf,  et 
l'ensemble  de  ces  segments  remplit  la  bande  comprise  entre  les  deux 
droites  x  =  Xq,  x  =  Xi,  et  les  deux  segments  issus  des  points  A  et  B. 

Soient,  en  effet,  X',  À"  deux  valeurs  de  X  comprises  entre  — //  et  -j- /*  ; 
les  deux  courbes  intégrales  G>/,  G/',  qui  correspondent  à  ces  valeurs  de  X 
ne  peuvent  avoir  de  point  commun  entre  les  deux  droites  x  =^  Xo,  x  =  Xi, 
car  il  passerait  par  ce  point  commun  deux  courbes  intégrales.  Si  l'on  coupe 
ces  courbes  par  la  parallèle  r  =  a  à  Oy  (xq  <  a  <  .r,  ),  la  fonction  F(a,  X) 
ne  peut  aller  qu'en  croissant  avec  X;  si  l'on  avait  à  la  fois 

X'>X",        F(a,  X').;F(a,  X"), 

il  est  clair  que  les  deux  courbes  C>/,  G>."  se  couperaient  entre  les  deux 
droites  37  =  a:,),  a"  =  a.  La  fonction  F(a,  X)  passe  donc  une  fois  et  une  seule 
fois  par  toute  valeur  comprise  entre  F(a,  —  /*)  et  F(  a,  />)  lorsque  X  croît 
de  —h  à  —A. 

Gonsidérons  encore  un  système  de  deux  équations  du  premier  ordre 
dont  les  seconds  membres  ne  renferment  pas  de  paramètre  variable,  et 
soient  ^i(a;),  Zi(x)  un  système  |)arliculier  d'intégrales,  continues  dans 
l'intervalle  {xq,  Xi)  et  prenant  les  valeurs  >'o  et  ^o  pour  x  =  x^.  Les  inté- 
grales qui,  pour  x  =  x,^  prennent  les  valeurs  initiales  ^o-f-X,  ^o  -•-  i^^  sont 
des  fonctions  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées,  dans  tout  l'inter- 
valle (xo,  Xi)  |)ourvu  que  |X|  et  ||i.|  soient  inférieurs  à  un  nombre  positif 
convenable.  Dans  le  plan  x  =  Xq,  considérons  une  petite  courbe  fermée  y 
entourant  le  point  M,,  de  coordonnées  (xo,  ^o,  -^o)-  De  chaque  point  de  la 
région  7,  limitée  par  v,  part  un  segment  de  courbe  intégrale  aboutissant 
à  un  point  du  plan  x  =  Xy.  L'ensemble  de  ces  segments  remplit  une  région 
de  l'espace,  litnitée  par  la  surface  formée  par  les  segments  issus  dos  diffé- 
rents points  de  •;• 
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462.   Équations  aux  variations.  —  Considérons,  pour  fixer  les 
idées,  un  sv.-jtùnie  de  deux  é<|iialiuiis 

€t  soïenl  y  :=y^(x),  z  =  Zi(x)  un  système  de  solutions  corres- 
pondant à  la  \aleur  ;.  =  o  du  paramètre,  solutions  que  nous  sup- 
posons continues  dans  linlervalle  (xo,  ^\)i  les  autres  hypothèses 
sur  les  seconds  niembresy"  et  'j  étant  conservées.  D'après  ce  qu'on 
vient  de  voir,  les  équations  (i-)  admettent  une  infinité  de  systèmes 
de  solutions,  dépendant  du  paramètre  A,  continues  dans  le  même 
intervalle,  et  se  réduisant  àj^if.r)  et  Zi{x)  respectivement  pour 
À  =  o.  Il  suffira  de  prendre  pour  valeurs  initiales  des  fonctions 
yo^'^-)i  ~^oO.),  continues  ainsi  que  leurs  dérivées,  et  se  réduisant 
pour  ).  ^  o  à  yi(xo)  et  ;,(j7o)  respectivement.  Nous  pouvons 
même  supposer  que  le  paramètre  A  ne  figure  pas  exjdicitement 
dans  les  fonctions  /  et  's,  de  telle  sorte  que  ces  inlé;^^rales  ne 
dépendent  de  a  que  par  l'intermédiaire  des  valeurs  initiales.  Soient 

j,'  =  Fix.).).         z  =  <P(t,'/.), 

un  de  ces  svstèmes  d  inti-y^raies;  j)onr  /.  =  o,  on  a  identiquement 

<i8)  F(x,o)=yi{T),        <i>(x,o)  =  Zi(x), 

tandis  (pie,  pour57  =  .ro,  on  a 

<I9)  r(xo.'/.)=yoO-),         <^ix„}.)  =  z^{l). 

En  difiérentiant  les  deux  membres  des  éfjuations  ( \~)  par  rap|)ort 
au  paramètre  A,  il  vient 

i  à- F    _  0/  ôF       0/  o<t       0/ 

1  OxO'k  ~  Oy  OK       oz  ô\  ~^  o'k  ' 

J  o'î1>    _  ôz  dF  _^  do  d*        rJ'J 

'  ox  (A  "  fJy  '/a    '    i>z  01,        o't.  ' 

re[)réscntons  par  \{x)  elrjx)  les  dérivées  F>.(.r,  a)  cl  '^/(j",  À). 
où  l'on  fait  A  =  o,  et  donnons  à  a  la  valeur  A  =  o  dans  les  relations 
précédentes.  Nous  voyons  que  ces  fonctions  ;(jr),  t^{x)  vérifient 
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les  c(|ualions  linéaires 

■j^  =fy(.^,J'i'  -i;  o);-T-/;(r,  j,,^,:  o)T,  -r-/- (j',7,,z,  ;o). 

(  d^-  ^  'f'>-^^'->'''  ^''  o)^-^?3(-^-r),  -i:  o)r.  ^'^y(.r.7,,5,  ;o), 

qui  ont  été  appelées  par  M.  I^oincaré  équations  aux  variations. 
Ces  équations  déterminent  les  fonctions  H(.r),  y,  (ar)  clans  tout  Tin- 
tervalle  {x^^  a;,),  si  Ion  connail  leurs  valeurs  pour  .r=^x„.  I^e 
nom  d'équations  aux  variations  s  explique  par  ce  fait  (uie  si  Ton 
considère  la  \arialion  oa  du  paramètre  comme  un  infiniment  petit, 
ces  équations  font  ccmnaître  la  partie  principale  de  raccroissement 
des  intégrales jk(<37)  et  z-{x)  lorsque  x  varie  de  Xq  à  Xs. 

En  j;énéral  l'intégration  du  système  (?- 1)  présente  les  mêmes 
difficultés  (pie  l'intégration  d'un  svstème  linéaire  (pielconcpie.  Mais 
si  Ton  connaît  l'intégrale  générale  du  svstème  (17),  avec  deux 
constantes  arbitraires  a  et  />, 

(22)  y  =  G(.r,  À,  «,  b),         z  =  H(:r,  ).,  a,  6), 

on  peut  en  déduire  immédiatement  l'intégrale  générale  du  sys- 
tème (21).  Supposons  en  ellet,  pour  fixer  les  idées,  que  les  inté- 
gralesj>^i  (;r),  :;(  (.r)  correspondent  aux  valeurs  <7o,  />o  df  s  constantes 
d'intégration.  Eu  dillércntiant  successivement  les  (-quations  (17) 
par  rapport  aux  j)aramètres  a,  b,  X,  et  faisant  ensuite  À:=o, 
a  =  rt„,  b^bo  dans  les  relations  obtenues,  on  voit  immédiate- 
r^ent  que  les  fonctions  G'-,{x,  o;  Uq,  bo)  etH)(x,  o;  a^,  60)  forment 
un  sjslème  particulier  d'intégrales  des  équations  (21),  tandis  que 
les  fonctions  (G^^,  lï^^)  et  (G^,  II^j  forment  deux  systèmes  parti- 
culiers d'intégrales  des  mêmes  équations  où  l'on  aurait  supj)rinié 
les  termes  indépendants  de  ;  et  de;  t,. 

Dans  les  applications,  il  arrivi;  souvent  que  les  fonctions  y  et  's> 
ne  dépendent  pas  de  À,  et  les  érpiations  aux  \ariations  forment  nu 
système  homogène.  D'après  a'  (pi Ou  \iriit  de  reniaicpici-.  on  aura 
immédiatement  l'intégrale  générale  de  ce  svslèiue  linéaire,  si  Ton 
connaît  l'intégrale  générale  du  système  (17). 

463.  Théorème  de  M.  Poincaré.  —  Nous  a\ons  déjà  observé 
que   lors(pjr    h-s   seconds    nitinlires    des   équations    dillércnlielles 
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élaienl  des  fondions  analytiques  des  inconnues  yi  et  des  para- 
mètres, les  intégrales  élaienl  aussi  des  fonctions  analytiques  des 
paramètres  (n^-iOl).  Ce  théorème,  du  à  M.  Poincaré,  peut  aussi 
se  démontrer  directement,  par  les  méthodes  habituelles  du  calcul 
des  limites  ('  ). 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  un  svstème  de  deux  équations 
dillérentielles, 


où  les  seconds  mendjres  sont  des  séries  entières  en  y,  z,  ).,  dont 
les  coefficients  «apy,  ^a^y  sont  des  fonctions  continues  de  la 
variable  x  dans  un  certain  intervalle  (^Tq,  x^).  Ces  séries  sont  sup- 
posées convergentes  quelle  que  soit  la  valeur  de  x  dans  cet  inter- 
valle pourvu  que  les  modules  de  y,  ;,  a  ne  dépassent  pas  un  nombre 
positif  p;  de  plus  ces  séries  ne  renferment  aucun  terme  indépen- 
dant de  y,  z,  /.,  de  telle  sorte  que  j)oiir  ).  =  o,  les  équations  (23) 
admettent  le  système  d  intégrales  particulières  j^  =  :;  =  o. 

Nous  nous  proposons  tout  d  abord  de  trouver  deux  séries  entières 
en  )., 

/    Z    =  KZi(x)  -{-l^-Z-iiT)  — ..  .-f-  l^Znix)^.  ... 

satisfaisant  Jo/ntellenient  aux  équations  (a.j),  et  dont  tous  les 
coefficientsy«(:c),  :;rt(a^)  s'annulent  pour  :c  =  o-'o-  En  remplaçant j" 
et  z  par  ces  développements  dans  les  équations  (a'i),  et  en  identi- 
fiant, on  a  tout  d'abord  les  relations 

l   -^  =  aïooyii^)  -i-  aoio-i(^')  -+-  «ooi. 
(25)  ^^^ 

1  -7-'  =  biQoyiix)  -^  boio^ii^)  -^  booi< 

(pii,  jointes  aux  conditions  y,  (^o)  =  -i  (^o)  =  <->>  déterminent  les 
fonctions  jKi  ( x)  et  Zi  (x).  Ces  équations  sont  jM'écisément  les  é«jua- 


(')  M.  Picard  a  (iDnnc  une  démonstration  un  peu  ditli  rente  {  Com/vs  d'Analyse, 
l.  III,  cliap.  VIII). 
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lions  aux  variations  qui  correspondent  au  système  particulier 
dintégralesy  ^  ::  =  o.  D'une  façon  générale,  en  égalant  les  coef- 
ficients de  À"  dans  les  deux  membres  après  la  substitution,  on 
obtient,  pour  déterminer  les  coefficients  ^«(x)  et  z„{x),  les  deux 
équations  linéaires, 

Un  et  r„  étant  deux  polynômes  entiers,  à  coefficients  entiers  et 
positifs,  par  rapport  aux  coefficients  «aSy?  ^at^y,  et  aux  fonctions 
yi{^)  et  ~-i{x)  pour  les(juelles  on  a  i<^fi.  On  \oit  donc,  en  rai- 
sonnant de  jiroche  en  proche,  que  toutes  les  fondions  j'„  et^„  sont 
continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  j'^^  et  ^'„,  dans  lintervalle  (xo,  x,). 
Nous  pouvons  remarquer  que  toutes  ces  fonctions  se  déterminent 
par  des  quadratures  si  l'on  a  intégré  les  équations  (aS). 

Pour   établir   la   convergence    des   développements    (24')    ainsi 
obtenus,  imaeinons  un  svstème  auxiliaire 


•s' 


(27)  {     . 
-r-  =  *(:r.  V,  Z;  ).  )  =  i:  Ba^y  V*Z?ÀÏ, 

dans  Icfjuel  les  coefficients  A^py,  Bapy  sont    des   fonctions  domi- 
nantes pour  rtafiy  et  /y-t^y  respectivement,  dans  rintervalle  (xoi  -f  i  )• 
On  peut  encore  cherclier  des  déNclopjxinenls  de  la  forme 

(28)  ^  ^    ^ 

satisfaisant  formellement  au  système  auxiliaires^ :>.-),  et  dans  lescjuels 
tous  les  coefficients  Y,i(x)  etZ„(j7)  s'annulent  pour  a:  :^  j"o-  Sup- 
posons X,  >»  .To  ;  ces  coefficients  Y,,  et  Z„  sont  déterminés  de  proche 
en  proche  par  des  svslèmes  d  étpiation-;  linéaires:  Y,  et  /. ,  par 
exemple  doivent  satisfaire  au  système 

(■*■[))    ~D —  =  Akki  •  1 -i- ArtioZj -i- Aodi)       —, —  =  l>|0(i  Y) -f- BiuoZ] -}- lîooi, 
ax  (IX 

et  s'annuler  |)()ur  .r  =  j"o-  Si  Ton  compare  ce  svstème  au  système' 
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analojiue  (20  )  qui  délcrinine  r,  (j:  )  el  z-tix).  on  volt  aussitôt  que 
Y,  (x)  et  Z,  (x  )  sont  des  fonctions  dominantes  poury,  (x)  el  :;,  (x) 

dans  rinleinalle  (xo,  x,)  (n"  -iol).  l'ar  suite,  -j^  et  -j^  sont  elles- 

mêmes  dominantes  pour  ~-  et  -r— •  l.e  raisonnement  i)eut  se  con- 

tinuer  de  proche  en  |)roche.  et  l'on  voit  que  les  fonctions  ^  „.  Z„. 

— j-^)  -y-^  sont  respectivement  dominantes  pour  les  fonctions j',^,  Zn^ 

-4^  '  —A  dans  l"inter\alle  (j^o?  -^t  '•  "  nous  suffira  donc  de  montrer 

qu'en  choisissant  convenablement  les  fonctions  dominantes  A^^v, 
Ba^v,  les  séries  (2<^)  et  celles  quon  en  déduit  en  diflerenliant 
terme  à  terme  sont  uniformément  convergentes  lorsque  la  valeur 
absolue  de  ).  est  assez  petite. 

Cela  posé,  soit  M  une  limite  supérieure  du  module  des  deux 
fonctif)ns  /'  et  es,  lorsque  x  varie  de  jr^  à  X),  et  que  les  modules 
de  y.  z.  /,  ne  dépassent  pas  le  nombre  positif  z.  Le  coefficient  du 
terme  général  en  j''^;?/.V  est  iniérieur  on  au  phiségal  au  coefficient 

1  »  I  1       I  '       1  ,      .M  (  V  -i-  5  -^  À  )         .  , 

du  même  terme  dans  le  de\eloppement  de  — ■ ;— ;; i-  suivant  les 


puissances  de  j',  ;,  /..  Nous  pouvons  d(jnc  r^/b/V/o/v  prendre  pour 
le  système  auxiliaire  (acS  »  le  système 


,.   .  d\       dL 

(3o) 


M,V^,_>„(,^X.rl^) 


dx        dx                                V  -^  Z 
I 


et  tout  revient  à  démontrer  que  les  intégrales  de  ce  système  qui 
sont  nulles  pour  x  =  jc„  peuvent  être  développées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  /.  dans  tout  lintervalle  (xq,  x^  ),  pourvu 
que  |a|  soit  suffisammcnl  pciii.  I-]n  tenant  conipl*'  des  conditions 
initiales   et   posant  ^  -i-Z-r/.  =  0/,  le  svstémc  (  3o  )  se  réduit    à 

l'équation  unique 

dl__  .>.Mf(i-+-  n 

avec  la  condition  /  =  -  pmir  x  =  ./"o-  1-'""^  variables  se  séparent,  cl 
1  intégrale  <  hcrchée  est  la  racine  Av  I  ('(piation  ^  =  a(/-f-  1  )-. 
où  a  = ^— -  qui  se  rcflnil  a    -  iionr  x  --  ./n.  i*oiir  /.  =  o,  on  a 
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aussi  a  =  o,  et  la  racine  de  l'équalion  en  /  ijui  est  nulle  pour  a  =:  o 
est,  coinme  on  le  \oit  aiséinenl,  une  fonction  lioloinor|)li('  de   -j. 

tant  (juoii  aura  l^-I^C^  t*  t)r.  pour  (ju  il  eu  suit  ainsi,  il  sufliL  de 
ijrendre    A    assez  petit  pour  (lue  — : — —  soit  intérieur  a  -•  L>es 

'  Il  111  (p-t-Aj2  4 

intégrales  V  el  /.  [>i)uir(jnl  donc,  si  A  satisfait  à  cette  condition, 
être  d<'\(|()|)[)ées  en  séries  entières  en  /.,  convergentes  dans  tout 
l'intervalle  (JCo,  xi).  Les  formules  (oo)  montrent  de  mcme  que  les 

d(''ri\ées  -i->  -j-  seront  dt''\eloj)|)al)les  en  séries  entières  en  ).  dans 

le  même  intervalle. 

La  démonstration  s'étend  évidemment  à  un  nombre  quelconque 
d'équations,  dépendant  dun  nombre  quelconque  de  paramètres. 
On  peut  aussi  l'étendre  au  cas  où  l'on  lionne  à  la  \arial)le  x  des 
valeurs  complexes  si  les  coefficients  sont  des  fonctions  analytiques 
de  X.  Supposons,  par  exemple,  que  les  équations  (23)  ne  ren- 
ferment aucun  paramètre  variable,  et  qu'on  veuille  développer  les 
intégrales  suivant  les  puissances  des  valeurs  initiales  y^^  ;,,<  qui 
correspondent  à  x  =  Xq- 

Posons 

-y,  V  ~  .,111  -Il  „  V  '^  ,.m  -Il  . 

J ■^mnj  u    "0  '  '"  —  -"  !^"l"J  u    ^0  : 

les  coefficients  a,„„,  jîi,„„  seront  déterminés  de  proche  en  proche 
par  des  systèmes  d'équations  linéaires,  avec  les  conditions  ini- 
tiales 7.,„ri{Xo)  =  {i/nniXo)^  o,  j)our  //^  -f-  /«  >>  1.  Quant  aux  coef- 
ficients (a,u,  3,u)  et  (Xoi,  |j„i)  ils  loniient  deux  systèmes  de  solu- 
tions des  ('(piations  aux  variations,  déterminés  respectivement  par 
les  conditions  initiales  a,  ofx,,)  =  i ,  |j,o  (-î'o)  =  o,  et  a^,  (_  j:'o)  =  o, 
[!to\{xo)  =  I.  Les  séries  ainsi  obtenues  seront  certainement  con- 
vergentes dans  tout  l'intervalle  (xo,  Xt),  pourvu  (pie  les  valeurs 
absolues  de  )'„  et  de  Zo  soient  inférieures  à  un  nombre  j)Ositif  assez 
petit.  Ce  nouveau  problème  n'est  en  ell'el  qu'un  cas  particulier  du 
premier,  car  la  mélliode  re\ient  au  fond  à  poser  j' =  \  -rjKo? 
c  =  Zr-t--3o?  cl-  ^  développer  suivant  les  puissances  des  jiara- 
mètres  j'o?  -^o^  ^es  intégi-ales  du  nouveau  système  (pii  sont  nulles 
|ioiir  X  =.  Xo- 

licniai  (jue.    —    Loisijiie  le   syslèmc  (23)   esl   un   svsli-nic   liiicaiie  en  y, 
-,  cl'Hit  les  coefficients  sont  linéaires  en   À,  on  peut   |)reiulre  pour  syslùnie 
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auxiliaire  un  svstcine  de  la  toinie 

A,  B,  G  étant  des  constantes  positives.  Les  intégrales  de  ce  système  auxi- 
liaire, qui  sont  nulles  pour  x  =  Xo,  sont  des  fondions  entières  du  para- 
mètre X,  et  par  suite  il  en  est  de  même  des  intégrales  du  système  linéaire 
proposé.  Il  en  serait  évidemment  de  même  si  les  coefficients  du  système 
linéaire  étaient  des  fonctions  entières  de  À  (cf.  II,  n"  3!)0j. 
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40 i.  Solutions  périodiques.  —  Nous  désignerons  désormais  par  t 
la  variable  indt'jjendante,  (juonpeut  regarder  comme  représentant 
le  temps,  pour  fixer  les  idées.  Soient 

(3i)  —j  =  ^i{xx,x.i,...,Xn,t)         {i=  i,  ■?.,...,  n) 

les  éipialiuns  délinissanl  le  mouvement  d  un  mobile  dans  l'espace 
à  n  dimensions;  les  X/ sont  supposées  des  fonctions  périodiques 
de  t  de  période  to.  Considérons  un  svstème  de  solutions  correspon- 
dant aux  valeurs  initiales  x^,  ^!I,  .  .  . ,  ,r)I,  pour  t  =  /o^  (^n»  en  em- 
ployant le  langage  géométricpie,  la  trajectoire  issue  du  j)oint  de 
coordonnées  (x",  xl,  .  .  . ,  .r"  ).  Si  pour  ^  =  /„ -f-  (o,  ces  intégrales 
reprennent  respectivement  les  valeurs  initiales  x"^  ...,  a",  le 
mobile  se  retrouve  dans  sa  position  initiale  au  temps  tQ-\-  iii\  comme 
d'autre  part  les  équations  (3i)  ne  changent  pas  (piand  on  change 
t  en  ^ -f- (1),  il  est  évidrni  (jue  le  système  dr  solutions  considéré 
est  périodi(pie.  Soil  Xi=  '^ii  l)(i  =  i,  -t,  ...,  /')  ce  système  de 
solutions,  les  l'onclions  'j;,  {  t),  .  ,  . ,  '^„(t)  étant  des  fonctions  pério- 
dnpies  de  p(''ii(»dc  (•>.  Si  les  seconds  nicnibifs  des  «'(pialions  (.^i) 
dépendent  de  certains  paramètre^  variables,  d  peut  se  faire  cpie 
pour  des  valeurs  de  ces  paramètres  \oisinesiles  valeurs  (pii  corres- 
pondent à  la  solution  périodicjue  connui',  ri  jioiir  des  xaiciii-i  ini- 
tiales convenablement  choisies,  le  système  (3  i)  admette  de  uoun  elles 
solutions  p('Tioili([iie-;  Noisines  de  la  première.  Nous  développerons 
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les  raisonnciuonls  sur  un  svstènic  de  trois  équations.  Soient 

-^  =X(j',7.  z;  (,  IX),         -^  =  \(:r,y,  z;  (,  |a), 

lin  système  de  trois  éf|uations  difTérentielles  dont  les  seconds 
membres  sont  des  fonctions  périodiques  du  temps  t  de  période  (o. 
Supposons  (pie,  pour  jj.  :=  o,  ces  équations  admettent  un  système 
de  solutions 

(33)  ar  =  c5,(0,         v  =  <fi(t),         z  =  ç,(t), 

'^,,  '^o,  '^3  étant  des  fonctions  périodiques  de  /  de  période  (o.  Pre- 
nons pour  'j.  une  \aleur  voisine  de  zéro,  et  soient 

(34)  a7  =  *,(/,  a,,  a,,  a,.  |ji),         J'  =  '^.(^...),  c  = 'I>3(^  .  . ..), 

les  intégrales  des  équations  (Sa)  (pii  pour  /  =  o  prennent  les 
valeurs  'j,  (o)  H- a,,  «^(o) -h  ^ta^  'f  s (0)4-^3  respectivement.  Les 
valeurs  de  ces  intégrales  pour  t  =  to  sont  elles-mêmes  des  fonctions 
continues  de  ai,  a.j,  aj,  a,  pourvu  cpie  les  valeurs  absolues  de  ces 
•  pianlités  soient  suffisamment  petites,  et  si  Ton  a 

(35)  6,=  «fr/du,  a,,  aa,  at.T,  jji)  —  9,(0) — a,  =  o         (i=i,2,  3); 

!<■  mf)l)ile  occupera  au  temps  t  =  (.0  la  même  posilidii  (piau  temps 
/  =0.  On  se  trouvera  donc  exactement  dans  les  mêmes  conditions 
qu'au  début  du  mouvement,  et,  par  suite,  on  aura  une  solution 
périodique  des  étpiations  (Sa)  correspondant  à  ces  valeurs  de  «i, 
a.j.  y.3,  'j.. 

I>es  é(piations  (.io  )  sont  vérifiées  pour  a  =  o  par  des  valeurs 
nulles  de  a,,  a^.  a^,  ce  qui  donne  la  solution  périodique  su|)posée 
Cf)nnue  f(  primi.  (  hi  pniina  affirmer  que  ces  ('(pialions  (35) 
admettent  encore  des  solutions  en  a,,  Xn.  y.^  |»our  des  valeurs 
de  'X  voisines  de  zéro,  si  le  jacobien  des  premiers  nicmbres  par 
rappf)rl  ;i  7.,,  y.-,,  'J-w  n  est  pas  nul  pour  |j.=  c),  a/=(». 

Posons 


0-J.i 


où  I  indice  /éi'o  indupir  cpi  on  a  remplacé  a,,  a_,,   7.3  et  <j.  par  zéro 


d\ 

d\  , 

o\ 

a\ 

dt 

— 

Ux  '^ 

*-'}'  '' 

"■" 

oz 

dr, 

oY, 

oX 

f)\ 

dt 

^^ 

ox^ 

oy    ' 

oz 

'K 

oZ  , 

f)Z 

oZ 

Tft 

^^ 

i)x  '■    ' 

T. 

"^ 

oz 
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après  la  difTérentialion:  nous  savons  que  (ç/,  r,/,  'Ij)  sont  trois  sys- 
tèmes d'intégrales  particulières  des  équations  au\  \ariations 


(36) 


où  Ton  a  remplacé  dans  les  seconds  memltres  x,  y.  :■  par  '^\{t)^ 
'Y-iiOi  'f^i^^  ^^  i^  P**^  ^^^^  après  la  difTérentialion.  Or  on  connaît 
les  valeurs  initiales  de  ces  trois  systèmes  de  solutions 

Ï,=   I.  •/;i  =  0,  ^1  =  0,  ;2=0.  T,,  =    1,  ^2=0. 

b=  o,  T,3  =  o.  1:3=  I. 

On  aurait  les  valeurs  de  ces  trois  fonctions  pour  t  =  w,  si  Ton 
savait  intégrer  le  système  (36);  il  en  est  ainsi  en  particulier, 
toutes  les  fois  que  1  on  connaît  l'intégrale  générale  du  système  (^a) 
pour  'x  =  o.  Mais,  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue,  cette  inté- 
gration n'est  pas  nécessaire.  En  efiet  le  jacolnen  qui  intervient 
dans  la  question  a  pour  expression 


(3;) 


A  = 


;i^w)— I 

r,  1  r  u)  ) 

^iCoj, 

î,(Oi) 

T^oi  0)  } [ 

rod-ji 

Ç3(f'>) 

•r,3(w) 

CaCw  )—  I 

en  égalant  ce  déterminant  à  zéro,  on  a  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  les  équations  (36)  admettent  un  système  de 
solutions 


Ar, 


Br. -•-  C 


'^3, 


>•  _.  j^  ^         B  ".,   ■    G  ** 


reprenant  les  mêmes  valeurs    pour  /  =  <»    et   jiour  ^  z=  <>),    c'est- 
à-dire  un  système  de  solutions  j)ériodi(jues. 

Pour  qu  il  en  fiU  ainsi,  il  f;ni(lr;nt  (pir  1  mu  des  exposants  caracté- 
ristiques (II,  n"  i23)  des  équations  (.»6  »  (ùt  nul.  Convenons,  pour 
abréger,  de  dire  (pièces  exposants  caractérislicjues  sont  les  expo- 
sants caractéristiques  de  la  solution  périodique  connue  .r,  =  o,  (/), 
X2  =  02(1).,  .r3  = '.23(^1;  nous  pourifms  alors  énoncer  le  tliéttrème 
suivant  : 
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6/  aucun  des  exposants  caractéristiques  de  la  solution, 
périodique  connue  n'est  égal  à  zéro,  à  toute  valeur  de  jx  î'o/- 
sine  de  zéro  correspond  une  so/u/io/i  périodique  des  équa- 
tions {i'i)  voisine  de  la  p)emière. 

Lorsqu'un  des  exposants  caractéristiques  de  la  solution  périodique 
connue  est  nul.  le  raisonnement  précédent  ne  s'applique  plus,  mais  on  ne 
|)eut  en  conclure  qu'il  n'existe  pas,  pour  les  jietites  valeurs  de  ijl,  des 
solutions  périodiques  voisines  de  la  première.  Supposons,  par  exemple, 
que  le  jacobien  des  premiers  membres  des  équations  (35)  par  rapport 
à  ai,  OL-i,  \x  ne  soit  pas  nul  pour  aj  =  a^  =  as  =  jjt  =  o;  alors,  à  des  valeurs 
de  7.3  voisines  de  zéro  correspond  un  système  de  valeurs  de  aj,  a-i,  ;jt,  véri- 
fiant les  relations  (35).  On  voit  donc  qu'inversement  à  une  valeur  de  ;jl 
voisine  de  zéro  correspondent  aussi  des  valeurs  de  aj.  a2,  as  tendant  vers 
zéro  avec  \i\  mais  il  y  a,  en  général,  plusieurs  systèmes  de  valeurs  de  a], 
a2,  as  correspondant  à  une  même  valeur  de  ;jl,  et  par  conséquent  jilusieurs 
familles  de  solutions  périodiques  voisines  de  la  première.  La  conclusion  ne 
serait  en  défaut  que  si  tous  les  jacobiens  des  premiers  membres  des  équa- 
tions (35)  étaient  nuls  pour  a/=  o.  u  =  o.  Même  dans  ce  cas,  on  ne  peut 
affirmer,  sans  autre  examen,  qu'il  n'existe  pas  de  solutions  périodiques 
voisines  de  la  première.  Il  pourrait  arriver,  par  exemple  que  les  trois 
équations  (35)  ne  soient  pas  distinctes;  il  est  clair  que,  lorsque  celte 
circonstance  se  présente,  tous  les  jacobiens  en  question  seront  nuls,  et 
pourtant  il  y  aura,  en  général,  une  double  infinité  ou  une  triple  infinité 
de  solutions  périodiques,  suivant  que  les  trois  équations  se  réduisent  à 
deux  équations  distinctes  ou  à  une  seule.  Pour  la  discussion  détaillée,  ainsi 
que  pour  l'examen  du  cas  où  les  équations  (3i  )  ne  renferment  pas  le  temps 
explicitement,  je  renverrai  le  lecteur  aux  travaux  de  AL  II.  Poincaré,  ou 
au  Traité  d'Analyse  de  M.  E.  Picard  (t.  III,  chap.  VIlIj.  Ce  qui  précède 
suffit  pour  montrer  comment  la  recherche  des  solutions  périodiques  est 
ramenée  à  l'élude  d'un  système  de  trois  équations  à  trois  fonctions  incon- 
nues d'un  paramètre,  dans  le  voisinage  d'une  solution  connue  a  priori. 

i6o.   Solutions  stables  et  instables.  —  Soienl 

Xi=Oiit)         (i=  I,  ■?.,  ...,  n) 

un  syslrrirc  «le  solriliciits  des  (■(|rinlions  clilVércnlielles 

c/j-, 
(38)  -^  =X,(r,,  X,,  ...,  xn\  0; 

les  lonclions  '^i{t)  sont  coiilriurt's  pour  torrlcs  los  valeurs  de  t  ^  t^, 
et  nous  srrpposons  de  plri'^  (jrre  ces  solrilious  ne  passent  par  aucun 
pornt  sin^riJKM-  (J</s  ('(inalrorrs  dillereulielles  (3<S).  Considérons  rru 
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autre  système  d"intéf:rales  prenant  pour  t  ^  t^  les  valeurs  initiales 

0,(0) -r-   a/. 

D'après  ce  que  nous  savons  fléjà.  on  peut  choisir  les  \aleurs  abso- 
lues de  a,,  ao,  .  .  . ,  a„  assez  petites  pour  ([ue  la  nouvelle  solution 
diffère  de  la  première  d'aussi  peu  cpion  voudra,  pendant  un  temps 
aussi  long  qu'on  le  voudra.  Mais  il  peut  se  faire  que,  lorsque  t 
grandit  indéfiniment,  la  nouvelle  solution  finisse  par  s'écarter 
beaucoup  de  la  première,  aussi  petites  que  soient  les  valeurs 
absolues  des  a,.  Ceci  nous  conduit  à  une  nouvelle  notion  impor- 
tante, celle  de  la  stabilité  des  intégrales  des  équations  dillércn- 
tielles. 

['our  donner  des  définitions  précises,  nous  supposerons  que  la 
solution  connue  se  réduit  à  x,  =  o,  . . . ,  jt^  =  o,  ce  qui  évidemment 
ne  restreint  pas  la  généralité,  car  on  peut  toujours  prendre  pour 
nouvelles  inconnues  les  variables  x-^Xi —  ':>ii  t).  Nous  nous  bor- 
nerons d'ailleurs  au  cas  très  générai  où  les  écpaations  ont  la  forme 

Ho)      f^-vp')  ^».     „,,        ^,„„         /m,^o,  ...,  /«„-o\ 

les  seconds  membres  étant  des  séries  entières  (  '  )  en  J^,,  . . .  ,  x„.  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  continues  de  l.  cpii  restent  bor- 
nées pour  les  valeurs  réelles  de  t^i^,.  Enlin.  nous  supposons  ((ue 
ces  séries  sont  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou 
complexes  des  variables  Xi  de  modules  inférieurs  à  un  nombre 
positif  H  convenablement  choisi,  et  pour  toutes  les  valeurs 
de^^^o-  Si  M  est  un  nombre  pusilif.  supérieur  à  la  valeur  absolue 
de  l'un  quelconque  des  seconds  membres  dans  le  domaine  ainsi 
défini,  on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  t^to  ( n"  3oi2), 

,P/  |< 1 

Lorsque  les  coefficients  Psont  indépendants  de  /.  ou  a  les  écpia- 
lions  d'un  mouvement  permanent,  c'est-à-dire  les  «'qualions  défi- 

(')  La  question  a  été  Iraitéc  récemment,  aver  des  liypolliéses  beaucoup  plus 
générales,  par  M.  E.  Colton,  (jui  remplace  les  équations  (lifTcienlielles  (  .'i<i  )  jiar 
un  système  d'équations  intégrales  (Annules  de  l'École  Aormale  supérieure, 
3*  série,  t.  \XVI1I,  191 1,  p.  4~^).  Je  dois  citer  aussi  un  important  Mémoire  de 
M.  I'.  Bohl  {Bulletin  de  la  Société  niatkématiquc,  l.  WWIII,  i;»io)- 
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nissanl  le  niouvenieiil,  diins  I  espace  à  n  dinicnsions,  d  un  point 
nii)l)il(' dont  la  \  ilt^sse  à  cluKjue  instant  est  indépendanle  du  temps, 
et  ne  dt''|)eiid  que  de  la  position  du  mobile  à  chaque  instant.  L'n 
autre  cas  très  im|>ortant  à  considt'-rer  est  celui  où  les  coefficients  1* 
sont  des  fonctions  j)ériodi(|ues  du  temps:  cesl  à  ce  dernier  cas 
qu'on  est  ramené  quand  on  veut  étudier  la  stabilité  d'une  solution 
périodique  connue  Xi^='Ci[t)  des  équations  (38),  les  seconds 
membres  étant  indépendants  de  t  ou  des  fonctions  périodiques.  La 
transformation  j:'/ =  cs/ (V  )  H- o"^  conduira  en  effet  à  des  équa- 
tions (39)  où  les  seconds  membres  seront  des  fonctions  périodiques 
de  /,  alors  même  que  les  X/  seraient  indépendants  de  ( . 

Considérons  les  intégrales  des  équations  (39)  Xx(t),  ...,  x„(t) 
qui  prennent  pour  t  =  t^  des  valeurs  initiales  x^.  ...,a'",  infé- 
rieures à  M  en  valeur  absolue.  Ktant  donné  un  nombre  positif 
quelconque  s  <;  H,  s'il  est  possible  de  lui  associer  un  autre  nombre 
positif  Yj^s,  tel  que  les  conditions  |-ï')'|<'''.  entraînent  comme 
conséquences  les  inégalités 

pour  toutes  les  valeurs  de  l  supérieures  à  t^,  on  dit  (|ue  la  solu- 
tion X/=  o  est  une  solution  stable.  S'il  existe  un  nombre  positif  z 
tel  qu'il  soit  impossible  de  lui  associer  un  autre  nombre  positif/, 
de  façon  à  satisfaire  aux  conditions  précédentes,  la  solution  est 
instable.  Il  est  clair  qu'on  peut  remplacer  la  définition  de  la  stabi- 
lité par  la  suivante  :  à  tout  nombre  positifs  <  H,  on  peut  associer 
un  autre  nombre  positif  r,  tel  que  la  condition 

en traîne  l'inégalité  ]Xi( t)[-  -h  . . .  -h  ]j^n{f)\* '^  -y  pour  /  >  /o.  La 
définition  de  l'instabilité  j)eut  se  modifier  de  la  même  faroii. 

Les  équations  linéaires   à    coeflicienls  constants    lonrnisseiil   facilement 

1  1         I  1     •  1  dx  dv  , 

<les  exemples.   Les   solutions  du   système —7-  =  —  }',  -":-  =  x.  prenant  les 

'  "  dt  -^     (tt  ' 

valeurs  initiales  x^,  Vo  pour/  =  o,  ont  pour  expressions 

X  =  Xo  cos/  —  Jo  *'n^        y  =  :ro  sinf  -H^'o  co%t, 

et  Ion  a  x^ -^  v"^  =  x^ -r- y^.  Il  suffira  qu'on  ail  xl -^  yl  <  î^  pour  qu'on 
ait  aussi,  quel  que  soit  t,  x'- -\- y"- <i  t'- .  La  solution  .r  =j' =  o  est  donc 
stable. 
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Les  intégrales  du  système 

dx  dy 

—  =  >',  -7-  =  -y.x  ->r-  y, 

qui  prennent  les  valeurs  a^o,  jKu  [)Our  /  =  o,  ont  pour  expressions 

^o-i-^o     ,.        ''.a-o  — J>-o        ,  2(./-„— To)     „        2.r,j— Vo         f 

X  =■  T~- e^-^ -^. ~—e'^.         y  — tt- ^ r^—  c^ 

3  3  :>  3 

La  solution  x  ^=  y  ^^o  est  instable,  car  si  1  on  prend  par  exemple^o  =  "i-^o, 
\x\  et  1^1  croissent  indéfiniment  avec  t,  aussi  petit  que  soit  Xq.  pourvu  qu'il 
ne  soit  pas  nul.  Cet  exemple  donne  lieu  à  quelques  remarques.  Si  les  va- 
leurs initiales  Xq,  y,j  satisfont  à  la  condition  ary— J'o  =  t),  jx|  et  |^|  diminuent 
et  tendent  vers  zéro  lorsque  t  croit  de  o  à  -f- oc;  il  y  a  stabilité  condi- 
tionnelle. De  même,  si  l'on  prend  des  valeurs  initiales  telles  que  la  difl'é- 
rence  23^0  —  y^  soit  nulle,  x  ç.\.  y  tendent  vers  zéro  lorsque  t  décroît  de  o 
à  —  oc.  Si  aro,  ^0  ne  vérifient  aucune  de  ces  conditions,  |ar|  et  Ijj^'I  augmentent 
indéfiniment  lorsque  t  croit  indéliniment,  soit  par  valeurs  positives,  soit 
par  valeurs  négatives. 

......         dx  dv  .  , 

Le*  intégrales  du  système  —r-  =y,  -r-  =  —  2y  —  2x  qui  prennent  les 

valeurs  x^,  yo  pour  ^  =  o  ont  pour  expressions 

X  —  e-'[:rocos<  -i- (aro-f-^o  1  sin /],         y  —  e-'[_;'oCos/  —  (  2.ro -r-^o)  sin  ^]; 

quels  que  soient  x^-,  yoi  ces  fonctions  tendent  vers  zéro  lorsque  t  croit  indé- 
liniment. Non  seulement  la  solution  .x  =  y  =  o  est  stable,  mais  toutes  les 
intégrales  se  rapprochent  indéfiniment  de  la  première  lorsque  t  tend  vers 
-t-00;  nous  dirons  pour  abréger  qu'elles  sont  asymptotes  à  la  solution 
X  =  y  =:  o. 

•i6(j.  Théorèmes  généraux  sur  la  stabilité  i').  —  Lorsque  les 
coefficients  des  termes  du  premier  degré  en  x,,  ...,  x„  dans  les 
seconds  membres  des  équations  (39)  sont  indépendants  de  t,  les 
équations  aux  variations  qui  correspondent  à  la  solution  connue 
x<=  o  sont  des  é(jualions  linéaires  à  coefficients  constants,  et 
létudc  de  ce  svstcme  permet  en  général  de  reconnaître  si  cette 
solution  est  stable  ou  instable. 

Soit  V(:r,,.r2,  ...,x„)  une  forme  quadratique  à  coefficients 
constants;  si  l'on  y  remplace  j?,,  x-2.  ...,  :r„  par  un  système  de 
solutions  des  équations  (3c)),  le  résultat  de  la  substitution  est  une 

(')  J'ai  suivi,  à  part  quelques  niodificalions  de  délail,  la  mélliodc  de  démons- 
tration de  M.  LiaponnolT,  dans  le  Mémoire  déjà  cité  {Annales  de  la  Faculté  de 
Toulouse,  î'  série,  l.  l.\,  p.  4o3). 
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fonction  de  /,  dont  la  dérivée  \  '  a  ponr  expression,  en  tenant 
eom|)te  des  é(|nalions  (3(j)  elles-mêmes, 

(40  V'=  V,  (.r,,  -rj,  .  ..,  .r„)-i-'\>(xi,  X2,  ...,x„;t), 

A  )  étant  une  nouvelle  forme  quadratique  à  coefficients  constants, 
et  4>  une  série  entière  en  ^,,  x-2,  •••,  ^n-,  commençant  par  des 
termes  du  troisième  dei^ré  au  moins.  Si  l'on  peut  choisir  les  coef- 
lieients  de  A  (j'.,  ...,  .r„)  de  façon  (\ne  \  )(j:"i,  .r^,  ...,  x„)  soit 
une/orme  définie  positive,  on  a  les  théorèmes  suivants  : 

1°  La  solution  j"/:=  o  est  stable,  si  la  forme  correspondante 
V(a:,,  X2,  ...,  Xn)  est  une  forme  définie  négatii'e; 

2"  La  solution  xi^  o  est  instable,  si  la  forme  V  est  une 
forme  dé  finie  positive,  ou  une  forme  indéfinie  ('). 

Pour  faciliter  le  raisonnement,  nous  emploierons  le  lanj^age  de 
la  géométrie,  et  nous  a|)pellerons  point  tout  système  de  vaU'urs 
pour  les  n  varial)les  (.r,,  X2,  •  •  •,  x,i).  L'ensemble  des  points  dont 
les  coordonnées  vérifient  la  relation  :r^  + .  .  ,  +  j?')  =  0-  sera  appelé 
une  hypersphère  Sp  de  rayon  p,  et  Tensemble  des  points  pour 
lesquels  on  a  x^ -\- .  .  ■,-\- xj^  <i  z-  sera  de  même  V intérieur  de 
riiypersphcre  Sp. 

Cela  posé,  si  la  forme  V,(j",,.rj,  ...j.r,,)  est  une  forme 
définie  positive,  il  résulte  des  hypothèses  qui  ont  été  faites  plus 
haut  sur  les  coefficients  des  équations  (•>())  ipion  peut  trouver  un 
nombre  positif  R  tel  ([u'à  l'intérieur  de  rhvpersj>hère  de  rayon  H 
la  dérivée  V  soit  positive  et  ne  s'annule  (pià  lOii^ine.  l'n  elle!, 
nous  pouvons  représenter  les  coordonnées  a;,,  ...,./•,/  par  oa,, 
pao,  .  .  .,  pa„,  p  étant  un  nombre  positif,  et  a,,  a^,  .  .  .,  a,<  étant 
des  nombres  qui  vérifient  la  relation  a'j  + .  .  .  +  a;)  =  i .  En  faisant 
cette  substitution  dans  A  '.  il  vient 

V'=  s2[V,(a,,  ao,  ...,  a„)-f-p\V], 


(')  Lorsque  V,  (a;,,  j:.,  ...,  j;„  )  est  une  forme  définie,  le  iiessicn  de  la  forme 
correspondaiilc  \'  ne  peut  ('ire  nul  :  car,  si  ce  liessicii  itail  nul.   on  [ifiunail  >alis- 

f.iire  au\   n  équations   — ■  =  o,  et  par  suite  à  l'équation  \,  -  o,  par  des   valeurs 

non  toutes  nulles  des  inconnues  x,.  La  forme  V  est  donc  la  somme  de  n  carrés 
de  fonctions  linéaires  distinctes,  multipliés  par  des  facteurs  constants  dillérenls 
de  zéro. 
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\\  ('taiil  une  roiicliou  de  y.,,  a^i  •••?  '^-ni  2,  ^,  qui  esl  coulimie 
pourvu  que  0  reste  intV*rieur  à  une  cerUilne  limite  II  et  (juc  L 
soit>>  /„•  l-.orsque  le  point  (a,,  y.j,  .  .  .,  a„)  cJécril  lliyperspiière  de 
ravon  un,  la  forme  \  t(a,,  y-_>,  .  .  .,  '//,)  reste  positive  et  supérieure 
à  un  eertaiii  miiiimiiiii  m.  Soit  daiiliH!  part  M  le  maximum  de  la 
valeur  absolue  de  \\  .  lai  prciiaiiL  poui'  l>  un  nomhr*'  pdsitil  infé- 
rieur à  VT»  il  est  clair  (pià  I  intérieur  de  1  liypersplière  de  rayon  R, 

V  sera  positif,  sauf  pour  lOrigine  où  Ton  a  \  '  =  o.  Nous  suppo- 
serons,  dans  la  suite  du  raisonnement,  que  le  nombre  R.  ait  été 

choisi  de  cette  façon. 

Cela  étant,  examinons  d'abord  le  cas  où  \  (.2:^1,  x>^  .  .  -,  Xn^  est 
une  forme  définie  iié^atixe.  Soit  z  un  nombre  positif  quelconque 
inférieur  à  11;  lorsque  le  point  (a^i,  o^o,  ...,  x„)  décrit  Tliyper- 
splière  de  rayon  ;,  A  (j:,,  x-^^  .  .  .,  Xn')  reste  néj^alif  cl  par  consé- 
quent est  plus  petit  f[u*une  valeur  maximum  —  R.  D'ailleurs  cette 
fonction  V^  s'annule  pour  j:,  ^  . . .  =:  .r„  =  o ;  on  peut  donc  assi- 
gner un  nombre  A  <;  z  tel  cpi'à  1  intérieur  de  l'hypersphère  S),  de 
rayon  /,,  on  ait  \  >>  —  K.  Le  nombre  À  étant  choisi  de  cette  façon, 
si  pour  ^=  /q,  les  valeurs  initiales  .r",  a;",  ...,  a:"  sont  les  cooi- 
données  d'un  point  intérieur  à  l'hypersphère  de  raA'on  A,  le  point 
(xi,  x-y^  ...,Xii)  i-cslera  toujours  à  rintêricdr  dr  lliypcr- 
splière  de  rayon  z,  lorsque  I  croîtra  de  ^0  à  -\-  x.  En  ellel,  le 
point  (x,,  . .  .,  Xn)  commence  par  être  à  l'intérieur  de  celte  hyper- 
sphère;  s'il  xx'^-  reste  pas  indéfiniment,  supposons  (pi'il  atteigne 
pour  la  première  fois  l'hypersphère  Sr  au  temps  T  >>  /o-  Soient  \ O 
et  \  ,■  les  valeurs  de  \  (.2^1,  Xj,  . . .,  x,i)  aux  épo([ues  /o  et  T;  on  a 

V  o>'  —  K.,  Vj^  —  K  (d'après  la  façon  dont  on  a  th-lini  les  nombres  K 
et  a)  et  par  suite  \„>>V|.  Or  une  [t(dle  relation  est  impossible 
puis(pie,  du  temps  1  ^,  au  temps  T,  la  dérivée  \'  est  positive.  Nous 
sommes  donc  conduits  à  une  conlradiclioii  en  admettant  cpie  le 
point  (x,,  ...,jr„)  atteint  Ihypersphère  S;  ;  par  suite,  la  snlu- 
tion  .i'i=:  o  est  si  a  hic. 

JJaiis  le  cas  considér<''.  non  seulement  la  soliitinn  est  stable, 
mais  toutes  les  solutions  MiKisamment  Noisines  sont  asymptotes  à 
la  première.  I!n  ellel,  loi-'cpie  /  eioît  de  /„  à  -;-  x,  la  loiictioii  \  , 
(pu  |iai'l  d  une  \aleiir  négative,  et  (pu  va  en  croissant,  tend  vers 
/.éro  ou  \eis  mu;  \aleur  iiégali\e  —  /.  Je  dis  (pu.'  celle  ilernièrc 
(•..,  lil.  S 
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liV|)Ollirsc  esl  à  rejelcr.  En  ellet,  la  fonclioii  A  s'annulanl  à  lori- 
<;ine,  il  existe  un  noiuhre  /,'  Ici  qu'à  rinl«'iieur(le  riivperï.|)lu're  tlo 
rayon  ).  .  on  ail  ^  >>  —  /.  I.r  [tdiiii  (j:-,,^o,  ...,  x„)  reslcrail 
donc  extérieur  à  cette  liypcrsplière  S)..  (  )r  l()isf|ue  le  |)oinl 
(x,,  x-2,  "  •.  x„)  reste  compris  entre  S),  et  S^,  \  '  reste  j)lus  grand 
qu'un  certain  inininiuni  u  >>  o.  On  aurait  donc,  au  lenq:)s  T, 

Vt>  Vo-t-.a(T-^o); 

une  telle  rcliilioii  c-;!  inijjossihle,  car  le  second  nieinhre  aiiginenle 
indéfiiiuneiil  avec  T,  tandis  (pie  \  ^  devrait  rostci-  iiiliiiciir  à  —  /. 
Il  faut  donc  que  V(.r,,  x-,,  . . ..  x„)  tende  vers  zéro  lorsque  /  aug- 
mente indéfiniment,  et  j)ar  suite  que  .r,,  x^,  •  •■,  x„  tendent  vers 
zéro. 

11  est  à  remaiipifi'  (pie  le  raisonnement  employé  plus  haut 
prouve  qu  il  y  a  s  Lab  il  ll('  lorsque  \  est  une  forme  défmie  né^a- 
ti\-e^  pouj-iu  que  \'  ne  puisse  prendre  que  des  valeurs  positives 
ou  nulles  jiour  les  valeurs  des  x,-  l'oisi/ies  de  zéro.  Mais  on  ne; 
peut  plus  affirmer  dans  ce  cas  que  les  solutions  voisines  de  la  pre- 
mière sont  asymptotes  à  celle-là.  I^ir  exemple,  dans  le  cas  élémen- 
taire des  deux  équations 

t/r  (/y 

lit  ^  -^''      TaT  "  "~  '^' 

si  Ton  prend  \  =  — (.r-  +,i"),  on  a  \' ^  o;  il  v  a  stabilité,  mais 
non  asvmplotisme. 

Supposons  en  second  lieu  (pie,  ^  ,  éhinl  une  lorinc  ilélinie  j)osi- 
live,\  soit  une  forme  d('finie  posilise  ou  une  lorme  indéterminée. 
JjC  nombre  Pi  ayant  la  iiK'iue  signilicalion  (|ue  plus  liant,  soit  s  un 
nombre  positif  inférieur  à  I»,  et  ).  un  autre  nombre  positif  ^S- 
()uelque  petit  que  soit  y.,  nous  allons  inoniici  (pi  il  esl  toujours 
possdile  de  prendre  à  1  inti'iienr  de  I  li\  persplitTe  de  ravoii  A  \\n 
point  (.r',',  ....  x^)  tel  que,  les  valeurs  initiales  des  variables  Xi 
étant  r",  ./•",  ...,  .r"  lespectivemenl,  le  |)oint  (j7),.r^,  ...^x„) 
finisse  par  alleindre  I  li\  peis|ilièr('  dt-  i;i\on  z.  Soienl.  en  ellet, 
(.r",  ...,  ./-^J)  les  coordonnées  d  nu  point  iiiti'iieur  à  celle  livjiei- 
splu-re  tel  qu'on  ail  \'y=^'^^,/•" /■"  »  >-  o.  i,a  foinie  ^  s'annu- 
lanl à  l'origine,  il  existe  un  nombre  /,' <<  A  tel  (pi  à  I  inlérieui"  de 
riiyperspln-re  de  ravon  a'  on  ail  \   ■<  ^  u-  Considé-rons  le  svst(-me 
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d'intéi5;rales  des  équations  (39)  prenant  puur  t  =  t^  les  \alt.'ur? 
x",  x",  . . .,  ar"  ;  nous  voulons  montrer  que  le  point  (^x,,  x,,  . . ..  x„) 
finira  par  sortir  de  l'Iiypersphère  Sr  au  bout  dun  temps  lini. 
L'hvpothèse  contraire  conduit  en  efTet  à  une  conséquence  absurde. 
Si  le  point  (x,,  x-^,  •  •  -,  x„)  restait  intérieur  à  cette  hypersphère, 
V  étant  toujours  |)osili(,  ^  irait  en  croissant  et  ne  pourrait 
prendre  de  valeur  inférieure  à  \  o-  Le  jxnnt  1X1,  Xo,  ...,  x„)  res- 
terait donc  compris  entre  les  deux  liypcrsplières  S;  et  S>. ;  mais, 
dans  ce  domaine,  \'  a  un  minimum  positif /7?.  Pour  toute  valeur 
de  T  ^  toi  ori  aurait  donc  \  r  >  \  o-f- /«  <  ï  —  tu);  or  une  telle 
inégalité  est  impossible,  car  le  second  membre  augmente  indéfi- 
niment avecT,  tandis  que  V  reste  inférieur  à  une  certaine  limite, 

lorsque    le  point  (Xf^x-^ x„)    est   à    liiiléricur   de    1  liyper- 

sphère  Sç. 


iOT.  Application  des  théorèmes  généraux.  —  Pour  ap|)b(jiit'r 
les  tliéorèmes  précédents,  il  est  clair  cju'on  peut  eflécluer  sur  les 
variables  Xi  une  substitution  linéaire  à  coeificients  constants 
quelconques,  dont  le  déterminant  estdillérent  de  zéro.  Nous  choi- 
sirons les  coefficients  de  cette  substitution  de  façon  à  ramener  les 
équations  aux  variations,  correspondant  :i  l,i  solution  j",  ^  o.  à  une 
forme  canonique  simple.  Soient 

(4>)  -T-^  =  «,,  j-,-f-.  . .— a,„a-„         (f  =  I,  2,  .  . .,  /j) 

at 

ces  équations  aux  variations  pour  le  svstème  proposé  (39);  on  les 
obtient  en  réduisant  les  seconds  membres  aux  termes  du  premier 
degré.  On  a  \u  1  11,  n"  4-^1)  conuuent  on  pouxiol  rainenn-  le  sys- 
tème (42)  à  sa  forme  canonique;  celte  forme  dépend  av.int  tout  de 
la  nature  des  racines  de  l'équation  caracléristirpie 


(43> 


D(/.)  = 


(^nti  —  f 


Si  cette  équation  a  /i  racines  réelles  et  distinctes,  ).,, 
on  peut  ramener  les  équations  (42)  à  la  forme 


(44) 


Ut 


/■ri. 


ctt 


--  'O'i 


'fVr, 


■nj'iii 
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par  une  suljslilulioii  linéaire  à  coefTicienls  réels.  La  même  suhsli- 
tulion,  ajipliquée  aux  équations  (•^>9),  eonduirail  à  un  système  que 
Ton  obtiendrait  en  ajoutant  aux  seconds  meml^res  des  équa- 
tions (44)  des  séries  entières  en  i',,  .  .  , ,  j'„,  commençant  par  des 
termes  du  second  degré  au  moins.  Si  aucun  des  coefficients  )./ 
nesl  égal  à  zéro,  on  obtient  immédiatement  une  forme  ([uadra- 
ti([ue  ^  (jK/)  diint  l,i  t'onne  associée  \  i  (jK/)  est  une  forme  dc'linic 
positi\e.  Il  sullil  de  prendre 

ce  qui  donne 

Vi  =  ''Ayi  ^  >■  -,yl  -^ . . .  4-  Ij.yl. 

Si  tous  les  coefficients  À/  sont  négatifs,  V  est  une  forme  délinie 
négative,  il  y  a  stabilité.  Si  1  un  au  moins  des  coeflîeients  A/  est 
positif,  la  forme  \  est  une  forme  définie  positive  ou  nue  forme 
indéfinie  pouvant  prendre  des  valeurs  positi\es;  il  y  a  instabilité. 
Lorsque  I  un  des  coefficients  A/  est  nul,  il  est  clair  qu'on  ne  peut 
obtenir  pour  \  ,  une  forme  définie  positive,  (pielle  <pie  soit  la 
forme  quadratique  \  ,  car  \  ,  s  annule  pour  des  valeurs  des  j/  non 
toutes  nulles. 

Supposons  en  second  lieu  (pie  1  équation  car  leleiislique  ail  des 
racines  mulli|)les,  toutes  ces  racines  étant  réelles,  et  aucune 
d'elles  n'étant  nulle.  On  |)eut  alors  (11,  n"  i:21)  eflectuer  sur  les 
variables  xi  une  substitution  linéaire  à  coefficients  réels  telle  que 
les  nouvelles  équations  aux  variations  se  partagent  en  un  certain 
nombre  de  groupes  ayant  une  forme  simple  (^quelques  groupes 
pou\anl  se  composer  dune  seule  (-quation).  Considérons,  |)Our 
fixer  les  idées,  un  groupe  de  trois  équations  de  la  forme 

/.,  nélant  pas  nul.  on  peut,  sans  changer  ce  coefficient,  rem- 
jjlacer  'x,  V),  Vj  par  des  nombres  dont  la  valeur  absolue  soit  infé- 
rieure à  tout  ncuubre  positif  tlonné,  car,  si  l'on  cliangej)'|  en  ss-y,, 
Vj  en  7)'j,  z  et  Tétant  ileiiv  faeleurs  constants  dill'rcnis  de  zéro, 
le  système  (45)  est  remplaci-  par  un  système  de  même  forme,  où  a, 
n'a  pas  changé,  et  où  'j.,  v,,  v^  ont  été  renq)laeés  par  uo.  v,  t::, 
/_,  7  lespecln  (incnl .  Si  /.,  n  est  pas  nul.  nous  |)oii\ons  d<»ne  toujours 
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supposer  v.,  v,,  v^  assez  |)elits  j)()iir  que  la  loiiiie  ([ii;nlrali(|iie 

"i  =  '-i  (rî  -^y'I  -^rl  )  —  >-i  iJ-yivi  ■+-  Ài-'irij-i-^-  >'-i  v.  ror-t 

soll  une  (orme  di'liuie  posilixe.  ear  elle  se  réduit  à  la  loruie 

pour  u  =z  V,  =  Vj  =  (),  et  eelte  forme  cpiadralHpn'  l'i '^J'i ,  J'u.  J':j) 
se  déduit  de  la  forme  1»:=      A,  (vf  4- 1'!'! +J'i;),  en  prenant  la  dérivée 

1  dvi      f/K>      r/)'j  , 

par  ra|)|)orl  a  l  et  remplaçant  -=7— >  -v^>  -^7—  par  leurs  exi)res- 
'  '  '  '  cit        dt        (it     '  ' 

sions  (4^)-  Ki^  opérant  de  la  même  façon  avec   tous   les  grouj)es 

analogues  au  groupe  (4^),  on  formera  évidemment  une  forme 

qui  sera  délinie  et  posili\e,  |jour\u  cpiaucun  des  nombres  /./  ne 
soit  nul.  La  forme  correspondante  Y  qui  sera  la  somme  des  formes 

telles  que  -  '^'\(j''',+y'',-\-yl),  étendues  à  tous  les  groupes  d"é(|ua- 

tions  analogues  au  groupe  (4V),  sera  une  forme  tléllnie  négative 
lorsque  tous  les  nombres  )./  seront  négatifs,  et  dans  ce  cas  seule- 
ment. La  conclusion  est  la  même  que  tout  à  Flieure.  La  solution 
est  stable  si  toi/tes  les  racines  de  Véqualion  caractéristique 
sont  négatives^  et  instable  si  l'une  d'elles  est  positive. 

Enfin,  supposons  que  quelques-unes  des  racines  de  l'équation 
caraclérisli(pie  soient  imaginaires.  Ces  racines  sont  alors  conju- 
guées deux  à  deux,  et  à  cliacpic  groiijie  d  ('(piations.  le!  (|ue  (4")), 
correspond  un  groupe  eonpigué 

,,.,,     dy.         ,,      ,         dy'.y         -,  ,     ,  ,    ,         dy'.,        .,     ,  ,     ,  ,     , 

les  \iirial)l(S  r,  et  j)^|,  jo  cl  y.,,  y^  et  l'J,  étant  imaginaires  conju- 
guées, ainsi  (pie  1(!S  coefficients  A,  et  A, ,  u  et  y.',  v  el  v'.  Pour  Li 
même  raison  <pie  tout  à  I  lieiire,  les  modules  dr^.  eocHicicnls  y.,  v,. 
Vo  |)euveiil  être  siippos(''s  |)his  pclils  (pic  loiil  nombre  positif  donne 
à  ravancc.  (  )ii  poiiiiail  lemphiicr  le>\-leiiie  des  ('■(pialion>  1^4>^) 
et  (4^)'  p'"'  ""  système   de   six  écpjatlons  liin-aires  à   coefficients 

réels,    en    pt)saiil    y^  =  u^-^iv^,r\z=u^  —  /c, mais    celle 

transformation  est  inutile  pour  noire  obj<'t.  l'oscuis  en  cllet 
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en  lenaiil  compte  des  ('•([ualions  (  iô)  et  (4^)'?  on  a 

la  fonnc  (|iia(lialiqiic  (|(ii  est  an  socdiuI  inemljre  est  une  forme 
(l(''rinir.  I()is(nie  les  modules  de  >j.,  V(,  v^  sont  assez  petits,  pourxn 
(jue  A, -1^  a',  ne  soit  pas  nul,  e"est-à-dire  poiirsii  cpie  la  partie 
réelle  de  A,  ne  soit  pas  nidie.  Soit  À,  =  a  -j-  j  y/ —  i ,  a  nt-laii!  j)as 
nul  ;  en  [)osant 

D  =  ■îx(y,y\  ^y-iy'.,  -+-JK;).>'â  )=  '^.'^i  »î  -l-  ('î  -i-  «1  h-  ^i  -ï-  «5  -+-  i'I  ), 

nous    voyons   (iiic   — -   seia    une    foi-me   définie   j^osilive,    si    Ton   a 
"  ^        (Il  ' 

d'abord  ramené  les  modules  des  coetlieients  a,  v,,  v^  à  être  assez 

petits,  et  la  forme  U  elle-même  sera  une  forme  définie,  positive  ou 

négative  suivant  le  signe  de  a.  En  opérant  de  même  avee  tous  les 

groupes  décpiations  provenant  des  racines  l'éelles  ou  des  couples 

de  racines  imaginaires  conjuguées,  on  voit  que  l'on  peut  toujours 

former   nue  forme    (piadratique   \(a7,,  x>y    ...,.r,j)    telle    (pie    la 

lorme  quadratique  associée  V)(j"(,  a',,,    ....  x„)  soit   une   forme 

définie  positive,  pourvu  qu'aucune  des  idciiies  a^  de  V équalion 

cavaclérisLique  nuit  sa  pur  lie  réelle  nulle.  Si  toutes  ces  parties 

réelles  sont  négatives,  la  forme  V  est  elle-même  une  forme  définie 

négative,  et  la  solution  xi  =  o  est  stable;  si  l'une  au  moins  de  ces 

parties  réelles  est  positive,  la  forme  V   peut  prendre  des  valeurs 

posili\es,  et  la  solution  xi^  o  est  instalde. 

fi.ranicn  du  cas  dtjuteux .  —  Lorstiuc  I  niu;  des  racines  A/ a  sa 
partie  n''c  Ile  mil  h;,  il  v  a  ilo  11  le  ;  c'est  le  seul  cas  où  la  solution  ./■/!=  o 
puisse  être  stable  >ans  (pic  tontes  le-^  -^oliilioiis  noishk^s  lui  soient 
asymptotiques.  On  |)cut  lever  le  doute,  sauf  tians  le  cas  où  les 
parties  réelles  de  toutes  les  autres  racines  sont  nulles  ou  négatives. 
Supposons,  en  ellel.  (pu-  (piebpie-^-nnes  des  racines  de  l'i^ipialion 
caractérislitpie  aient  leurs  [)arties  léelles  nulles,  tandis  cpic  d'antres 
ont  leurs  parties  réelles  positives.  Les  racines  de  l'équation  carac- 
lé'iisticpie  \)'{s)=^  o  <lii  s\>|ènie  auxiliaire 

dx'-  I  u  \ 

(.1<i)    -jj  =ai^x\  4-... -H  \aii—'-\x\^.  .  .-l- r//„.r;,     (/=  1,  u...  «), 
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que  1  on  (li'diiit  du  système  (  i'^)  en  y  remplaçant  an  par  an —  -, 
sont  égales  au\  racines  de   I  é(jiiation  (i'))  diminuées  de  -•   iJans 

I  li\  [xjllièsc  on  nous  nous  plaçons,  on  peut  done  choisir  jiour  'jl 
un  nombre  réel  et  |)Osilif'  Ici  (pianeune  des  racines  de  l'équa- 
tion D'(5)=:o  n'ait  sa  partie  réelle  nulle,  et  que  quelques-unes  de 
ces  racines  aient  leur  partie  réelle  positive.  D'après  le  cas  que 
nous  venons  de  traiter,  il  existe  une  forme  quadralicpie 

V(jri,  x-2,  .  . .,  x,i)i 

qui  jieul  jirendrc  des  \aleui's  positives,  tandis  fpie  la  forme 

1  =  1 

est  clle-nu;me  une  forme  délinie  positive.  Si  dans  V(X) ,  .To,  . ..,  x„), 
on  remplace  .r,,  x^,  • . .,  x„  par  des  intégrales  du  système  (jo),  le 
résultat  de  la  substitution  est  une  (onction  de  t,  dont  la  dérivée  a 
pour  expression,  en  tenant  compte  delà  définition  deW(x,,  ...,x„), 

^  '  =  ;j.  V  -r-  W  -H  «I'  (.r,.  x-i,  . . . ,  x„,  t  ), 

*I>  étant  une  série  entière  en  Xi,  .r^,  ...,  x„.  (pu  ne  renferme 
aucun  terme  de  degré  inférieur  à  deux.  Puisque  W  est  une  forme 
délinie  positi\e,  on  peut  déterminer,  comme  on  l'a  \n  j)lus  liant 
(n"  i66),  un  nombre  positif  R  tel  (pi'à  I  inlérieiir  de  I  livpers|)lière 
de  rayon  II  on  ail.  pour  /îi  /o,  W -i-  f^  >>  o,  et  |)ar  suite  \  '  >-  u.\  . 
Soitî  un  nombre  positif  rpieleonque  inf(*rieur  à  R,  cl  r,  un  autre 
nombre  positif  5^-  -^  lintérieur  de  l'Ii  vperspbère  de  ravon  r,,  il 
existe  des  points  pour  lesquels  la  forme  V  a  une  valeur  |)osilive. 
Soient  (.a?",  x^,,  ...,  x")  un  de  ces  points  et  \  0  la  valeur  correspon- 
dante de  V;  nous  allons  montrer  que  la  traj(>ctoii-e  i-«^iie  du 
point  (x'I,  ...,  x"/)  atteint  l'Iiypersphère  de  rayon  z  an  Ixuil  «1  un 
l^lllp■^  fini.  I!ii  ellél,  supposons  (pi  il  nCii  >nit  piis  ain>i;  \  est 
alors  une  fonction  du  temps  satisfaisant  à  une  écpialimi  île  la 
forjne  V'= 'J.  \^  4- '.i(/ ),  'j(^)  étant  une  fonction  |iosili\  c  du  h'inps. 
Celte  fonction  V  est  donc  siip('iiciii{!  ;'i  I  intci^ialc  de  I  ('(pM- 
lion  V'^  ulV,  prenant  la  même  \aleiir  \  „  p<»ur  /  =  Iq,  c'esl-;i-dli  «• 
à  VnC"""'"'.  Or,  celle  expression  angmenl(;  indéfiniment  avec  /  ;  il  c>t 
donc  impossible  que  le  point (j;i,  x-i,  ...,  x„)  reste  conslanimcnt  à 
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liiilt'-iieiir  (le  1  li  v|)crs|)lirr(,' de  ravoii  £.  |)iii^(|ue  \  (.ri,  ^To,  ...,.r„) 
rcsle  borin'e  dans  ce  domaine. 

En  définilive,  //  y  a  stdbililc  lorsque  les  parties  réelles  de 
ToiTKs  les  racines  j.i  de  Véquation  caractéristique  sont  néga- 
tives; il  y  a  instabilité  si  la  partie  réelle  de  i.um:  de  ces 
racines  est  positive.  Le  seul  cas  douteux  est  celui  où  j)  de  ces 
racines  (p  ]>  o)  ont  leurs  parties  réelles  nulles,  toutes  les 
auti-es  ayant  leurs  parties  réelles  négatives. 

Pour  reconnaître  s'il  y  a  stabilité  ou  instabilité,  il  faut  alors  tenir 
compte  des  termes  de  degré  supérieur  au  premier  dans  les  seconds 
membres  des  écpiations(39).  Nous  axons  déjà  vu  un  exem|ilc  (n"iGo) 
où  d  V  a   slabilih':  d  v  a  inslabililc  pour  le  système 

d.r  cl  y 

dt  dt 

.i68.  Stabilité  de  l'équilibre.  —  Soit  l  ("a-i,  a^o,  ...^x,,)  une  fonction 
analytique  des  variables  x^,  x.>,  ...,x„,  indépendante  de  /,  sannulant, 
ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  pour  j-j  =  .  .  .  ^  .r„  =  o, 
et  holomorphe  dans  le  voisinage.  Les  équations 

,_  dx\  _  (iV  dxn  _   d\} 

^'^''  ~dt    "  ÛXi'  '  '    '  ~iïT  ~  'ôx'n 

aduieltcnt  la  solution  .r,  —  o.  Cette  solution  e^l  s(al>lc  si  la  fonction 

{}{Xx,  X-i.    ...,  x„) 

est  maximum  pour  Xi=  o;  en  effet,  quand  on  remplace,  dans  cette  fonc- 
tion, les  variables  x,-  par  des  intégrales  du  s\  sléuie  (47),  le  résultat  est  une 

fonction  de  /  dont  la  dérivée  a  pour  expression  ^  (  I  »  et  par  consé- 
quent ne  peut  |)ren(lre  de  valcuis  ni'galives.  Les  raisonnenienis  du  m"  iliti 
prouvenl  (|ue  la  solution  x,-  =  o  est  stable  si  {]  {Xi,  x^,  . .  . ,  x„)  a  un  maxi- 
mum jtropre  à  l'origine,  puisque  celle  fonction  ne  peut  prendre  de  valeurs 
positives  dan■^  le  voisinage  de  l'origine. 

Pour  traiter  la  question  inverse,  désignons  par  V^(.ri,  ...,  a"„)  la  forme 
quadratique  formée  par  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  dans  le 
développement  de  U,  et  bornons-nous  au  cas  où  le  liessien  de  cette  forme 
n'est  pas  nul.  Si  l'on  applique  le  théorème  général  du  n"  -itUJ  à  cette  forme 

\{X\,  Xo,  ...,  x„),  la  forme  associée  V,  est  i)récisémcnt    7   (  1    >  c'est- 

J^  \(>Xi  J 

;i-dire  une  forme  di'Jtnic  pnsdtic.  Pour  (piil  v  ail  stabilité,  il  faut  et  il 
suffit  que  \{Xx,x-,,  ...,x„)  soit  une  forme  définie  négative,  ce  qui  est 
aussi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  L'(a'i,  x^,  ...,  x„)  soit 
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maximum  au  point  Xi=  o.  Ainsi,  quand  le  liessien  de  la  forme  \  n'est  pa-; 

nul,  il  ne  peut  y  avoir  stabilité  que  si  L  est  maximum  pour  l'origine. 

Dans  ce  cas  parliculier.   on  di>il  |ioser.   dans  l'cqualion  caiactérislique. 


(tiii  ■ 


tihi  — 


OTiO.Ti, 


et,  d'après  les  propriétés  bien  connues  des  loiincs  quadratiques,  les  ra- 
cines de  cette  équation  sont  toujours  réelles  quelle  que  soit  la  forme  V; 
il  ne  peut  y  avoir  de  racine  nulle  si  le  liessien  est  diiïérent  de  zéro. 

Dans  un  problème  de  Dynamique  où  il  existe  une  fonction  des  forces 
indépendante  du  temps,  on  sait,  d'après  un  théorème  de  Lai;ranjre,  que  si 
cette  fonction  des  forces  est  maximum  poui  certaines  valeurs  des  para- 
mètres, la  position  correspondaiile  du  système  est  une  position  d'équi- 
libre stable.  Les  raisonnements  du  n"  466  ne  sont  au  fond  que  l'extension 
de  la  démonstration  classique  de  Diricblet.  L'examen  de  la  proposition 
réciproque  présente  de  bien  plus  grandes  difficultés.  >»ous  n'examinerons 
qu'un  cas  particulier.  Supposons  qu'on  ait  choisi  les  paramétres  dont 
dépend  la  position  du  système  de  façon  que  les  équations  dillcrentielles  du 
mouvement  soient  de  la  forme 


(48; 


d-Xx 
~dF 


0X\ 


cP-x. 
~dK 


OXo 


U(Xi.  ....  o",,)  étant  une  fonclinn  de  a^i,  ...,x,n  régulière  dans  le\oisi- 
nage  de  l'origine,  et  s'annulant,  ainsi  que  ses  dérivées  premières,  pour 
j-,=  o.  l'our  reconnaître  si  la  solution  Xi=  o  est  stable,  nous  nous  borne- 
rons encore  au  cas  où  le  bcssien  de  la  forme  V(^i,  ...,  x„),  qui  se  com- 
pose de  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  de  L,  est  diflérentde  zéro. 
Le  système  (  i8;  est  équivalent  au  système  des  -yn  équations  du  premier 
ordre 


(49; 


JXi 

~dt 


7'. 


d(         OXi 


(i  =  \,  ■}.,...,  n). 


Ou  peut  oi)iciiir  diiectomeiit  l'équation  caractéristique  du  système 
linéaire  obtenu  eu  négligeant  les  termes  il'ordre  supérieur  dans  les  seconds 
membres:  il  suffit  de  chercher  des  intégrales  de  ce  système  de  la  forme 

x/=ocieV',         yi=%e\>', 

ce  qui  conduit,  pniii-  di'terminei'  ;j.,  à  l'éipiation 

a,,  —  'X-  (i\i 


D(|ji)  = 


Les  racines  de  celle  éiiuation   sont  r:  //./,  les  /.,  étant   les  racines  de  la 


42  ciiAi'iTnn  \xiii.  —  iNri:(;u.VLi;s  imimmicnt  voisines. 

première  équtuion  oaractéi  islique,  relative  aux  équations  (47)- Tous  ces 
nombres  X,  sont  réels,  et  par  hypothèse  aucun  d'eux  n'est  nul  ;  si  l'un 
d'eux  était  positif,  l'équation  en  a  aurait  une  racine  positive,  et  la  solu- 
tion :r/ =j'/=  o  des  équations  (  iQ)  "G  pouirail  être  stable,  d'après  le  théo- 
rème général.  Le  résultat  de  cette  discussion  peut  donc  s'énoncer  comme 
il  suit  :  Lorsque  rèttide  des  termes  du  second  degré  de  L  t  J":,  .  .  .,  x„) 
permet  de  reconnaître  si  cette  fonction  est  maximum,  ou  /w/i,  pour  les 
va/eu/ s  Xi=  o,  i/  est  nécessaii-c  <jue  U  soit  niaxin)uin  paiir  (/uc  l'équi- 
libre soit  stable  (  '  ). 

Remarque.  —  Lorsque  tous  les  nombres  X/  sont  négatifs,  les  parties 
réelles  de  toutes  les  racines  de  D([jl)  =  o  sont  nulles.  On  est  donc  dans 
un  cas  où  l'on  ne  pourrait  affirmer  « /)/'io/-f  la  stnhiiiii-,  si  l'on  n'avait  pas 
égard  à  la  forme  spéciale  des  équations  (  l'JJ  {' )■ 

469.  Application  à  des  systèmes  plus  généraux.  —  On  pciil 
étendre  les  résullals  préeédents  aux  sjsLèincs  {•)())  tels  (jiie  les 
équations  linéaires  (4'>-)  forment  v\n système  léditctible  (II,  n"  i'2i). 
Nous  ra|)|)('lU'i()ns  qu'on  appelle  ainsi  les  sjslènies  liii(''aires  cpiOii 
peut  ramener  à  un  système  linéaire  à  coellieienls  constants  par 
une  suhslilulion  linéaire  efleetuée  sur  les  inconnues  .r,,  les  eoeffi- 
cienls  (le  celte  sul)slilulioii  <iant  des  lonclioiis  conliuues  cl  bor- 
nées de  la  variable  l  pour  l  >  /„,  ainsi  que  leurs  dérivées  par  rap- 
[iort  à  /.  et  l'inverse  du  déterminant  de  ces  eoefticients  étant  borné. 
Il  e>l  clair  <pie,  si  le  système  (  /j^)  est  réductible,  en  appliquant 
au  système  (  3()  )  tout  entier  la  substitution  linéaire  (pion  vient  de 
délinir,  on  remplacera  ce  svstème  par  un  svstème  de  même  espèce 
dans  letpiel  les  coeflicienls  des  termes  du  premier  degré  dans  le 
second  membie  seront  indi''|)en(l.ints  de  /. 

{•'n  particulier,  l(ir^(pie  les  cdellicienls  du  sxslèine  (3())  sont  des 
lonclions  périodiques  de  /,  nous  avons  \u  cpie  le  système  (4^j  est 

(')  I^a  récipnxpic  ilu  liicoréinc  de  La;;ianp;e  a  été  établie,  dans  des  cas  plus 
généraux,  par  .MM.  Liapouiioll  (Journal  de  Liouiitle,  iSqU),  Painicvé  {Comptes 
rendus,  t.  1"2J,  p.  lo.n),  Iladainard  {Journal  de  l.iouville,  «8<^7),  et  plus  réceni- 
meiil  par  .M.  lî.  Cotton  {Comptes  rendus,  l.  l.jii,  p.  lojg). 

(-)  l.a  définition  de  la  stabilité  donnée  plus  haut  (  ii"  -iGô)  ne  conrciiic  (pic 
l'avenir,  l  variant  de  /„  à  -f-  ce.  Mais  im  pciil  en  conrcvoii'  une  autre,  concciiiant 
à  lu  fois  l'avenir  et  le  passé,  l  vaiiani  aloi^  de  —  x  à  +  x.  Quand  on  cliangc  l 
en  —  t,  les  racines  de  i'équaliun  caiacUrislupie  sont  niullipliécs  par  ( —  i  )  ;  il  ne 
[>eul  donc  y  avoir  slabililé  à  la  fois  dans  l'avenir  et  in  passé  (pie  si  les  parties 
réelles  de  lnules  ces  racines  sont  nulles.  On  si;  trouve  daiK^  un  cas  «ni  i'i'i  ndc  dos 
équations  aux  variations  ne  suffit  pas  pour  décider  s'il  y  a  slabililé  uu  ikhi. 
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réductible.  Il  résulte  de  la  démonstration  (|ui  a  été  donnée  de  ce 
théorème  que  les  racines  de  l'équation  caractéristique  du  sys- 
tème transformé  sont  précisément  les  exposants  caractéristiques 
du  système  (42)  à  coefficients  périodiques  (II,  n"  423).  Il  y  aura 
donc  stabilité  si  tous  les  exposants  caractéristiques  ont  leurs  par- 
ties réelles  néiialives,  instabilité  si  l'un  de  ces  exposants  a  sa  partie 
réelle  |)Osili\e. 

470.  Séries  asymptotiques.  Stabilité  conditionnelle.  —  On  peut  con- 
firmer les  résnllal?  obtenus  dans  les  numéros  prccétients,  par  l'étude 
directe  des  séries  représentant  les  intégrales,  ces  séries  étant  ordonnées 
suivant  les  puissances  des  valeurs  iniliiiles,  lorsque  les  parties  réelles  des 
nombres  ).,  sont  toutes  négatives  (  voir /T^rerctce  1,  p.  46).  .MM.  Poincaré  et 
Liapounoff  ont  introduit  des  séries  d'une  autre  espèce,  qui  mettent  en  évi- 
dence le  caractère  asymptolique  des  solutions.  \ous  n'étudierons  que  le 
cas  le  plus  sim|)lc,  celui  dun  système  que  l'un  peut  ramener  à  la  forme 
réduite 

dxt        .  dx,,        ^  dx,i 

(.0)    —    =A,^,^...,  —^,„x,.-^...,  -^=,.,.Xn-^..., 

les  termes  non  écrits  formant  des  séiies  enliéics  on  x^,  ...,  x„,  cfimmen- 
çant  par  des  termes  du  second  degré,  dont  les  coefficients  sont  indépen- 
dants de  t.  Posons 

u^  =  C.^e'i'.         n-y  =  C^  e''^',  .  .  . ,  Up—  C/,e'i>'         (  P"-  'i)^ 

Cl,  Cj,  ...,  C,j  étant  des  constantes  différentes  de  zéro,  et  proposons- 
nous  de  trouver  des  séries  entières  à  coefficients  constants,  ordonnées 
suivant  les  puissances  de  U\,  u-i.  ...,  «/,  et  satisfaisant  formellement  au\ 
équations  (jo), 

(Jl)  J-/=^  il^/',;,,/,. ...,«,,  «'1"'"'"^.  ..  «y/''  ft  =  l,7.,     ...,n), 

les  coefficients  \4n,ni....m ,  sont  des  constantes  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
Pour  achever  de  préciser  le  problème,  nous  supposerons  que  les  termes 
du  premier  degré  rians  Xi,  x-,.  ...,  x,,  sont  lespectivcment  »].  ...,  iip, 
tandis  que  Xp^i,  ...,  x„  ne  renferment  aucun  terme  du  pnniier  ilegré 
en  »|,   ...,  iii,.  On  a,  d'une  façun  générale, 

y  (  //',"■  «'2"- .  .  .  u';;r  j  =  f  /» ,  À ,  ^ . . .  -^  m,. l,,  )  u'I''  u'!:^  . .  .  ii';;r  ; 

en  sub-^lituant  le-^  dr\eio|)[»ements  (!}i}  dans  les  équations  ('io),  et  en 
èrriNant  qu'on  obtient  une  iiieiitilé.  on  obtient,  pour  di'lerminer  le  coi'ffi- 
cient  !.,'„, ...,„  ,  la  reialion 


'52)  <"'i>i—...^- «'///,,— >.,;I-'», ...«,,,=  Il',i 


,..."',,. 
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le  second  membre  se  cléduisnnl  |)ar  des  additions  el  des  miilliplicalions 
des  coeflicieiU?    des   séries  (5o)  el   des   coefficienls   déjà    délerminés   des 

séries  (5i),  provenant  des  termes  de  degié  inférieur  en   «j Up.   On 

pourra  donc  déterminer  de  pioclie  en  proche  tous  les  coefficients  I^'  sans 
être  jamais  arrêté,  pourvu  qu'il  n'existe  cuire  les  À  aucune  lelation  de  la 
forme 


(5r 


m.  Al 


-i-  m,,/,,—  A/ 


m\,  ...,  m,,  étant  des  nombres  entiers  positifs  dont  la  somme  est  au  moins 
égale  à  2,  et  l'indice  i  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  1,  -x,  ...,  n. 
Plaçons-nous  dans  cette  hypothèse,  et  admettons  en  outre  que  le  module 
de  l'expression  (53)  a  une  borne  inférieure  l  positive.  Pour  démontrer  la 
convergence  des  séries  (5i)  ainsi  obtenues,  considérons  le  système  d'équa- 
tions auxiliaires,  où  r,  est  coiupris  entre  o  et  1.  et  inférieur  à  /, 


,r,  =  //,-f-i:o,' 


'/ij  I  •  •  •  j  II  > 


(54) 


m,...m„y  t      •  •  •  y  II  ' 

v'"" 
•  ■  J  II    J 


nVl 


■f.r,.=  ^Ç>?„, 


•J  n 


les  seconds  membres  étant  des  séries  ma jorantes  pour  les  séries  qui  figurent 
dans  les  équations  (5o).  On  satisfait  aux  équations  (54)  par  des  séries 
entières  convergentes  en  mj,  »,,  ....  «/j,  et  l'on  vérifie  aisément,  de  proche 
en  proche,  d'après  la  façon  dont  le  nombre  r,  a  été  défini,  que  ces  nou- 
velles séries  sont  majorantes  pour  les  séries  (5i).  Il  en  résulte  que  les 
séries  (5i)  sont  elles-mêmes  convergentes  pour  les  valeurs  de  t  comprises 
entre  zéro  et  un  nombre  positif  T,  pourvu  que  les  valeurs  absolues  des 
coefficients  C|,  ...,  C,,  soient  inférieures  à  une  limite  convenable. 

Cela  étant,  supposons  que  les  parties  réelles  des  nombies  À],  Ào,  ...,  À,, 
soient  négatives,  et  que  l'égalité  (53)  n'ait  jamais  lieu  poui  des  valeurs 
entières  et  positives  des  nombres  /»i,  //(o //;,,  dont  la  somme  est  supé- 
rieure à  deux.  Dans  ce  cas,  comme  la  partie  réelle  de  Ài /?j| -t-. .  .-f- X/j/»,, 
diminue  indéfiniment  lorsque  les  nombres  z;?,.  /«o.  ...,  m ^  croissent  indé- 
finiment, il  y  a  un  minimum  positif  pfiur  le  module  du  premier  membre  <lc 
la  relation  (  J3  ),  et  nous  pouvon»  appliquer  le  résultat  qui  précède.  Il  existe 
des  séries  (5i)  satisfaisant  fonncllcmeni  au\  écpiations  (5o),  ordonnées 
suivant  les  |)uissances  de  Ci<"'i',  ...,  C/,e'^/'';  ces  séries  sont  convergentes 
pour  t  =  o,  pourvu  que  les  modules  de  C|,  Co,  ....  Cp  soient  assez  petits, 
el  par  suite  elles  sont  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  t. 
Il  est  évident  que  les  intégiales  correspondantes  sont  asvmptotiques  à  la 
solution  3r,  =  ().  Si  />  =  /*,  le  résultat  est  bien  d'accord  avec  le  théorème 
général  sur  la  stabilité,  mais  on  obtient  des  résultats  nouveaux  en  suppo- 
sant que,  parmi  les  nombres  Xi.    ...,  /„,  il  \   en  a  //  seulement  dont  la 
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partie  réelle  est  négative.  Si  l'on  a  pris  [)our  ),i,  Ào.  ...,  À/,  ce« /j  racines 
et  si  la  relation  (33)  n'est  jamais  vériliée  pour  des  valeurs  entières  et  posi- 
tives des  coefficients  ni],  ...,  /«,,,  nous  obtenons  des  intéi.Males  asympto- 
tiques  à  la  solution  j",  =  o,  dépendant  de  p  constantes  arbitraires  Cj, 
Cj,  ....  C/j.  On  dit  qu'il  y  a  stabilité  conditionnelle.  L'ensemble  de  ces 
trajectoires  forme  dans  l'espace  à  n  dimensions  une  multiplicité  à  p  dimen- 
sions (E/,),  qui  est  aussi  un  lien  de  points  tels  que  les  trajectoires  issues 
de  l'un  de  ces  points  soient  asymptotes  à  la  solution  a"/=o. 

Les  mêmes  séries  permettent  aussi  de  démontrer  qu'il  ne  peut  y  avoir 
stabilité,  au  sens  absolu  du  mot,  si  l'un  des  nombres  A,  a  sa  partie  réelle 
positive.  Soit  en  effet  À]  une  des  racines  de  D(À)  =  o,  dont  la  i>arlie  réelle 
est  positive,  et  au  moins  égale  à  la  partie  réelle  de  l'une  quelconque  des 
autres  racines.  Aucun  des  nombres  /ni/,  —  /.,•  ne  peut  être  nul,  si  l'on 
a  mi>i;  il  existe  donc  des  solutions  du  système  (  Jo)  où  .r,,  x-2,  ...,  J"« 
sont  représentés  par  des  séries  entières  ordonnées  suivant  les  puissances 
de  //j  =  Cie'i',  avec  un  rayon  de  convergence  o  différent  de  zéro.  La  série 
qui  donne  Xi  commence  par  le  terme  Hj,  tandis  que  les  autres  séries  com- 
mencent par  des  termes  du  second  degré.  La  valeur  initiale  x\  de  X\ 
pour  ^  =:  o  est  égale  à  la  somme  d'une  série  entière  en  Ci,  commençant 
par  Cl  et  l'on  en  tire  inversement  pour  Ci  une  série  entière  en  x\,  com- 
mençant par  x\.,  de  sorte  que  (x\)'^. .  .-^  {x%Y  tend  vers  zéro  en  même 
temps  que  x\.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Ài  soit  réel,  et  soit  h 
un  nombre  positif  <  p,  tel  que  la  valeur  de  x\i  Ui)  pour  U\=^  h  ne  soit  pas 
nulle.  Soit,  d'autre  part,  r,  un  nombre  positif  quelconque.  Il  est  toujours 
possible  de  piendre  |)Our  x^  un  nombre  positif  inférieur  à  r,  tel  que  la 
valeur  correspondante  c  de  Ci  soit  pusitive  el   inférieure  à  /*,  puisque  1<; 

rapport  -^  tend  vers  l'unité  lorsque  x'\  tend  vers  zéro.  L'intégrale  corres- 

pondante  X\(cé>-^^)^  qui  prend  la  valeur  x\  pour  <  =  o,  atteindra  la 
valeur  X]  (A)  au  temps  T  donné  par  l'égalité  A  =  ce''"^,  c'est-à-dire  pour 

la  valeur  |)Ositive  T=  ^-lotrl  -  l-   La  solution  j-,  =  o  est  donc   instable. 
'  A,      °\c/ 

On  raisonnerait  d'une  façon  analogue  si  /.j  était  un  nombre  complexe  à 
partie  réelle  positive.  Il  y  aurait  alors  une  autre  racine  À-2  conjuguée  de  la 
première,  et  l'on  considérerait  les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
de  Cie'i'  el  de  Coc'-j',  en  |Menant  |)oiir  Ci  et  C.>  îles  imaginaires  con- 
juguées. 

l'nur  l'élud»!  di-s  séries  a^v  mptoliques  dans  des  cas  |)lus  généraux,  on 
<onsultera,  outre  le  Mémoire  de  M.  Liapuuiioil,  le  Cbapilre  \  Il  <lu  Tome  I 
des  Méthodes  nouvelles  de  In  Mécani(/ue  céleste  de  M.  l'oint  are,  cl  le 
Ciinpilre  \lll  .In  'l'oiiie  III  du    rr<iilé  d'AïKilysf  dr-  M.  l'icar.l. 
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COMPLEMENTS  ET  EXERCICES 

l,  Doiiioiili<M',  |);u-  liHiide  dirccle  dos  séries,  oidonnées  suivant  les  }Mii5- 
sances  des  val('iii>  iniiiales,  qui  représentenl  les  inlégralos,  qu'il  y  a  slabi- 
lilé,  lorsque  les  parties  réelles  de  toutes  les  racines  de  l'équation  carac- 
téristique D(X)  =  o  sont  négatives. 

R.  Considérons  un  système  de  la  forme 

yi^  )  JT    —   —  f^f''  t  ^^  —  '   III  lin., . . .  III  „  "<  1  2      •  •  ■  •'  Il     ' 

les  parties  réelles  des  X,  étant  toutes  positives.  Soit  [x  un  nombre  positif 
plus  petit  que  les  parties  réelles  de  tous  les  À,.  On  considère  le  système 
a  u  \  i  1  i  a  i  le 

les  Q,-  étant  des  fonctions  dominantes  pour  les  fonctions  I',  pour  l-t^.  En 
posant  Xi=  e''^yi^  X/=  e^-'-'Y/,  les  deux  systèmes  (A)  et  (A')  sont  rem- 
placés par  deux  systèmes  de  même  espèce  on  le  coefficient  de  Y/  sera  supé- 
rieur au  module  du  coefficient  de  >',  pourvu  que  le  nombre  positif  k  soit 
pris  convenablement.  11  suffira  donc  de  démuni  km-  la  propriété  énoncée 
pour  un  système  auxiliaire  de  la  forme 

fl\i  ..    ,   -,  rx,-f-  \i^...-^\nf- 

u\,-f-  Al 


[ 

!M,  ;jL  et  s  étant  des  nombres  positifs:  ce  qui  se  l'ail  farili<mcnt  en  dévelop- 
|)ant  les  intégrales  suivant  les  puissances  des  valeurs  initiales. 

i.  Appliquer  les  tlH'nrèmes  généraux  sur  la  stabilité  à  l't'ttide  des  inli'- 
grales  de  l'équation  \  cly — Y  <f.r  =  o,  dans  le  voisinage  de  l'origine; 
X  et  Y  sont  des  séries  entières  en  x  cl  y.  sans  terme  constant. 

On  ramène  à  l'c-lude  du  système 

dx  ,  dv 

—  =\  =  aa:'-f-t;r-T-...,  -V-  —  i  =^  o  x  -^  I)  y  -\- .  .  . 

(It  ~  dt 

cl  T'iii  oi)ser\e  que  la  eourlx^  intégrale  issui;  du  |)oint  (.T-y,  y^)  va  passer 
par  l'origine  lorsipie  ./■  et  >'  tendent  vers  zéro  (piaud  la  valeur  absolue  de  / 
augmente  indi  rMiinieui,  et  dans  ce  cas  seulement  (  ry".  II,   p.  jog). 


CHAPITRE  XXIV. 

ÉQUATIONS  DE  MON'GE-AMPKRE  (  '  ). 


I.  —  CAR\CTÉllISTlnLi;s.   IMKGItALES  INTI:RMI:I)IAIKES. 

•47 1 .  Problème  de  Cauchy  pour  une  équation  du  second  ordre.  — 
Dans  le  cas  d  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
à  deux  variables  indépendantes,  le  théorème  général  d'existence 
de  Caucliv  (l.  II.  n"  456)  s  énonce  ainsi  : 

Etant  floniire  une  cqualion 
(U     r=F(,r,r,  =,;,,  .y.  .,/,,        (/■  =  JT"; '  ^  =  ^T^t^T;: '  '  =  ;jp  j  ' 

(lo/it  le  second  membre  est  une  fonction  atialyliijue  Itolomoiphe 
dans  le  voisinage  des  valeurs  .Tq,  i'q.  ^^o^  /hi^  7o<  ■">'o'  ^o^  soient 
cpo(jK)  ^^  'fiO'J  deux  fonctions  de  y,  liolomorphcs  au  voisinage 
de  y  =  )'o,  et  telles  qu'on  ait 

?o(jo)  =  -0.  '^\i(y»}  =  '/o,  'f'u'J'o  »  =  to, 

r  équation  (i)  admet  une  intégrale  z{x^  -)),  liolomorphe  dans 
le  domaine  du  point  (jroO^o);  ^^  ^e/Zf'  que^  pour  x  =  x^,  on  ait 

//  /l'f'.risfi'  quune  intégrale  satisfiisan t  à  ces  conditions. 
[>es   coni]itioii>    (jiii    i|('lctiiiinfnl    l;i    Miifiicf    luli-^iiilr   ont    iiiir 


(')  Je  me  borne  ;iux  puinls  cssenliels  de  la  llicorie;  i)our  |>lus  de  dctiiils,  on 
pourra  coiisuller  nies  Leçons  sur  l'i/Uéf^ration  des  équations  aux  deiivées  jiar- 
lielles  du  second  ordre  (Ilermann,  189G-1898). 
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sii^uilicalion  i;<'()mr'lri(HU'  (''vidonlc.  Les  deux  <'(|iiali()ns  j?  =  ^o, 
::  =  '■io(y)  représenlciil  une  courbe  plane  C,  et  Ion  viiil  ([iie  celle 
coiirhe  C  a|)|)aiiienl  à  une  infiniléde  surfaces  inlégrales  dépendanl 
d Une  louclion  arhiliaire  es,  (y).  81  I  on  se  donne  aussi  celle  lonc- 
liou  'i,(>'),  le  plan  tani;enl  à  la  surface  iuléyrale  esl  connu  par  là 
même  tout  le  lonj^  de  C.  Plus  généralement,  considéi-ons  une 
courl)e  quelconcpie  F,  plane  ou  gauclic,  et  une  développable  A 
passant  jiar  cette  courbe,  de  façon  qu'à  chaque  point  ÎM  de  Y  cor- 
responde un  plan  passant  par  la  tangente  en  M  à  celle  courbe: 
une  intégrale  d  une  é'(piahon  du  seeonil  ordi'e 

(2)  iM-ros  -•  /^  '/^  '■'  •'^'  O  =  <> 

est  en  général  complètement  déterminée  si  on  l'assujellit  à  passer 
parla  courbe  F  et  à  être  tangente  à  la  dévelopjKible  A  tout  le  long 
de  celte  courbe.  Supposons  en  ellet  (pie.  dans  le  \oisinage  d  un 
point  [xo,V{),  :-o)  de  F,  les  écpiations  de  cette  courbe  soient  mises 
sous  la  forme  j)^  =/(a:),  z  =  's>(x'),  les  fonctions /(x)  et  'j(.r) 
étant  holomorplies  dans  le  domaine  du  point  ^r,,.  Prenons  trois 
nouvelles    variables   //,   e,  (\',    liées  aux   \ariables  x^    )',    ;   par  les 

relations 

X  =  u^        y  ^=  f( u)  -h  V,         z  =  's{  ti)  -i-  (C, 

et  consid(''rons  //  et  i'  eoniine  les  iioiin  elles  variables  indt'pen- 
dantes  et  iv  comme  la  nouvelle  louclion  iueonniie.  IJe  la  relation 
dz-  =/>  clx  -T-  q  (/y,  on  lire  (^  1,  n"  (jl) 

'  Ou         '        '         i)V  -^    '       '  -'         ov 

il  vient  ensuite,  en  paitant  des  idenlih's  c//)  = /•  (/x -{- s  (/y, 
dq  =  s  dx  -\-  t  dy, 

ù'^-w  d'^w  ()'-(«' 

~  OuOv       ^  ôv'-  '  ~~    (H>'^  ' 

[.  ('(piation  ('>,)  se  cliange  en  une  nouxclle  /'(pialion  du   second 
ordre 

,_.  ^/  ihv     dw    d- IV     0- H'      0'-iv\ 

(3)  rr{u,v,iv, — j  -— j  — -i  >  — r     =  Oi 

V  ou      Ov      ou-      OuOv      Oi>'  I 
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tandis  que  Jes  conditions  géomclriques  auxquelles  doil  satisfaire 
linléj^rale  cherchée  sont  remplacées  par  les  suivantes,  l^uisque  z 
doit  se  réduire  à  '■p(x)  pour  y  ^y(x),  iv  doit  être  nul  pour  v  =  o, 
quel  que  soit  tt  \  d";iutre  j);ul.  |)iiis(pie  le  plan  langent  à  la  surface 
est  donné  tout  le  long  de  \\  q  est  une  fonction  connue  de  x,  et  par 

c>(i'  ...  ,  r\  1 

suite  —  est  une  lonclion  connue  de  a  pour  i  =  o.  Un  est  donc 


0(r 

,ldé 


laniene  a  un  [jroOleme  j)lus  sunple 


/Jéler/ni/ier  une  intégrale  de  l  équation  (  3j  se  réduisant  à 
10,  pour  K'  =  {).   ta 
fonction  connue  de  u 


cro,  pour  i- =  {).   tandis   que   la   deriK'CC  —  se  réduit  a   une 


r^  I-    •  1-  ^  1  1  1  ^^v      ôw      d-  »• 

L.es  conditions  lont  connaître  les  valeurs  do  (v.  — >  — >  > 

Ou     ov      Ou' 

0- IV  ..,,.,.,.  , 
pour  u  =  x„,  r  =  o;  pour  qu  on  ait  le  droit  d  appliquer  le 

ihéorèine    général    d  existence,    il    suffira    (pi  on    puisse    résoudre 

1  équation  (  j  i  [)ar  iaj)port  a  — -  de  façon  a  mettre  1  t'(piation  sous 

la  forme  normale  (  i  ).   11  suffit  pour  cela   (pie  cette  équation  [3) 

admette  en une  racine  nm  soil  une  fouclimi  lioloinorphe  des 

autres  \arialjles  dans  le  voisinage  des  \alcurs  initiales  précédentes. 
Pour  vérifier  qu  il  en  est  bien  ainsi  en  général,  si  la  courbe  F  et 
la  développable  A  n'ont  pas  été  choisies  d'une  façon  particulière, 
observons  que,  le  long  de  F,  les  coefficients  angulaires  p  et  y  du 
[dan  tangent  à  la  développaljle  A  sont  des  fonctions  de  x  satisfai- 
sant à  la  condition  'z,' (x)  =  p -^  qf  (x)^  tpii  expriinenl  (pie  ce 
plan  contient  la  tangente  à  F. 

Les  valeurs  des  dérivées  secondes  /•,  5.  /  de  la  fonction 
inconnue  z{x,  y)  doivent  satisfaire;,  en  charpie  |»oiiil  de  F.  à 
l'é(piation  (2)  et  aux  deux  relations 

(■\)  p\x)  =  r-i-sf(x),         (j'ix)  =  s-h  t/'{jr). 

Soient  /'o,   Sq,   l»   un    système  de   solutions   des  é(|uations  (2) 

et  (4j  où  Ton  a  fait  x  zzz  jr„,  y  =yn,  z  =  z,t=  ':i{xo).  A  ce  système 

de  solutions  de  lécpiation  (2  )  correspond  un  système  de  solutions 

de  I  étpiation  (^.i),  et  !  On  \(''rifie  iiumédiatemciil,  (raj)n"'S  les   f(M- 

G..  III.  '4 
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mules  du  cluinj^ement  de  variables  qui  donnent  /•.  v,  /.  qu'on  a 
Si  le   second   incnihre  de  celle  relation  n'est   pas   nul,  1  éqiia- 

/  •}  \  ^  'I  ,        à-   iV  1  I       '  • 

lion  (oj  peut    cire   résolue    par    rapport   a  — -^-j   et    le    théorème 
général  d'existence  est  applicable. 

En  résumé  le  jiroblème  proposé  admet  autant  de  solutions  liolo- 
morphes  que  les  équations  (2)  et  (4)  admettent  de  systèmes  de 
solutions  en  /•.  \,  /  pour  lesquels  l'expression 

ÔF  (  .,^      ...       dF   .,.    ^       ÔF 
Or  <-^   ^     '\  ds''    ^     '        ôt 

est  difTérente  de  zéro. 

L'étude  des  cas  exceptionnels  où  celle  expression  est  nulle  va 
être  poursuivie  en  détail  pour  une  classe  pai-ticulière  d'équations. 

Les  explications  qui  précèdent  justifient  la  définition  de  l'inté- 
grale générale  proposée  par  AL  Darboux  et  adoptée  depuis  :  Une 
intégrale  est  générale  si  Ion  peut  disjioser  des  arbitraires  qui 
Y  figurent,  fonctions  ou  constantes  en  nombre  illimité,  fie  ma- 
nière à  retrouver  les  solutions  dont  les  théorèmes  de  Cauchy 
nous  démontrent  l'existence^  c'est-à-dire  de  manière  à  attribuer 
à  la.  fonction  inconnue  et  à  l' une  de  ses  déri^'ées  premières 
des  valeurs  se  succédant  suivant  une  loi  continue  quelconque, 
donnée  à  l'avance,  pour  tous  les  points  d\ine  courbe. 

La  détermination  effective  de  l'intégrale  satisfaisant  à  ces  con- 
ditions constitue  le  Problème  de  Cauchy  j)Our  une  équation  du 
second  <jidre.  Les  raisonnements  qui  précèdent  supposent  que 
1  ('(piiiUoii  cl  les  données  sont  anal  \  Inpics  :  |3ar  extension,  ou  con- 
serve le  nom  de  problème  de  Caucbv,  alors  même  que  les  données 
ne  sont  pas  analvlifpies.  Nous  verrons  |)lus  loin  que,  dans  bien 
des  cas,  la  condition  danalyticité  n"i!iler\ienl  pas  dans  la  solution 
(Chap.  XXVl). 

Remarque  /.  —  L-ne  lois  (pion  a  reconnu  rexisleiice  d  une 
intégrale  satisfaisant  aux  conditions  de  Caucbv,  on  peut  calculer 
de  procbe  en  proche  les  valeurs  des  dérivées  successi\cs  de  la 
fonction  inconnue   v(.r,  y)   en  un    point  quelconque  de  F.   Les 
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dérivées  du  Iroisième  ordre,  piir  exemple,  s  ohln-udroat  eu  it'sol- 
vaiil  le  système  de  ciu(|  «'(juatious  liut'aires  ciunpaliMes 

OV       âV  ôV  ()V         tyK  oV  Ol^ 

Ox         dz  '  Op  ûq  ôr  '  ôs  Ot  ' 

dF        âV  oF  àF  dF  ûF  àF 

-—  -i-   --  q  ~   --  s  ~  ---  t  -~  —-  pii^   ---  />iî-i-    —  PiVi  =  o 

Oy         dz  Op  ô(]  or  Os  Ot 

_    d'-^i^  z 
'^"^  ~  ôx^Oy'' 

i\  S,  l  ayant  déjà  été  calculées,  et  ainsi  de  suite.  Ou  M-rifie  aisé- 
ment que  les  dérivées  d  ordre  n  sont  fournies  par  un  système 
d  équations  Inn-aires.  daus  les(pielles  le  déterminant  des  coeffi- 
cients des  inconnues  est  une  puissance  de  lexpression 

Or  '-^   ^     ^'  Os  -^         '         01 

qui  [)ar  liypotlièse  est  difierenle  de  zé-ro. 

Reniai  que  11.  —  Etant  donnée  une  surface  intégrale  S  de 
1  ('(luation  {^'^■).  1  é(|uation  dillérentielle 

{(.))  —  dy- iLr  d)-  -. dx- =  o, 

^    ^  Or     -^  Os  -  Ot 

oi'i  ion  supjjose  :,  p,  ^y,  /•,  .v,  /  (;xprimées  au  m(jyen  (\c>  variables  x 
et  )',  détermine  sur  cette  surface  deux  familles  de  couriies, 
qu'on  appelle  eourlfes  caraclérisli(iues.  Si  Ton  considère  une  de 
ces  courbes  1'  et  la  dé\  cloppablc  A  circonscrile  à  S  loul  le  long 
tb'  r,  on  ne  |)cut  applupier  a  cet  assemblage  le  ibéorème  général 
(1  existence,  puisqu  on  se  trouve  justement  dans  le  cas  excej)- 
tionnel  (pii  a  été  exclu  de  nos  raisonnements.  On  Noit  eu  |)aiti- 
ciibci- (pic  s'il  existe  une  inlinit»'  de  surfaces  intégi'ales,  d(''pt'ii<laiil 
d  une  ou  plusieurs  C(jnstaiites  arbiliaircs,  tangentes  tout  le  long 
d'une  courbe,  cette  courbe  est  nécessairement  une  courbe  carac- 
lé-ristKjue  >ui-  cliiK Mille  lie  ci.'s  siii-faces. 

liciudi  ij m-  III.  —  (Jii  (lit  siiiiMMii  ijiii-  l'iiilé^iale  j;i!'iiéiali'  iI'uik'  éiina- 
lion  au\  dérivées  partielles  du  second  ordre  a  deux  varialilc^  iiidcpeii- 
daiiles  dépend  de  deux  fonctions  arbitraires  d'une   varialdc.   Celle  locu- 
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lion  n'a  de  sens  précis  (pie  si  l'on  se  li-poitf  à  rcnnnri'  ni('ine  «lu  l  lii'nièiiie 
(le  Cancliy,  et  il  fandiail  bien  se  garder  de  juger  du  deyié  de  généralité 
d'une  intégra  If  d'après  le  nombre  des  fondions  arbitraires  qui  figurent  dans 

son   expression.  'Considérons   par  exemple  l'écnialion —.  - — ,    ol   l'intc'- 

graie    de    cette    ;''<pialion    ipii.     pour    x  =  .Vq,^    est    égale    à    une    lonclinn 

donnée  '-^(y),   tandis  qne  —  se  r(''iliiil  à    iinr  aiilii'   rniictidii   donnée  'i'(^), 

ces  deux  foncticjns  étant  lioloiiioiplM's  dans  le  domaine  du  point  J'q 

?(^)=  «o-f-^ily— J-uj  -f-...-i-a„(.7— j^o)"-r-..., 
•Hr)=  h^  -~  b^i  y  —  y,,)  -^ .  .  .-^  b  ni  y  —  y^^)"  -■-  .  .  . . 

Cette  intégrale  s'obtient  aisément  et,  si  l'on  ordonne  bî  développement 
r^uivant  les  puissances  de  x  —  a"o,  on  peut  r(''crii'e  sous  la  foime 

■in\         '  (2/i  -f-  I  )  ! 

où  les  deux  fonctions  arbilraires  '^(j')  et  <^(jK)  sont  mises  en  évidence. 
Mais,  si  l'on  ordonne  le  développement  snivanl  les  puissances  de^ — yo, 
on  peut  aussi  l'iM-rin; 


z=V{T)-i-(y-y,)V"ix)-^^-^ -l^F^'^-^ 


(x)- 


^^-^  F (..,. 


I""(x)  désignant  la  foneliiin  iioloinorpbe 

Ux)=  ati-r-  b^i{x  —  x^)-i-  cil  ^ 

(x  —  a7,()"-" 


{n-{-  1} . .  .(xn  —  \)in 


bn 


(■r  — a-p)^ 
I  .  '2  .  3 

(  «   -r-  I  )...(■->.  /i  •)-  I  ) 


et  dans  cette  nonvelle  expression,  ne  figure  plus  qu'une  fonction  F(a:). 
On  s'explique  aisément  ce  résnllal  en  observant  qu'au  point  de  vue  pure- 
ment fornud  il  est  absolument  é'(|iii\  aient  de  st;  donner  les  deux  séries 
entières  '^(y)  et  'i'i  ,Ki  ou  de  se  donner  !a  seule  sc'rie   1 '(./•) I  r;/'.   1.   170). 

Celle  rcmai(|ne  condiiil  a  une  piopri(''l(''  im|)orlanle  des  intégrale!)  <le 
l'équation  /•  =  y.  I,a  fonction  \'{x)  est  la  fonction  à  huiuelle  se  léduit 
l'intégrale  pour  >'  -^  v^  ;  nous  vovons  que  cette  intégrale  est  complètement 
délcrminée  quand  on  eonnail  la  Mille  fouelion  F  (  .r  ),  ce  (pu  >eml)le  en  con- 
tradiction avec  le  flK'oièuH'  de  Caueliv.  Mais  celle  c<inl  radiei  ion  apparente 
^'explique  -i  l'on  observe  que  le^  courbes  y  ■=z  Q,  d'une  surface  intégiale 
sont  des  courbes  caracléiisticpies,  poui'  lesquelles  le  l  liéorème  est  en  défaut. 
Observons  aussi  qne  cette  fonction  Vix)  ne  peut  pas  être  cboisie  arbilrai- 
riMiient,  si  l'on  suppose  l'inlégrale  bolomorplie  dans  le  domaine  ilu 
point  (a"o,  ^'uj-  i-ii  oll'cl,   les  séries  ç(J';,  '\{y)  «inl  alors  un  ra\on  de  cou- 
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verj;cnce  fini,  et,  il  p\i>lc  iliu\  iionilHcs  [tosilifs  M  et  p  tels  que  l'on  ail. 
quel  que  soit  «,  |«„|<Mp-",  \b„\  <  M  p-".  Kn  remplaçant  a,»  et  l>„ 
par  Mp-"  clans  Ffj"),  on  obtient  une  fonction  entière,  et  par  conséquent 
toute  intégrale  de  léquation  /•  —  (j .  qi;i  est  une  fonction  analytique  des 
deux  variables  -t,  y^  boloniorpbe  dans  le  flomaine  d'un  point  (xq,  y^)),  est 
une  fonction  entière  de  la  variable  x.  |)our  y  =  ju-  H  s'ensuit  que  l'on 
ne  peut  trf)uvcr  d'intégrale  analytique  se  réduisant  \)Ouv  y=^y„  à  une 
fonction  liolomorphe  donnée  de  x,  si  cette  fonction  liolomorj)he  est 
quelconque  ;  il  est  nécessaire  en  particulier  qu'elle  soit  une  fonction  entière 
de  x.  Cet  exemple  est  souvent  cité  pour  montrer  que  l'on  ne  peut  appli- 
quer le  théorème  d'existence  de  Caucliy  à  une  équation  qui  n'est  pas  mise 
sous  la  forme  normale  exigée  |)ar  la  démonstration. 

■47!2.  Éléments  de  contact.  Les  multiplicités  M.  —  Poiu-  abréger 
le  langai;e,  nous  appellerons  élément  de  conlacl,  ou  plus  simple- 
ment élément^  l'enscmltle  d'un  point  de  coordonnées  {jc,y,  z)  et 
diin  plan  de  coefficients  angulaires  /:*,  q,  passant  par  ce  point. 
Lorsque  les  cinq  coordonnées  x^  y.  z,  />,  rj  d'un  élément  soni 
fonctions  d  une  ou  plusieurs  variables  indépendantes,  on  obtient 
dos  mulliplicilés  déléments,  mais  nous  n'avons  à  considérer  ici 
que  les  miilliplieités  telles  que  les  fonctions  J,  y,  z,  p,  y  et  leurs 
dillérenlielles  vé-riflent  idenliqiiemenl  la  rebilion 

(~  )  dz  =  p  dr  -i-  q  dy  ; 

ou  dit  alors  que  deux  ('■léuienls  infinimenl  voisins  d'une  lelle 
multijjlicité  sont  unis.  La  relation  (-  )  exprime  que  le  point 
{x-\-rIx,  y  -\-dy,  z -\- dz)  est  situé  dans  le  j)lan  de  coeffieierits 
angulaires  p,  y.  pas>aiil  par  le  jxjiut  (.r,  y.,  z).  Les  miillipliiiit''>  dr 
cette  espèce  sont  repié-senlées  par  la  lettre  .M/,  l'indice  /  iudi(pianl 
le  nombre  des  dimensions  de  la  multiplicité,  c'est-à-dire  le  nondjrc 
des  variables  indépendantes  dont  dépendent  .r,  y,  :;,/>,  q. 

Considérons  d'abord  une  multiplicit('  M,:  ./•.  )',  r,  p.  y  sonI 
alors  des  fonctions  d'une  variable  indépendanle  a,  \ériflanl  la  rela- 
tion (-).  \je  point  ./  .  y,  z  dé-cril  une  courbe  !',  et  la  condition  (-') 
exprime  (|iie  le  plan  de  eoclliricnls  aiit;iilaii  (•>^  p.  tf  eoirespomlaiil 
à  eliaqiie  p(jinl  (b-  1"  passe  parla  tangente  à  T  ence|)oint.  La  miil- 
tipli(it(''  .\L  c>l  <loiie  fornu'e  par  l'assembla;:<'  d'une  courbe  T  et 
fl  une  (b'-veloppahlr  A  pa>--:iiil  par  cctlr  ediiibe.  cliacpie  point  de  !" 
étant  associé  au  plan  tangent  à  A  eu  ce  point.  Il  peut  ariiver, 
comme  cas  [)articidier,   cpie  la  courbe  F  se  rédui.se  à   un  point:  la 
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iiiuhi|»li(llé  M,  se  coni|)ose  alors  de  l"('iiscml)I(^  des  élt'inenls 
ol)lenus  eu  associant  un  |)()int  lixe  de  l'espace  aux  plans  lanj;ents 
à  un  cône  f|uelcon(pie  ayant  son  soininel  en  ce  point. 

Si  à  chaque  point  d  une  surface  S  on  associe  le  plan  laai;enl  en 
ce  point,  on  obtient  une  inullipiiciti'  d  éléments  dépendant  de 
deux  paramètres  variables,  véiilianl  identiquement  la  relation  (  -), 
cest-à-dire  une  multiplicité  AL.  Inversement,  étant  données  cinq 
fonctions  de  deux  variables  indépendantes,  satisfaisant  à  la 
condition  (- ),  trois  cas  peuxent  se  présenter  :  i"en  général,  le 
point  (x,}-^  z)  décrit  une  surlace  S;  le  plan  de  coefficients  angu- 
laires/?, q  est  alors  le  ])lan  langent  au  point  (jc,  y,  z- \  à  cette  sur- 
face, et  la  mulliplicilc;  M^  s  Obtient  en  associant  cluupie  point 
d'une  surface  au  [)lan  tangent  en  ce  point  :  2"  si  le  point  x,  y,  z 
décrit  une  courbe  T,  la  multiplicité  Mo  se  compose  de  tous  les 
éléments  que  l'on  obtient  en  associant  chaque  point  de  F  à  un  plan 
quelconque  passant  par  la  tangente  en  ce  point:  cet  assemblage 
dépend  bien  de  deux  paramètres;  o"  il  peut  aussi  arriver  que  le 
point  (.r,  y,  z)  soit  fixe,  p  et  q  étant  les  deux  paramètres  variables. 
La  relalion  (  -  )  est  encore  vérifiée,  et  la  iiiiilii|)li(il('' Mo  se  compose 
de  tous  les  éléments  obtenus  en  associant  un  point  lixe  de  1  espace 
à  un  plan  quelconque  passant  par  ce  point.  11  v  a  intérêt,  |)our  la 
généralité  de  certains  théorèmes,  à  considérer  des  mullipiicités  Mo 
des  trois  espèces.  Mais,  dans  la  suite,  nous  ne  nous  occuperons  que 
des  multiplicités  M,  formées  d'une  courbe  et  des  plans  tangents  à 
une  développable  passant  par  celle  courbe,  et  des  multiplicités  Mo 
dont  cliafjiie  élément  est  formé  |)ar  un  |i(iiiil  (lune  surface  >  associé 
au  plan  tangent  en  ce  point.  Il  est  clair  (pi'iine  surface  S  ou,  plus 
exactement,  la  multiplicité  Mo  correspondante  peut  être,  d'une 
inliiiili'-  lie  manières,  engendrée  j>ar  une  famille  de  iniiltiplicilt's  M , 
dépendant  dune  constante  arl)itralre.  Il  -iillit  en  ellèt  de  prendre 
sur  S  une  famille  quelconque  de  couibo,  dépendant  d'un  para- 
mètre, et  d'associer  à  chacune  de  ces  courbes  la  développable  cir- 
conscrite à  S  le  long  de  cette  courbe. 

Avec  la  terminologie  (pii\ienl  d  être  expliquée,  h^  problème  de 
Cauchy  pour  uno  éfjuation  du  seciind  ordre  à  dcn\  \aiiables  ind»'- 
pciidanles  peut  être  posé  ainsi  :  Etant  ihninri'  une  rniilti/ili- 
cilé  M,,  troiivcf  une  surface  (nléarale  à  laquelh'  apparliennenL 
tous  les  éléments  de  celte  multiplicité. 
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■113.  Équations  de  Monge-Ampère.  Caractéristiques.  —  Nous 
allons  discuter  ce  jiroblrine  lors(|ue  I  ('•(jualinu  du  second  ordre  est 
linéaire  en  /",  s-,  /,  ou  de  la  loruie  |)lus  gc'nérale  consltléréc  j)ar 
Ampère 

(8)  H  /•  —  2K5  -f-  I./  —  M  —  'S(rt  —  S-)  =  o, 

II,  tv.  L,  \K  -N  élanl  des  toiiclions  de  x,  )',  c.  p.  «y.  Soient  xC/.), 
_y(A).  ^(À),  />(À),  ^(  a)  les  coordonnées  iVun  éli'nient  d'une  mul- 
tiplicité \r,,  composée  d  une  courhe  Y,  dont  chaque  point  est 
associé  au  plan  tangent  en  ce  poinl  à  une  développable  A  passant 
|)ar  celte  courbe.  Les  dérivées  secondes  /•.  .?,  t  de  la  fonction 
inconnue  z-(x,y)  en  un  j)(Mnl  (juelconcjue  <le  V  doivent  satisfaire 
à  1  équation  ('8')  et  aux  deux  conditions 

(9)  dp  —  rdx  -i-  sdy,         dq  =  sdx  -{-  idy^ 

OÙ  X,  y,  ;,  /p,  q  sont  des  fonctions  du  paramètre  a,  et  nous  avons 
tout  d'abord  à  résoudre  ce  système  de  trois  écjuations  en  /■,  .v,  t. 
Pour  discuter  plus  facilement  ce  système,  il  est  commode  d'em- 
ployer la  représentation  géométrique  suivante.  Si  l'on  regarde 
x^  y,  z,  p,  q,  dx,  dy,  dp,  dq  comme  des  constantes  données,  /•,  5,  t 
comme  les  coordonnées  rectangulaires  dun  point,  les  équations  (g) 
représentent  \\\\c  droite  D,  parallèle  à  Inné  des  génératrices  du 
cône  (T  )  qui  a  pour  équation  rt  —  .v-  =  o,  tandis  (|ue  l'équation  (8  ) 
représente  une  surface;  du  second  degré  S.  dont  le  cône  (T)  est  le 
cône  directeur,  si  N  n'est  pas  nul,  ou  un  phin  I*.  >i  N  ^  o.  Cela 
posé,  les  seuls  cas  qui  puissent  se  présenter  sont  les  suivants  : 

1"  \\\\  général,  la  droite  D  rencontre  la  surface  S  ou  le  plan  l* 
CM  un  seul  point  à  distance  finie,  et  par  suite  les  équations  (8) 
et  (9)  admettent  un  seul  système  de  solutions  en  /•,  v,  t.  Le  pro- 
blème de  Gaucliv  a  une  solution  et  une  seule  (  '  ). 

2"  Il  [leut  se  faire  que  la  dioilc  I)  ne  rencontre  la  surface  S  ou 
le  plan  I'  eu  aiiciiu  |)oiii[  à  di-»laiice  liiiu'.  Le  problème  de  ("<au('liv 
Il  admet  pas  de  solution  bolomorplie. 

3"  Enlin,  il  peut  se  faire  ([ue  la  drtJite  \)  soil  Mtuee  tout  enlièrc 


(')  En    cflVl   l'(^\prcssinii    ( '>  )    (  n"    'iTI)    ii'csl    pas    iiiille    pnur    ce    syslcmo    <lo 

1  '''■     '^I'     t'I'  .  1-  Il  I     .   >.•         ■  I. 

soluiions,  cur  —  >  —  >  —  sont  les  naranictrcs  dircclciirs  de  l;i  iiorinale  a  b>  nu  a  1, 
itr      Os      Oi  ' 

Cl  (ly-,  —  dxdy,  dx-  sont  los  parainclres  diiccteurs  dç  la  dioilc  IK 
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sur  l.i  siiiAico  S  ou  le  plan  P,  de  sorle  que  les  équations  (8)  el  (()) 
adinritcnl  une  inlinilt'  de  systèmes  de  solutions  en  y,  s,  t,  poui- 
(•lia(|uc  point  de  la  courbe  P.  On  dit  alors  (jue  la  multiplicité  con- 
si(l(''rée  Mi  est  une  mullipUcitc  caractérislique^  ou  une  carar- 
féristique. 

l^our  former  les  équations  qui  définissent  ces  multi|)licités,  il 
suffit  d'exprimer  que  la  droite  D  est  située  tout  entière  sur  la 
surface  rej)résentée  par  l'écjuation  (8).  Supposons  d'abord  N  r;^  o  ; 
nous  pouvons  écrire  Téipiation  (8),  en  nmlliplianl  tous  les  ternies 

par  \, 

(Nr~L)(Nt^  II)  — .\25-2+2K\5  H-  AIN  —  I1L  =  o, 

ou  encore 

(lo)  (N/-  +  L)(\/-i-II)  — (N.v-^>.,)(N5-^)..)  =  o, 

).(  et  Ao  étant  les  deux  racines  de  IWpiation  du  second  degré 

-(n)  X2+2KÀ-^  HL—  M\  =^<). 

(12)  ).,  =  —  K  ^  v/K2—  HL  -+-  M\.         Ào  =  —  K  —  v/K2  —  IlL  ^  M.\. 

L'équation  (it))  met  en  évidence  les  deux  systèmes  de  généra- 
trices recliiignes  de  S;  on  obtient  toutes  ces  génératrices  en  attri- 
buant au  paramètre  a  toutes  les  valeurs  possibles  dans  l'un  des 
systèmes  d"»'(juations 

(A)  ,         '  ^  (H)  '  ^  -' 

Pour  que  la  droite  D,  représentée  par  les  équations  (9),  fasse 
partie  de  l'un  de  ces  systèmes  de  génératrices,  il  faut  et  il  suffit 
qu'on  puisse  déterminer  jj.  de  façon  qu'on  ail 

d.r  _      dy      _        r/p  dq 

"¥  ~  ^7N  ""  |JiÀ,-  1.  "^   jjlII  —  >./ 

ou  les  rclation>  analogues,  obicnucs  eu  pcniuitanl  ),,  cl  /.j. 

Ij'éliniinalion  de  't.  entre  les  «Mpiations  précé-dcntes  conduit  à 
deux  é»|uations 

N  dp  -H  \.  d.r  -H  /,  dy  —  o,  "n  d(/  J-  )..id.r  --  Il  dy  =  o. 

l'.n  définilne,  toute  carach'-ristique  M,  de  lécjuation  (8)  se  com- 
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pose  dun  svstcine  de  cinrj  lonctions  x^  y,  z,  /k  q  diiiic  \arl;d)lr 
indéjiendanle  satisfaisant  à  I  un  des  deux  svstrnies  sui\anls  de 
trois  équalions 


(l'jji 


(i3h 


^  N  dp  ^-  L  de  -f-  Al  dy  =  n,  "S  dq  -^  /.o  dx  4-  Il  dy  =  o, 

I  <7;  —  /)  dx  —  q  dy  =  o , 

^  \  dp  -T-  L  dx  -H  /...  dy  =  o,  N  dq  -i-  À]  dx  -f-  II  dy  =  o, 

/  dz  —  p  dx  —  q  dy  =  o . 


qui  se  déduisenl  l'un  de  laulre  en  permutant  A|  et  Ào.  On  voit 
qu'il  y  a  en  général  deux  laniilles  distinctes  de  caractéristiques, 
qui  sont  confondues  si  l'on  a  y.,  = /.o,  c'esl-à-dire  si  S  se  réduit  à 
un  cône,  et  dans  ce  cas  seulement. 

Supposons  maintenant  N^o;  ré(|uation  (8)  est  alors  linéaire 
en  /•,  .V,  /, 

(8)'  II/— 2K5  — L/^  M  =  o. 

La  parallèle  à  la  droite  \)  menée  |)ar  1  orii;iur  a  pour  é<puitions 

'_  s  _       I 

(  dy  )-        —  dx  dy        (  dx  f  ' 

cette  parallèle  doit  être  dans  le  plan  \\r  -^  :'.  K.v  -i-  L/  ^  o,  mené 
par  l'origine  p.uallèlcmenl  au  plan  I*.  ce  (pu  e\ij;e  qu  on  ail 

(  1 4  )  Il  dy'^  —  i  K  dx  dy  ~  L  dx'^  =  o. 

Nous  di>lini;uerons  rneore  plusieurs  cas  : 

Prcitiier  cas.  —  Soit  H  ^  o.  On  lire  de  r<''(piatiiui  u  |)  dfiix 
\aleurs  finies  /..,).,  pour -;- •  Prenons  par  exemple  ^/)' = /-i '^/x  ;  1rs 

"  '  (l.r  '  ' 

é([iiations  (  {))  donnenl  «•iisuite 

dq  . 

.s=  -L  -A,/. 
dx 


dp        ,     dn 
'-TTr-'-di-^'-^'^ 


fl,  en  portant  ces  valeurs  de  /•  et  «le  .v  dans  I  ('(jualion  (Si,  \,\  con- 
«litiun  obtenue  s'écrit,   en   tenant  C(tni|)li'   il<-.    rclatinii-  nilrr    le- 
coefficients  et  les  racines  de  l'écpialioii  1  1  j  ), 
II  dp-^  \\'/,dq  -^  M  dx  ^-0. 
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Les  l'uiiiilions  (liIlLiculicllos  (.\c.!^  deux  sjslèines  de  caracténsliques 
soiil  d(inc  les  suivantes  : 

(  dy  =  lii/x,         II  tf/i  -f-  IIÀ.,f/(/  -+-  M  dx  =  o, 
(  dz  —  p  dx  —  cj  dy  =  o, 

1   dy  =  X^dx,         Il  dp  -\-  HÀi  J^y  -r-  M  <5?.r  =  o, 
(  <:/;;  —  p  dx  —  q  dy  =  o, 

Ai  et  Ào  étant  les  deux  r.icines  de  1  é(|uali()ii 
(i6)  HÀî— alvX-i- L=  o. 

Deuxième  cas.  —  Soient  FI  =  o,  L  ^i=  o.  Ln  ealcul  tout  à  fait 
pareil  donne  les  écjuations  différentielles  des  deux  systèmes  de 
(•araelénstujues  : 

(17)1     dz  —  pdr  —  qdy=o,        dx  =  o.        M  dy -h  iKdp -h  Ldq  =  o, 

(17)2    dz — j)dx  —  (jdy  =  o,         2l\dy — Lc/.r  =  o,  Mdy -^  \jdq  =  o. 

Troisième  cas.  —  vSoit  H:r^L=o.  On  a  deux  systèmes  de 
caracléristicpies  toujours  distincls.,  dont  les  équations  dilléren- 
liclles  sont  respeelivemenl 

(  I S  )  1        dz  —  p  dx  —  </  dy  =  o,  dx  =  0,  ?.  K  dp  -+■  .M  dy  =  o, 

(18)2        dz  — pdx  —  qdy  =  o,         dy  =  o,  xKdq  ^-  'SXdx  =  o. 

On  remar(|uera  (|ue  la  relation 

(Kj)  K--III.^.M\  =  o 

exprime  dans  tons  les  eas  la  condition  nécessaire  et  suffisante  poui- 
<[ue  les  deux  systèmes  de  caraeti'iistiques  se  réduisent  à  un  seul. 
I^cs  caractéristiques  de  charpie  système  dépendent  d'une  fonc- 
tion arl)i traii'(.',  cl  non  pas  d  1111  iioinhrc  iini  >\r  constantes  arbi- 
traires, comme  pour  une  équation  du  premier  ordre,  lui  effet,  on 
a  trois  relations  seulement  entre  cin(|  fonctions  (Tune  variable  et 
leurs  (lcri\ées;  on  peut  clioisir  pour  I  iiuc  des  \aiiables  y^  ;,  /),  ci 
une  (onction  arbilrairc  (\v  .i\  cl  il  rc^tc  un  système  de  trois  équa- 
tions  ilillérentielles  ilu    |)rciiiier   onlic    pour  ilèlerminer   les   trois 
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autres  fondions.   Prenons  par  e\eiii|)l»'  une  rfjuation  <Ie  la  lornie 

s  =  f( X,  y,  z,  p,  c/ ); 

les  équations  (lillV-rentielIcs  tic  lun  des  svstrmes  sont 

dx  =  o.  dz  =  fj  dj-,  dp  =f(x,  y,  z,  p,  q  }ily- 

La  première  dx^=^  o  montre  que  x  est  constant  tout  le  ions;  de 
la  caractéristique,  c'est-à-dire  que  la  courbe  F  est  dans  \\\\  |)lan 
parallèle  au  plan  des  yz.  Inversement,  soit  I"  une  courbe  plane 
quelconque  représentée  par  les  deux  équations  x  =  jTo,  c  =  '^iy\ 
On  tire  de  la  seconde  des  équations  y  =  C5'(T),  tandis  «pie  p  doit 
être  une  int('grale  de  léquation  dillcrentielle 

on  peut  encore  choisir  arbitraireuunl  la  \aleur  de  p  pour  une 
\aleur  donnéejj'o  flej'-  Toute  courbe  plane,  dont  le  |)lan  est  paral- 
lèle an  plan  desy^,  appartient  donc  à  une  infinité  de  multiplicités 
caractéristiques,  dépendant  d'une  constante  arbitraire  (  '  ).  Il  est 
clair,  par  raison  de  symétrie,  qu'il  en  est  de  même  de  toute  courbe 
plane  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  des  xz. 

\~  i .  Propriétés  des  caractéristiques.  —  Le  rùle  caj)ital  des  carac- 
It'-ristKpies  dans  la  théorie  de  ré(|iiation  (8)  est  une  conséquence 
du  théorème  suivant  :  Toute  iiitéfirale  de  celle  équation  peut 
être  eiif^endrée^  de  deux  façons  dij/'é  rentes,  par  des  caracléris- 
tifpies. 

On  peut  encore  énoncer  celte  pro[)riété  d'une  façon  plus 
précise  :  Tout  élément  d'une  intégrale  fait  partie  d'une 
caractéristique  de  chacun  des  systèmes^  dont  tous  les  éléments 
appartiennent  à  celte  intégrale. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  N  ^  o.  Soit  c  = /"(  x,  •>')  une 
intéi;rale  de  1  écpiation  (  8)  ;    si  l'on  remplace,  dans  les  deux  pre- 

uii.n.'s  .'quatir.ns  (i?,),,  z,  />,  r/,  /•,  .v,  /  par/(.f,  y),   j|^.    •..,  -^ 

(')   Les  équations  génériilcs  îles  carartérisli(|iies  (l'une  t'-<|Uiilion  s  =  /(■x,  y,  z) 
peuvent  cire  obtenues  explicilenicnt.  Si   l'on  prend  en  efTct  x  —  x„.  p  =  »(  J'),  la 

ilcrniiic   éi|ualion  dp  -    f  dy  donnera    :;.   et   la   seconde   dunue  ensuite   </ =--^  • 
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respecliveincnl,  on  ohlieal  deux  éqiialiuiis  diirérenlielles  du  pre- 
mier ordre 

(  (N r  -\-  L)  dx  -h (N s  -hli)  dy  =  o, 

(jui  se  réduisent  à  une  seule,  puisque  l'éliininalion  de  -j-  conduit 

précisément  à  l'écpiation  (lo).  Il  existe  donc,  sur  la  surface  inlt;- 
grale  considérée,  une  famille  de  courbes,  dépendant  d'une  con- 
stante arbitraire,  satisfaisant  aux  deux  équations  équivalentes  (20  ). 
Soit  C  l'une  de  ces  courbes;  les  éléments  du  premier  ordre  de 
l'intégrale  le  long  de  G  forment  une  multiplicité  M,,  qui  est  une 
multiplicité  caractéristique.  En  efl'et,  en  vertu  des  relations 

dp  =  /■  dx  -f-  s  dy,  d(/  —  5  dx  -^  /  f/v, 

on  peut  inversement  remonter  des  écpiations  (20)  aux  écjuations 
différentielles  (i3),  des  caractéristiques.  Par  clia(|ue  point  de  la 
surface  inti'grale  il  jiasse  donc  une  courbe  C  telle  que  les  éléments 
de  la  surface  le  long  de  cette  courbe  forment  une  multiplicité 
caractéristique  du  premier  système.  On  verrait  de  même  que,  par 
cliacpie  point  de  la  surface,  il  passe  une  courbe  C  telle  que  les 
éléments  de  l'intégrale  le  long  de  C  forment  une  caractéristique 
du  second  sjst»'me.  Les  courbes  C  et  (^  constituent  les  ileux 
familles  de  courbes  caractéristiques  sur  la  surface  intégrale  con- 
sidérée. Ces  deux  familles  de  courbes  sont  données  [)ar  une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre  et  du  second  degré.  On  tire  en 
effet  de  la  première  des  équations  (20) 

dy 

et.  en  remplaçant  A,  par  cette  expression  dans  l'écpiation  (  i  i  ),  on 
aboutit  à  léquation  dillérentielle 

(  N  /  H-  H  j  dy"^-^  y,(.N.s  —  K  i  dx  dy  -i-  (  Nr  -H  L)  dx^  =  o, 

tpi'on  pcul  encore  écrire  (  r/".  n"  171) 

(•21  )  W  dy-  —  "S  dx  dy  -^  'V  dy-  —  o, 

R,  S,  T  désignant  les  dérivées  parlielics  du  pr<Mui('i-  membre  de 
I  é-qualion  (S)  par  rapport  à  r,  ■..   /  rcspectix  t'incnt. 
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Ijes  calculs  tout  pareils  s'ap[)li{|ueiil  au  cas  où  N  est  nul.  Sur 
toute  surface  intégrale,  il  existe  deux  familles  de  courbes  caracté- 
ristiques, en  général  distinctes,  qui  sont  définies  par  l'équation 
dillérentielle  du  premier  ordre  et  du  second  degré 

(  -22  )  '  1  '^(.r-  —  '  K  dx  dy  —  L  dx-  =  o  ; 

les  éléments  de  la  surface  intégrale  le  long  de  l  une  de  ces  courbes 
forment  une  mulli|)licité  caractéristi(|ue  ['  k 

Inversement,  si  uni'  multiplicité  Mo,  dont  chaque  élément  se 
compose  d' un  point  d' une  surface  S  et  du  plan  tangent  en  ce 
points  est  engendrée  par  une  famille  de  multiplicités  caracté- 
ristiques dépendant  d'une  constante  arbitraire,  la  surface  cor- 
respondante S  est  une  surface  intégrale. 

Nous  raisonnerons  toujours  en  siip|)()sanl  (|ue  \  n  est  pas  nul. 

Par  livpollièse,  par  cIkkjuc  point  de  la  surface  S  passe  une  courbe  G 

telle  (jue  la  multiplicité  M,  formée  par  les  éléments  de  la  surface  S 

tout  le  long  de  C  soit  une  multiplicité  caractéristique.  Supposons, 

par  exemple,  que  les  valeurs  de  x,  y\  z^  p.  q  le  long  de  C  vérifient 

le  système   (i3),.    Les   deux   premières  équatious  (i3),   peuvent 

s'écrire  sous  la  forme  équivalente  (20)  et,    pour  que  les  valeurs 

I      dv    -,         1  1  .  ■  •  1  ,  1 

de  -r-  tirées  de  ces  d(.'u\  ((lualioiis  soient  les  mcuies.   il  est  neces- 
dx  ' 

saire  (pie  les  \aleiirs  /■,  .v,  /  satisfassent  à  l'équation  (lo),  c'est- 
à-dire  que  S  soit  une  surface  intégrale  de  {('(piatiou  proposée.  La 
démonstration  serait  toute  pareille  si  N  était  nul. 

11  résulte  de  ces  théorèmes  (pie  tout  système  de  trois  t'ipiations 
dilfércnlielles 

(   dz  =  [t  dx    -  (I  dy,  A  dp  -^  I>  dq  ~-  V  dx  --  G  dv  —  o, 

(  A  I  dp  -r-  15]  c/y  -t-  !•  1  dx  -r-  (m  dy  =  o, 

A,  15.  ....  (i,  étant  des  fond  ion  s  i|ii(l(()n(pns  de  j--,  7-,  ;:,/>,  ^  (I  nn 
au  moins  des  coefficients  A.  !>,  A,.  I),  nClaul  pas  nul),  définit  un 
des  systèmes  de  caractéristirpies  d  une  ('(piation  de  Moiige- Auipère  ; 
on   (jl)li(,"ii(lraiL  cette  ('■(pialion  en   icm|)hic ml   dp  par  r  <l.r  ~  s  dw 


(  '  )  Le  raisonnement  est  en  déraiit  pour  les  iiiU'f;iales  qui  véiifienl  ù  la  fois  les 
trois  cqualions  U  =  S  =  T  —  0.  De  telles  inlégi-alcs,  s'il  en  existe,  sont  des  inté- 
grales singulières,  auxfiiiellcs  on  ne  peut  ai)pliquer  le  tlicorcnie  <lc  tiaucliy, 
quelle  (|ue  soit  la  inultiplicito  M,  prise  sur  l'une  dV'lk>s. 
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ilii  |>ar  s  (Ix -- t  ch\    <'l   ('•liiiiiiiiiiil   -r--    I.  t''(Hi;ilioii  (,'oniii'n(li'.i    un 

lernic  en  //  — .v- si  Alî,  —  I5\,  a  est  jjas  nul,  cl  sera  linéaire  en  /•, 
5,  l  dans  le  <  as  contraire. 

On  a  aussi  étudié  les  caractéristiques  au  point  de  vue  du  pro- 
blème de  Cauchv.  Mous  avons  vu  plus  haut  f[ue.  quand  on  se  pro- 
pose de  résoudre  ce  |)rolji<'n!e  poui'  une  niulliplicilé'  caractt-ris- 
tifpu;  M),  une  des  dérivées  du  second  ordre  j)eut  être  prise 
arbitrairement.  Si  l'on  passe  au  calcul  des  dérivées  suivantes,  on 
trouve  de  même  que,  dans  chaque  ordre,  la  valeur  «Tune  dérivée 
peut  êti'e  prise  arliiliairemeni.  Ay\  nimas  loi'sque  les  deux  systèmes 
de  caractéristiques  sont  distincts.  L  indéLovmlnation  est  réelle; 
cela  résulte  des  propositions  suivantes  dont  nous  donnerons  seule- 
ment 1  énoncé  ('  ),  et  qui  se  démontrent  par  les  n.i'lhodes  habi- 
tuelles du  calcul  des  limites. 

Lorsque  les  deux  familles  de  ('ara(térisli(|ues  sont  distinctes  : 


I.  Toute  caractéristique  appartient  à  une  infinité  d  inté- 
grales^ dépendant  d' une  infinité  de  constantes  arbitraires. 

II.  I^orsque  deux  intégrales,  admettant  tous  les  éléments 
d  une  caractéristi(/ue,  ont  un  contact  d'ordre  n,  en  un  point 
de  cette  caractéristique,  elles  ont  un  contact  d'ordre  n  en  tous 
les  points  de  la  caractéristlipie . 

III.  Une  caractéristique  et  une  courbe  V  rencontrant  la 
courbe  caractérislicjue  en  un  point  M  déterminent  une  inté- 
grale et  une  seule,  pourvu  que  la  tangente  en  M  à  V  soit  dans 
le  plan  de  l  élément  correspondant. 

IV.  lîn  particulier^  deux  caractéristiques  de  .systèmes  diffé- 
rents, ayant  un  élément  commun.,  déterminent  une  surface 
intégrale  et  une  seule. 

Les  énoncés  sont  moins  simples  hustpie  les  deux  lamiUes  de 
caraclt'iistKpies  ne  sont  pa»  distinctes. 

47.").   Intégrales  intermédiaires.  —  Les  trni>  équations  dilléren- 

(' )  li.  GoL'usAT,  Leçons  sur  tes  ét/iicUio/is  aux  (térnées  partielles  du  second 
cidre  (I,  Chyp.  'i  ;  H,  Cluip.  10). 
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tlellos  <|iu  définissent  les  caractéristiques,  renfermant  cinq  \a- 
rial)les  x\  y,  z,  p,  q,  ne  peuvent  être  intégrées  comme  un  système 
(1  équations  clllîérentielles  ordinaires.  On  j)eut  cependant  chercher 
s'il  existe  des  inté/T-ra/es  /tremirres  pour  ces  équations  ;  nous  dirons 
que  hi  relation  A  (x,  y,  ^,  p,  ^)^const.  est  une  intégrale  pre- 
mière des  équations  (iS),  par  exemple,  lorcpe  la  relation  d\  =  o 
est  une  conséquence  de  ces  trois  équations.  Lorsqu'il  en  est  ainsi, 
il  est  clair  que  la  fonction  Y(x^  y.  z,  p,  rj^  conserve  la  même 
valeur  tout  le  long  d'une  caractéristique  quelconque  de  ce  système, 
cette  valeur  étant  variable  d'une  caractéristique  à  l'autre.  Si 
dans  (/\  on  remplace  (/:.  dp,  dq,  |)ar  leurs  expressions  tirées  des 
formules  (  lîji,  on  trouve 


Or  '^  ^    OZ  ^lîp  \    llq 


0\_  ^        6lV_A,^_H    o\  \ 


ld\              d\                  0\ 
\0x        '    Oz  J             Op 

.     o\ 
'•-  Oq 

=  o, 

fd\           o\  \       ,     (A- 
Kôy^'J  oz)       '•'  op 

Orj 

=  o 

'  \ôj        -'   Oz        N   op        y  o<i I    - 

[)()ur  cjiie   les  équations  (i3)(    entraînent  la  relation  d\   =  o,    il 
faut  et  il  sutlil  (jue  \   vérifie  les  deux  conditions 


(^-4) 


On  raisonnerait  de  même  dans  tous  les  autres  cas,  et  le  résnllat 
obtenu  peut  s'énoncer  ainsi  :  Pour  que  \(x,y^  ^^  Pi  q)  =  C  soif 
une  intégrale  premii're  des  équations  différentielles  d Un  des 
systèmes  de  caractéristiques,  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  ^ 
soit  une  intégrale  du  système  de  deux  équations  linéaires 
qu'on  obtient,,  en  remplaçant,  dans  les  équations  différentielles 
des  caractéristiques  de  Vautre  système,  dx,  dy,  dp,   dq,  par 


o\      o\'  /  o\  o\\  /0\  ô\ 

—  >     —  .     — \-  p  — 

Op       o<j  '  OT  ■'- 


o\\  /o\         ô\  \ 


respectivement. 

Si  V(x,  y,  z,  /^  cf)  est  une  intégrale  des  écjuations  (21).  on  a 
idcnliffuement,  d"a|)rès  la  façon  im-ine  dont  on  a  oblenu  ce  svstème, 

d\  =  —  ( dz  —  p  dx  —  n  dv  )^  —  —  (  N  dp  —  L  dx  —  /.,  dv  ), 
oz  S  Op 


tlj  cii.vi'rriu:  \\i\.  —  KyurrioNs  ni:  .mo.\(.i:-a.mi'ichi;. 

inversemcnl,  si  lOn  a  ohleiui,  par  iiii  movcii  (|uelconcn:e,  trois 
rnulii|ilical('ui's  |jl,,  'j.-,,  'J-u,  tels  (iiiOii  ail  i(leiiti(|iicinoiîl 

dV  =  [Jii  (  dz  —  p  dx  —  (j  dy  )  -r-  \i.i  ('S  dp  -i-  L  dx  -i-  X]  dy  ) 

-4-  u,  (  iN  ^/^  -^  X,  </a-  H-  H  dy  ), 

il  csl  clair  (jiie  l  ^^  C  est  une  inlcgralc  preiiiièrc  j)our  ce  système 
(le  caractéristicjues.  I^a  recherclie  des  intégrales  premières  revient 
donc  aussi  à  la  reclierclie  des  combinaisons  intégraldes  des  ccjua- 
lions  dillcrentielles  des  caract(''risti(|ucs  [cf.  Il,  n"  l]9l^). 

Lorsque  les  fonctions  L,  H,  N,  A,,  A^  sont  ([uelconques,  le  sys- 
tème (24)  n  admet  pas  d  autre  solution  (pie  la  solution  banale  \  ^  C. 
On  a  déjà  vu  comment  on  |)eut  reconnaître  si  ce  système  admet 
d'autres  intégrales,  et  obtenir  ces  intégrales  en  intégrant  des  équa- 
tions dlfîerentlelies  ordinaires  (II,  n"'  ioO-iol). 

La  connaissance  d'une  intégrale  première  permet  de  trou\er 
des  intégrales  de  l'équation  du  second  ordre  (8).  En  ellet,  si 
\  (x,  j)',  ;,  />,  r/)  =  C  est  une  inlégi  aie  première  des  équations 
différenlicUes  de  V un  des  sjstènics  de  caractéristi</iics.,  toutes 
les  intégrales  de  l'équation  aux  dér  liées  partielles  du  piemier 
ordre  V(j:,  jj',  r,  />,  ^)  =  G  [sauf  peut-être  les  intégi-ales  sin- 
gulières) sont  aussi  des  intégrales  de  Inéquation  du  second 
ordre  (8). 

Supposons  toujours  N^o,  cl  soit  \  une  intégrale  du  sys- 
tème {'>-\)-  Toute  intégrale  non  singulière  S  de  ré(piali(»n  du  pre- 
mier ordre  V^  =  C  est  iiii  lien  de  courbes  caracterisliques,  et  la 
multiplicité  M,,  form<''e  par  les  éb'mentsdc  la  surface  le  long  d  une 
de  ces  courbes,  satisfait  aux  ('-quations  dillérenlielles  (II,  n"  iiT) 


dy 
0\ 


dz 


-  dp 


-<in 


—       —      p 

O/t  tj(/  ' 


dV 


os 

Ox 


dz 


0\'  0\' 

Ty-^'JTz 


En  rapprochant  ces  équations  des  relations  (24),  on  voit  que  les 
('•li-mcnls  de  la    mulliplicili-  M,    satisfont    aux   ('fjualions   dinéren- 

lielles   obtenues  en   ieiii|)la(  aiil .   dans    les    lorimiles  (:>..\),  — >  — < 

'         •  ^  ilp       (h/ 

o\  t)\     0\  à\  ,  ,  ,  , 

-+-  q  —  pi"'  djr^   d]\   -    dp,   —  aq  res|)ecti\ement. 


Ox 


Oz     oy 


c'est-à-dire  aux  équations  (i))^-   Les  multiplieil('s  M,   sont  donc 
aussi  des  multi|dicités  caraclérislifjues  j)oui-  I  éipialion  (8)  et,  par 


I 
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conséquent  (n°  i74i,  la  surface  S  est  une  intégrale  de  cette  é(|uation. 

Inversement,  si  toutes  les  intégrales  non  singulières  de  l'équa- 
tion \{x^y,  :■,  p,  g)=  G  sont  aussi  des  intégrales  de  Véqua- 
tion  (8),  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  constante  G,  d\  =  o 
est  une  combinaison  intégrahle  des  cufuations  différentielles 
de  l'un  des  systèmes  de  caractéristiques  de  l' équation  (8).  En 
effet,  soit  M,  une  multiplicité  caractéristique  de  l'équation  V^G; 
tous  les  éléments  de  M,  appartiennent  à  une  infinité  d'intégrales 
non  singulières  de  l'équation  \  =  G  et,  par  conséquent,  à  une 
infinité  d'intégrales  de  l'équation  (8).  Toutes  les  multiplicités  M,, 
fléfinies  par  les  t-quations  diliérentielles  (ao),  doivent  donc  faire 
partie  de  l'un  des  systèmes  de  caractéristiques  et,  par  suite,  la 
fonction  \  doit  satisfaire  aux  relations  qu'on  déduit  des  équa- 
tions difierentielles  de  l'un  de  ces  svslèmes  en  v  remplaçant  dx^ 
dy.  dp.  dq  par  les  dénomina leurs  correspondants  des  for- 
mules (25)  ('  ). 

Si  le  système  (24),  ou  l'un  des  systèmes  formés  de  la  même 
façon  en  partant  des  équations  dilTérentielles  de  l'un  des  systèmes 

('j   C>ii  [leut  aussi  clablir  celle  propriélé  direclenicnt.   De  l'équalinn 

V(jr,  y.  z,  p,  q)  ^  C 

on  (lécJiiil.  en  dilTércnliani  par  rapport  à  x  cl  par  lappoil  à   )'. 

,     ,        0\         r)\  ,/\  0\  <)V         d\  Ô\  <)\   ^ 

(e)       -T 1 — T- p r-i s  =  o, 1 — — <7H--— S-H-— <  =  o. 

ax         dz  ^        Op  Oq  dy         àz  ^        Op  <)q 

Si,  de  ces  relations,  on  lire  deux  dc'^  dérivées  du  second  ordre,  /•  et  s  par 
exemple,  et  qu'on  les  porte  dans  léqualion  C^),  le  résultat  de  la  substitution 
doit  se  réduire  à  une  identité.  En  elTet,  si  ce  résultat  n'était  pas  indépendant 
de  11  on  en  tireiail  la  valeur  de  t  et,  par  suite,  on  aurait  les  trois  dérivées  du 
second  ordre  exprimées  au  moyen  de  x,  y,  z.  p,  q.  Des  diltérentiations  succes- 
sives permettraient  d'exprimer  de  proche  en  proche  toutes  les  dérivées  partielles 
de  z  au  moyen  de  x,  y,  z,  p.  q,  et  les  inléj^ralcs  communes  à  l'équation  (8)  et 
à  V  =  C  ne  pourraient  rlépendre  que  d  un  nombre  fini  dn  constantes  arbitraires. 
Si  le  résultat  de  la  subsliliition  est  indépendant  de  f,  comme  ce  résultat  ne  con- 
tient pas  C,  l'équation  (S!)  ne  peut  admettre  toutes  les  inléjjraics  de  V  =  C,  à 
moins  que  ce  résullal  ne  soit  idenli<juemenl  nul. 

Si  donc  nous  revenons  à  l'interprétation  géométrique  du   texte,  nous  pouvons 

dire  que  la  droite  D,  représentée  par  les  é(|ualions  (e),  où    Ion  regarde  r,  s,  C 

comme  des  coordonnées  courantes,  doit  être  située  sur  la  surface  leprésentée  par 

l'équalion  (8).  11  s'ensuit  que  V  doit  satisfaire  à  l'un  des  systèmes  qu'on  obtient 

,)\  <)\     âV  f)\     dV  d\' 

en  remplaçant  ax,  dy,  an.  an  par » :-'-; ^  P  —r'»  ~^ ^ 't  — -  respec- 

^     ■  1     j  ^     i         1  \  ,^^j  ,)fj     ,jjr       '    ,jz     dy        '    dz        '^ 

liveinent  dans   les    écjualions   diliérentielles  de  l'un  des  systèmes  de  caractéris- 
tiques. 

G.,  III.  '« 
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de  caractéristiques,  admet  deux  intégrales  distinctes  a  et  r,  'i(//,  «) 
est  aussi  une  intégrale  quelle  que  soit  la  fonction  o  (H.  n"  4ol)  et 
toutes  les  intégrales  non  singulières  de  l'équation  '-5(//,  v)  =  o  sont 
aussi  des  intégrales  de  l'équation  du  second  ordre.  Réciproque- 
ment, soit  S  une  intégrale  de  Téquation  (8);  on  peut  choisir  la 
f(jnclion  'i  de  façon  qu'elle  soit  aussi  une  intégrale  de  léqualion 
du  premier  ordre  eu/,  r)  =.-  o.  Considérons,  en  efiet,  sur  la  sur- 
face S  les  caractéristiques  du  système  j)our  lequel  m  =  C  et  r  =  C 
sont  deux  intégrales  premières,  et  soit  T  une  autre  courbe  de  cette 
surface,  différente  de  ces  caractéristiques.  Le  long  de  cette  courbe  F, 
u  et  V  sont  fonctions  d'un  seul  paramètre  variable  et  sont  liées, 
par  conséquent,  par  une  relation  'f  (  w,  v)  =  o;  cette  relation  sub- 
siste en  tous  les  points  de  S.  Soit  M  un  point  de  S;  la  caractéris- 
ti(|ue  du  système  considéré  qui  passe  en  M  rencontre  Y  en  un 
point  Mo,  et,  puisque  u  et  r  conservent  la  même  valeur  quand  on  se 
déplace  sur  cette  caractéristique,  on  a  aussi  C2(w,  <)=o(wo,  ro)  =  o. 
On  voit  donc  que  toute  intégrale  de  l'équation  du  second 
ordre  (8)  satisfait  aussi  à  une  équation  du  premier  ordre  de 
la  forme  «p(w,  <")  =  o,  et  réciproquement. 

L'équation  -du,  <•)  =  o,  que  Ton  j)eut  aussi  ('crirc  c  =  'i>(M)  et 
f[ui  dépend  dune  fonction  ari)itraii'e,  s'appelle  une  intégrale 
intermédiaire  (')  de  l'équation  du  second  ordre. 


On   peul   vérifier   par  un  calcul  direct  que  l'équation   o(«,  i^)  =  o  est 

.      ,  .    ,,.  ,«      i-w'  •  du     dv     du     di>  ,        ,..    . 

équivalente  a  1  équation  (8).  Désignons  par-j-.  -r-,  -j- ,  -j-  les  dérivées 

de  u  et  de  i>,  prises  en  regardant  z  comme  une  fonction  des  variables  x 
et  y.  p  et  f/  comme  ses  dérivées  partielles;  de  l'équation  <p(M,  i')  =  o,  on 
déduit  une  équation  du  second  ordre,  indépendante  de  la  fonction  o, 


du    di'        du    df 


dx  dy 


lu  en  développant 

/  ()u        Ou  Ou 

\0x        Oz  '         Op 


dy  d.x 


ÔV 


Ov  dv    \ 

—  5H t) 

Op  Oq     I 


àv        dv  di'  ùv     \  /  du        *)u  du  du    \ 

\ôx         Oz'  Op  ôq        \  Oy         ÔZ    '  Op  Oq     / 


n  =  o. 


(')  On  appelle  aussi  quelcjuefois  intégrale  intermédiaire  toute  équation  du 
premier  ordre  N'  =  C,  dont  toutes  les  intégrales  non  singulières  vérifient  l'équa- 
tion (8). 


y 
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Supposons  toujours  que  léquation  (S)  ait  un  terme  en  rt  —  s-  et  que  u 
et  f  soient  deux  intégrales  du  système  (24)-  Multiplions  tous  les  termes  de 
l'équation  précédente  par  N-  et  remplaçons 


/  ou  Ou  /  ilv  di-  \ 

par  leurs  expressions  tirées  des  formules  (24};  en  tenant  compte  des  va- 
leurs de  /.1-Î-À2  et  /.i>.2.  on  aboutit,  après  quelques  réductions  faciles, 
à  l'équation 

D(   M,    f  I     riT  .-  T  .T  -IT  ,  >      , 

î^- r H  /•  —  2  ks  —  L /  —  M  —  .\  r  /7  —  5-  )    =  o, 

qui  ne  diffère  que  par  un  facteur  île  léquation  (8). 

En  résumé,  lorsque  les  équations  différentielles  de  l  un  des 
systèmes  de  caractéristiques  admettent  deux  combinaisons 
inlégrables  distinctes,  r intégration  de  V équation  de  Monge- 
Ampère  est  ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  du  pre- 
mier ordre  dépendant  d' une  fonction  arbitraire.  On  ne  peut, 
en  général,  eflectuer  l'intégration  de  celle  é(|ualion  du  premier 
ordre  qu'après  avoir  pris  pour  la  fonction  arbitraire  une  forme 
délerminée.  Mais  la  solulion  du  problème  de  Cauchy  se  ramène 
toujours,  dans  ce  cas,  à  l'intégration  d'un  système  d'équations  dif- 
férentielles ordinaires.  En  efi'et,  si  l'on  se  donne  une  multipli- 
cité M,,  les  coordonnées  dun  élément  (.r,  y,  z,  p-,  q)  sont  des 
fonctions  dun  paramètre  variable  a.  En  remplaçant  x,  y,  z,  p,  q 
par  leurs  expressions  dans  u  et  v,  les  résultats  obtenus  sont  des 
fonctions  U(a)  et  ^  (a)  de  a.  Pour  que  tous  les  éléments  de  M, 
appartiennent  à  une  intégrale  de  l'équation  i>  =  '^(u),  la  fonc- 
tion 'l  doit  satisfaire  à  la  relation  V(a)  =  'Y'[U(a)]  qui  détermine, 
en  général,  cette  fonction.  La  fonction  6  étant  connue,  on  est 
ramené  au  problème  de  Cauchy  pour  une  équation  du  premier 
<^)rdre. 

Les  équations  (24)  admettent  au  plus  trois  intégrales  distinctes  ; 
pour  (ju'il  en  soit  ainsi,  elles  doivent  former  un  système  com- 
pl't  (H,  11"  4ol).  On  vériliera  aisément,  en  elTecluant  les  calculs, 
que  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on  a  /.,  =\-2^  et  cette  condition 
n'est  pas  suffisante.  Soient  u,  f,  ce  trois  intégrales  distinctes; 
lécjuation  (8)  admet  alors  deux  intégrales  intermédiaires  dis- 
tincles  i'u=  ■!/(//!,  w  =  r:(  u).  L'équation  18 j  admet  aussi  deux  inté- 
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ivraies  Intermédiaires  lors(|iie  les  deux  sysiènies  de  caraelérisliqnes 
sont  distincts,  si  les  é(|nations  dinV-renlielles  de  cliacnn  des  svs- 
lèmes  adMuilcnl  deux  condjinaisons  inté|;i'al)les.  Supj)Osons,  poiii' 
fixer  les  idées,  que  les  équations  (2/1)  admeltenl  deux  intégrales 
dislincles  u  el  v,  et  (jue  les  équations  (24)',  obtenues  en  permu- 
tant X|  et  )<25 

\  IN  ( h  p  —  L  —  Al   =  o, 

I       \da:        ^    dz  J  Op  Oq 

[      \  <jy  dz  j       '  ^p  ^'fj 

admettent  elles-mêmes  deux  intégrales  ilistincles  iiy  et  r,  ;  léqua- 
tion  (8)  atlmet  alors  les  deux  intégrales  intermédiaires  r  =  'i/(M), 
»',  =  ■:r(«,).  Mais  on  déduit  des  équations  (24)  et  (24)' 

iv,v,]=    ^f: 

UJL  V-it    /  <jp      \   UJ.'  C«  / 

)\\  à\,\        r)V,  /o\  ô\\ 


d\ 

{à\,  ^       d\,\ 

dp   \  dx 

d\ 

^ 

[  OX  -^P  dz  ) 

■^P-z 

c^V 

/0\\    ,        à\,\ 
\0y  ~^'J    oz  ) 

r)V,  foX 

0\ 

dq 

Oq   \  dy 

^"J-z 

et,  par  suite,  [r  —  'H'O?  *''  —  "(")•]  =  ^7  quelles  que  soient  les 
(onctions  arlulraires  'b  et  7:.  Jl  s'ensuit  (  II,  n"  H3  )  que  les  deux 
('■(juations  .siuiuitané-es  du  premier  ordre 

v  =  'b{u),         r,  =  -(Mi) 

forment  un  système  complètement  intégrable.  Comme  on  ne  peut 
en  générai  résoudre  ces  deux  équations  par  rapport  aux  dérivées /> 
et  Y?  tant  que  les  fonctions  •!>  et  -  n'ont  pas  une  forme  déterminée, 
on  introduit  deux  nouvelles  variables  imK'penilantes  a  et  ^3,  en 
posant  «  =  a,  /^,  :=  [i,  ce  qui  donne  4' = 'i>(a),  c,  = -(fii).  De  ces 
(pialre  relations  on  peut  maintenant  tirer  x,  r, />,  </  en  fonction 
de  z,  a.  ^j,  •\{'J-)i  "([i);  en  reiuplacanl  />,  y,  <ljr^  dy  |>ar  leurs  va- 
leurs dans  la  iclation  f/;  =yy  <^/.r  H- ry  (■/)%  on  aboutit  à  une  écpiation 
aux  dillVrenlielles  totales 

tlz  =  1^  d%  -;-  Q  d'p. 

où  V  et  (^)  (b'pcndent  de  ;.  a,  fi,  (!/(a),  'Vi^a),  -(|i),  -'(fi),  qui  est 
conqdètemcnl  intégrable,  <|uelles  que  soient  les  fonctions  <]'(«) 
et7i(|3).  Cette  équation  étant  intégrée,  on  aura  .r,  j',  c  exprimées 
au  moyen  des  <\ru\  |);iraniclies  a  et  fi. 
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470.  Applications  diverses.  Exemples.  —  i"  Les  deux  systèmes  de 
caractéii>tiiiuiî5  do  l'équation  rt  —  5^  =  0  sont  confondus,  et  les  équations 
diiïérenlielles 

dp  =  o,  dq  =  o,         dz  —  p  de  —  q  dy  =  o, 

admettent  trois  combinaisons  intégrables,  car  on  peut  écrire  la  dernière 
d(z  — px  —  qy )  =  o.  On  a  donc  deux  inti''<îrales  intermédiaires 

q  =:  o( p ).         z  —  //x  —  Y r  =  'l ( p  )  ; 

pour  en  déduire  i  intégrale  générale,  il  suffit  de  reprendre  des  calculs  déjà 
effectués  (F,  n"  214). 

2"  L'équation  q- r  —  y.pqs -h  p- 1  =  o  n'a  également  qu'un  système  de 
caractéristiques,  car  l'équation  (16)  devient  ici  q^'/^-i-  T-pq!  ■+-p-  =  o  et 

admet  la  racine  double — -•  Les  équations  différentielles  (i5)  deviennent 
dans  ce  cas 

dz  —  p  dx  —  q  dy  =  o ,         p  dx  -\-  q  dy  =^  o,  Q  dp  —  p  dq  ^=  o\ 

on  aperçoit  aisément  trois  combinaisons  intégrables 

dz  =z  o.         d (  -  )  =  o,         d[  x  -r  -  Y 

\pj  \  P 

F/équalion  admet  donc  les  deux  intégrales  intermédiaires  ^  -(-  /?tp(:;)  =  o, 
X  -Jr-  -  y  -^  '\i(  z  )  =^  o  oui  sintéirrent  sans  difficulté.  Mais  on  obtient  immé- 

diatement  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  en  éliminant  -  entre 
les  deux  inlégrales  intermédiaires.  On  est  ainsi  conduit  à  l'équation 

x—y'^(z)^'l^(z)  =  o, 

qui   représente   des  surfaces    réglées  admettant  le  plan   des  xy  pour   plan 
directeur  (TI,  n^  4o!j  i. 

3"  L'équation  (i  -^q-)s  —  pfj(  =  o  exprime  que  les  sections  de  la  sur- 
face z  =zf(x,  y  )  par  les  plans  parallèles  au  plan  jr  =  o  sont  des  lignes  de 
courbure.  Les  formules  (17)1  et  (i7)>  nous  donnent,  pour  les  équations 
différentielles  des  deux  systèmes  de  caractéristiques, 

(17/,   dz — p  f/x  —  q  dy  =  o,         dx  —  o,         (\  -^  if-)dp  —  pq  dq  =  0, 

(  17/^   dz  —  p  dx  —  q  dy  =  0,         il  -h-  q-  )dy  -^ pq  dx  =  0,         dq  —  o. 

•  iliacun  d't;ux  admet  deux  combinaisons  inti-giviblcs  ;  nu  di-duil   en  elVel, 

♦les  équations  1  17/1,  dx  =  0,  dl  )  =0,  et  des  équations  (  17), ,  r/(7  =  o, 

d{y    -  q  z  )  =■  o.    Par  suite  l'équation   du   second   (jrdre    admet  deux   inté- 
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gralc?  iiuerinédiaiies  qu'on  peut  écrire 


f  tl  o  étant  des  fonctions  arbitraires.  On  aurait  pu  obtenir  immédiatement 
la  première,  en  écrivant  l'équation  du  second  ordre  sous  la  forme 

s  _       cjt 


P       '  -^'7' 
et  en  observant  que  les  deux  membres  sont  les  dérivées,  par  rapport  k  y^ 
tielog/>  et  de      log(i  ■+-fj^).  Cette  équation  du  premier  ordre  admet  l'in- 
tégrale complète 


z  =  V  I  -1-  a^  f( x)  -+-  ay  -i-  b, 
et  l'intégrale  générale  est  représentée   par  le  système  des  deux  équations 


z  =  \/i  -~  a^f{x)  -h  ay  -i-  (i{a),        y-~o'{a)-r-  f(x)^o, 

V  I  -t-  a- 

qui  peimettent  d'exprimer^  et  z  au  moyen  de  x  et  du  paramètre  auxi- 
liaire a.  Le  lecteur  vérifiera  sans  peine  que  cette  solution  ne  didère  que  par 
les  notations  de  celle  qui  a  été  donnée  (I,  n°  251). 

4"  L'équation  rt —  s2_i_  ^2  --  o,  qu'on  rencontre  dans  la  théorie  mécanique 
de  la  chaleur,  admet  deux  systèmes  de  caractéristiques  dont  les  équations 
différentielles  sont  respectivement 

!(h  —  p  dx  —  q  dy  =  0,  [   dz  —  p  dx  —  q  dy  =  o, 

dp  -^  a  dy  =  o,  (  H  j      <  dp  —  a  dy  =  o, 

dq  —  a  dx  =  o,  f  dq  -t-  a  dx  =  o. 

On  aperçoit  immédiatement  deux  combinaisons  intégrables  pour  chacun 
de  ces  systèmes,  et  par  suite  deux  intégrales  intermédiaire;,  que  nous 
écrirons 

q  —  ax  =  o' (p  -+-  ay  ),         q  -~-  ax  =  'Y(p  —  «^), 

'i  et  <l)  étant  des  fonctions  arbitraires.  En  appliquant  la  méthode  exposée  à 
la  fin  du  paragraphe  précédent,  posons />-+- a^j' =  a, /)  —  ay=  p;  on  lire 
alors  des  t'(|nali<ins  pr(''C(''drMtçs 

-!-7|3)  — ç'(a)  a  — S  a^3  c7a)+J/'(8) 

j:  = >       y  = >        p  =  ,        (]  = ■ — ^  > 

•>n  >.a  ■>  '  Il 

Cl  en   |iortanl  ces  valeurs  de  x,  y,  p,  q   dans  dz  =  p  dx  ~-  q  dy,  il   vienl 

dz  =  ^  (d'y-d'^')  +  :î^  (doi-d^) 

lia  ^  4  a  ^' 
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On  déduit  de  là,  au  inoveu  d  intégrations  par  parties, 

_  _  [ciïa)  -+-  •y('8)](a—  3)  I 


7« 


4« 


^/,.-(.),/,-^^/m3)* 


et  enfin 


_  fa-T-3)['y(|^)-9'(a)]H-'.iy(a)-  >'j>(P) 


On  a  ainsi  les  expressions  de  x,  y^  z  en  fonction  des  doux  paramètres 
variables  a  et  ^,  et  des  fonctions  arbitraires  ç(a)  et  'i'(P). 
•j"  Considérons  encore  l'équation  s  ==  A/»;;,  qu'on  peut  écrire 

ôx        ■}.       iJx 
et  qui  admet  par  conséquent  rintéi;rale  intermédiaire 


(•^6) 


o  étant  une  fonction  arbitraire.  On  peut  mettre  celte  fonction  o  sous  une 
ft)rme  telle  que  l'inléj^aale  générale  de  l'équation  de  Riccali  (-àG)  s'obtienne 
explicitement.  Nous  savons,  en  efl'et,  que  celte  intégrale  générale  est  une 
fonction  rationnelle  du  premier  degré  de  la  constante  d'intégration  qui  est 
ici  une  fonction  arbitraire  de  x;  elle  est  donc  de  la  forme 


-  =  ei<r; 


e,(y) 


'àsiy) 


**i)  ©25  ®3  étant  des  fonctions  déterminées  de  ^  et  X  une  fonction  arbi- 
traire de  X.  Il  suffira  de  cbuisir  les  fonctions  ©i,  ©2,  ©s  t'e  façon  que  le 
premier  membre  de  l'équation  (•>.("))  ne  renferme  pas  X  pour  que  .3  soit 
l'intégrale  générale  d'une  équation  de  cette  forme  (■.>.6).  On  trouve  ainsi 
les  conditions 

K  —  k H,  Wo  =  o,       1  (-».  H'.,  -H  /  e:î  =  o, 

(|iii  |)crmeltent  d'exprimer  W)  et  H]  au  moyen  de  ©3,6'),  W;J.  l'osons  63  =  Y, 
il  vient  ^1=  —  y  Y',  puis  Hj  =  -  — -  »  et  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion 5  =  lxi)Z  est  par  consé(]uçiil 


(■^7) 


Z  V 


•>.Y' 


/.(X-t- Y)' 


X  et  Y  étant  deux  fonctions  arbitraires  de  .r  et  de  ^  respectivement. 

fi"  Ij'équation  dt;   IJouville  s  =  e''-  se   ramène  à  la  précédente.  Considé- 
rons en  clfct  le  système  de  deux  e<[uati()ns  simultanées 


Oz 
Ox 
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F/i'liiiiinalion  de  u  conduit  à  réqiiation  5  = /./>-,  taiuli>  que  l'élimination 

de  z  conduit  à  l'équation =  e''".  On  en  conclut  que  linlégraie  gént-- 

^  dx  Uy 

raie  de  celte  dernière  équation  est  donnée  |)ar  la  formule 

aX'Y' 


(.8) 


ic(\-^\y- 


d«>nl  le  second  membre  est  la  dérivée  par  rapport  à  r  du  second  membre 
de  la  formule  (27  ). 

7"  Lorsque  l'équation  du  second  ordre  n'admet  pas  d'intégrale  intermé- 
diaire dépendant  d'une  fonction  arbitraire,  on  ne  peut  pas  trouver  l'inté- 
grale générale  par  celle  méthode.  Mais  si  les  équations  différentielles 
de  l'un  des  systèmes  de  caractéristiques  admettent  une  combinaison  inté- 
grable<^U=o,  on  obtient  des  intégrales  dépendant  d'une  fonction  arbi- 
traire en  intégrant  l'équation  du  premier  ordre  U  =  (\.  Supposons,  par 
exemple,  que  dans  l'équation  linéaire  en  r,  s,  f, 

(  .>9  )  H  /•  -^  ■>.  K 5  -f-  L <  =  o, 

II,  K,  L  ne  dépendent  que  des  variables  p,  q.  Des  équations  (14  )  et  (i5) 
qui  définissent  les  caractéristiques,  on  déduit  que  le  long  d'une  caracté- 
ristique on  a  la  relation 

1 1  dp"-  -f-  2  K  dp  dq  -+-  L  dq  2  :=  o  : 

pour  chaque  système  de  caractéristiques,  on  a  une  équation  difTérenlielle 

de  la  forme 

Ài  dp  -^  ;jLi  dq  =0,  )..>  dp  -^  \i.i  dq  =  o, 

^M?  [-"^i'  '21  ,'-'2  ne  dépendant  que  tie  p  et  q.  Chacun  de  ces  systèmes  admet 
donc  une  combinaison  intégrable  d[ui{p,  <^)]=:o,  d[iii(p,  q)]  =^  o^  et 
par  suite  l'équation  (29)  admet  les  intégrales  des  deux  équations  du  pre- 
mier ordre 

U^i  p,  q  »  :=  G,,  Uiip,  q  )  —  C.; 

ces  surfaces  intégrales  sont  déveiop|)ables  (II.  n"  -444). 

Dans  ses  travaux  sur  le  mouvement  recliligne  des  gaz.  Ilugoniot  ('» 
(voir  plus  loin,  n''492)  a  été  conduit  à  chercher  une  intégrale  d'une  équa- 
tion de  la  forme  (^29),  tangente  au  plan  z  =  o  tout  le  long  d'une  courbe. 
La  théorie  des  caractéristiques  donne  aisément  la  solution  de  ce  problème. 

La  courbe  de  contact  V  est  forcément  une  courbe  caractéristique  sur  la 
solution  z  =  o.  et  par  suite  cette  courbe  est  une  intégrale  de  l'équalinn  diflé- 
rentielle 

H  (  o ,  o  )  dy^  —  •>.  K  (  o .  o  )  dx  dy  -r-  L  (  o ,  o  ;  dx^  =  o, 


(')  Journal  de  l'École  Polytechnii/ue,  t.  33.  Caliiers  57  et  58;  18S7. 
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j)ui5qu'oii  a  au>si  yo  =  /y  =  o  en  tous  le*  points  de  l'intéjxrale  ;:  =  o.  Celte 
courbe  est  donc  une  lifrne  droite  D.  Cela  posé,  soit  S  une  surface  inté- 
grale tangente  au  plan  des  xy  tout  le  long  de  D;  cette  surface  est 
engendrée  par  des  caractéristiques  du  système  différent  de  celui  auquel 
appartient  D,  issues  des  différents  points  de  D.  Si  du\  =  o  est  une  combi- 
naison intégrable  des  équations  différentielles  de  ce  système,  U\{p,  q)  est 
constant  tout  le  long  de  chacune  de  ces  caractéristiques,  et  par  conséquent 
est  égal  à  M|(o,o)  en  tous  les  points  de  S.  11  s'ensuit  que  la  surface  S  est 
une  intégrale  de  l'équation  du  premier  ordre  U\ip,  g)  =  "i  (0,0),  et  inver- 
sement toute  surface  intégrale  de  cette  équation  est  une  solution  du  pro- 
blème, pourvu  qu'elle  soit  tangente  au  plan  des  xy.  Pour  achever  de 
déterminer  la  question,  il  faudra  se  donner  une  condition  de  plus,  par 
exemple  assujettir  la  surface  cherchée  à  passer  par  une  courbe  qui,  natu- 
rellement, doit  être  tangente  au  plan  des  xy.  Le  problème  revient  alors  à 
déterminer  une  surface  développable  passant  par  une  courbe  donnée,  et 
admettant  pour  cône  directeur  un  cône  donné.  On  obtiendra  cette  surface 
en  menant  par  chaque  tangente  à  la  courbe  un  plan  parallèle  à  un  plan 
tangent  au  cône  directeur  (  II.  n°  44-4;. 

On  obtiendrait  une  autre  famille  de  solutions  en  parlant  de   l'équation 
du  premier  ordre  u^i p,  q)  =■  112(0^0). 
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LINÉAIRES. 


4-77.   Intégrales  intermédiaires  d'une  équation  linéaire.  —   Les 
deux  systrines  de  «tuaclOnslKjues  de  1  équation 

(3o)  s -h  ap -^  hq -^  r  z -^  ^  =  n, 

où  a.  hj  r,  i^^  .sont  des  fonctions  de  x,y,  sont  toujours  dlstincls, 
el  leurs  é(|ualions  diirérenlicilcs  sonl  respecli ventent 


(3i), 


Cil), 


î  c/z  —  />  <lx  —  (j  dy  =  o.          dx  =  o, 

/  dp  -H  (  np  -f-  bq  —  cz  ~-  f^)  dy  =  o, 

^  dz  —  [>  d r  —  q  dy  =  o,          dy  =  o, 

/  dq  ^-  (  ap  -j-  bq  -H  rc  -f-  f;  »  dx  =  o. 


(^liaciiu  df  ces  svslt"'nies  iidiurl  inu,'  coinlunai-^on  inlc:;raltlc 
dx^=Oy  ou  /■/)'  =  <>:  |iiiiir  (jiid  v  ail  um-  iiil(i;iali'  lutci  intMliaiif. 
il  faut  et  il  suflil  (|ue  liiii  d  iii\  aduielle  une  seconde  conilii- 
naison  intégrable.  D'après  une  |iropositiou  générale  énoncée  plus 
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haut  (n"  iTo  )  el  facile  à  vérifier  clans  le  cas  actuel,  pour  (|uc  la 
relation  d\=  o  soit  une  conséquence  des  écjuations  (oOo  par 
exemple,  la  foncti(ui  \  doit  satisfaire  aux  deux  conditions 

-—  =  o, \ p —  {ap  ~-  hn  -^  cz  -^  ^)  =  o. 

dp  ox        HZ  '         <''/ 

La  première  montre  (|ue  V  doit  être  indépendant  de/;,  el  par 
suite  il  faudra  (pie  le  coefficient  de  p  el  le  terme  indépendant 
dey?  soient  nuls  séparémenl  dans  la  seconde  relation;  ce  (|ui 
permet  de  remplacer  le  système  précédent  par  le  svslème 

c>V  a\  oV  dY 

(3.)    A(V)  =  -_(6,-.c.-.„^;-=o,         B(V)  =  -_a-=o, 

OÙ  V  esl  une  fonction  inconnue  de  x,  v,  c,  r/.  Ce  système  admet 

déjà  la  solution  V=  ■>•;  pour  (pi'il  admette  une  aulre  solution,  no 

se  réduisant  pas  à  une  fonction  de  >%  il  faut  et  il  suffit  ([u'il  soit 

un  système  jacobien  (II,   n"   451),   c'est-à-dire  (pion  ait  identi- 

(|uement  Â[B(V)]  =  B[A(A')],  ou  A(«)=  B(6(/  -h  cô -f- _:,'■).  Cette 

■  •   •                 ,  ,    .     ,  àa  , 

condition  se  réduit  a h  (tu  ■ —  c  =  o. 

()X 

Sans  (piil  soit  nécessaire  d'intégrer  le  système  (32),  on  peut 
voir  directement  que  cette  condition  est  suffisante  pour  qu'il  existe 
une  intégrale  intermédiaire,  car  ré(piation  proposée  (3o)  peut 
toujours  s"('criro 

(  33  )      -—  {  —  -~  a  z]'^  bi  —  -^  a  z\  —  ( h  ab  —  c]  z  -^  fs  —  ù. 

^      '      dx\oy  j  \0y  j       \dx  j  ^ 

Lors(pie \- ab  —  c  est  nul,  {"«'(pialion  (3.))  se  ramène  à  une 

é(piation  liiiéaiie  du  premier  ordre 

yi\  r-  o  M  -f-  ;;'  =  o 

ox 

en  prenant   pour  inconnue   auxiliaire   // =     -  -|-(/r.   r/inléirralc 
générale  de  l'i^piation  (.!  j) 

~Çbdx[  r      fo.ir      \ 
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nous  conduit  donc  à  une  intégrale  mlcrniédiaire  de  1  é<jualion  (îo) 

dz  —ib<ixf  r       ftuiv      \ 

(35)  -^az  =  eJ        [y  -  f   rr^J       ,/^). 

où  \  est  une  fonction  arbitraire  dey.  Cette  équation  du  premier 
ordre  peut  à  son  tour  être  intégrée  comme  une  équation  dilléren- 
lielle  ordinaire  où  la  variable  indépendante  est  y,  et  rint<''grale 
générale  de  l'équation  (3o)  est  représentée  par  la  formule 

\  étant  une  fonction  arbitraire  de  x.  On  voit  (jue  cette  intégrale 
est  de  la  forme 

(36)  ^  =  aX  — 3—  f  -^  'ly, 

a,  j,  -'  étant  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de  ]■;  lune  des 
fonctions  arbitraires  X  y  figure  explicitement,  tandis  (jue  la  seconde 
fonction  arbitraire  ^  est  engagée  sous  le  signe  intégral. 

En  intervertissant  le  rôle  des   variables  x    et  y,   on  \erra  de 

même  (lu  il  v  a  une  intéjrrale  intermédiaire  lorsfiue  —  -~-  ah  —  c 

1  .  O  1  ^,y 

est  nul.  L'intégrale  générale  est  représentée  par  une  formule 
analogue  à  la  formule  (36),  qui  s'en  déduirait  en  permutant  x 
et  r,  X  et  Y. 

Les    deuï   expressions    /<  =  —    -f-  au  —  c,    /."::=  —   -r-  au  —  c 
'  ox  oy 

s'appellent  \m  irnarianis  de  léquation  fio  i  ;  on  vérifie  facilement 

(jue  ces  invariants  ne  cliangenl  |ias  (juand  on  fait  un  cliani;emeiit 

d  inconnue    le!    (|ue    :;:=:).(jc,    y)z'.    quelle   (jue   soit    la   fonction 

).(x,y).  Le  résultat  qui  \ieiit  détre  établi  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Pour  que  C  équation  (3o)  admette  une  intégrale  intermédiaire., 

il  faut  et  il  sujjit  que  V  un  des  invariants  h  ou  A  soit  nul. 

Exemple.  —  Prenons  l'équation  (x —  y)^  ~  '1  ~  ">  pour  laquelle  l'inva- 
riant h  est  nul  ;  elle  admet  l'iiiiégrale  iniermédiaire  q  ^=  \{^x  — y)^  cl  par 
conséquent  l'intégrale  générale  a  i)Our  e\i>res>>ioii 


z  =  \~-  j  \ix-y)dy 
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pour  faire  disparaître  tout  signe  de  quadrature,  il  suffit  de  remplacer  la 
fonction  arbitraire  Y  par  la  dérivée  seconde  Y"  d'une  fonction  arbitraire, 
ce  qui  donne  pour  l'intégrale  générale  une  forme  entièrement  explicite 

-  =  X  +  Y-(a:-7)Y'. 


Ilernarqiir.  —  il  peut  se  faire  que  les  deu\  invariants /i  et  A"  soient  nuls 

,        ,  ,..,  .      .  da        db  ,  ,       ,  .  .    , 

simultanément.  ^  il  en  est  ainsi,  on  a  -— -  =  -— j  et  a  et  b  sont  les  dérivées 

ox        oy 

partielles  d  une  lonction  A(.r,  r),  «=  — ,  o  =  -— >  et  en  outre  on  a 
'  -^  Oy  ùx 


ôx  dy        àx  ày 

Kii  posant  z  =  e   '  u,  on  ramène  l'équation  (3())à  une  équation  dont  l'iiité- 

gralion  est  immédiate- \- £r[x.  y)e'-=o. 

°  ôxây       °  ^      -^  ^ 


478.  Transformations  de  Laplace.  — •  Si  aucun  des  invariants  // 
et  />•  n'est  nul,  l'équation  ("Jo)  n'admet  pas  d'intégrale  intermé- 
diaire. Laplace  (')  a  ("ait  connaître  une  méthode  de  transformation 
qui  permet  d'intégrer  l'équation  dans  un  nombre  illimité  de  cas 
nouveaux.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  /i:^o.  En  posant 

ri    ^  ^- 

(57)  --i-az  =  z.,, 

nous  avons  déjà  observé  que  Tt-qualion  (3o)  [)eut  s'écrire 

(:58)  '^^bzr-^^=/iz. 

Considérons  les  équations  (  3-)  el  (38)  comme  un  système  de 
deux  équations  simultanées  à  deux  inconnues  :;  et  r,.  L'élimination 
de  ^1  conduit  évidemment  à  l'équalion  (3o),  que  nous  appellerons 
désormais  Vrr/i/afion  (E).  Au   contraire,  en  éliminant   2,   on  est 


(')  fiecherc/ies  sur  le  calcul  intcgrcil  aux  dij/érences  partielles  {Mémoires 
de  l'Académie.  i~~'^)-  Nous  n'indiquons  ijuc  le  principe  de  la  méthode,  et  nous 
renverrons  le  lecteur  désireux  d'approfondir  ce  sujet  aux  beaux  Chapitres  que 
M.  Darhoux  lui  a  consacrés  {Leçons  sur  la  Théorie  i^énérale  des  surfaces,  l.  II  ). 
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conduit  à  une  é<jniili()n  de  même  forme  (E,),  où  linfonniie 
est  ^1  : 

,,   ,  d^Zt  àzi         ,     o»s, 

^  iJxây  Or  '   dy 

les  coefficienls  rt,,  ^,,  c,  el  i',  ayant  les  valeurs  ci-dessous 

I                     Olo"/i         ,         ,                          ôa        ob        ,  'Hoe/i 
lrt,=  a -2—.       Ux  =  b,       Cl  =  c  — h- b  ^^  , 

(39)  \ 

Il  est  clair  que  l'intégration  de  lécjuation  (E,)  et  celle  de 
léquation  (E)  constituent  deux  problèmes  équivalents,  car  les 
formules  (3^)  et  (38)  font  correspondre  une  à  une  les  intéi,a'ales 
des  deux  équations.  Or  les  in\arianls  A,  et  /. ,  de(E,)  ont  j)our 
valeurs,  comme  le  j)rouve  un  calcul  facile, 

1    ,         »ai  ,  ,        ,       â^\oeh 

«1  = h  aibi—  Ci=  i/i  —  k r— 7—  > 

1  dJ?  ox  ôy 

f  ^'1=  -^  -^  «1 61  —  Cl  =  /t  ; 

/{,  ne  peut  être  nul  puisqu'on  a  supposé  /i^o,  mais  il  peut  arriver 
que  A,  soit  nul,  sans  qu'aucun  des  invariants /t  et  A"  soit  nul.  S'il  en 
est  ainsi,  ré({uation  (E,)  admet  une  intégrale  intermédiaire  et 
l'intégrale  générale  est  représentée  par  une  formule  telle  que  (36), 
avec  deux  fonctions  arbitraires  X  et  Y.  D'apiès  la  formule  (38),  on 
en  déduit  pour  1  intégrale  générale  de  (E)  une  ex|)ression  de  la 
forme 

^  =  AoX-i-A,X'-+-B-r-  fcYdy, 

Ao,  A,,  B,  C  étant  d«'s  fondions  déterminées  de  x  et  de  j',  et  X' 
la  d<''ri\(''e  de  X. 

Tout  [)areillement,  si  l'invariant  /,"  n'est  j»as  nul,  les  deux  é(]iia- 
lions  simultanées 

, ,  f)z        ,  dz-x  , 

(4.)  -  +  bz  =  z.-,,        __.H«z_,-^^^/-., 

conduiront,  par  l'élimination  de  ;_).  à  1  équation   (  K)  elle-mènic. 
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et,  par  l'élimination  de  z,  ù  une  nouvelle  équation  (E_,) 

Ox  oy  or  Or 

avec  les  expressions  suisantes  de  a_i,  />_i,  c_i,  g-i-, 

à\ozk  dh        da  d\o%k- 

a-i  =  a,         t>-i  =  6» —  »         c_i=:c ; 1 — a  '■ — 

Ox  oy        ax  Ox 

'  aiogA\   ,    Of( 


Ox     I        Ox 
Les  invariants  de  (  E_,)  sont  respectivement 

d2  logA- 


(43)  h^^  —  k.         k-i=-i.k  —  h 


Ox  Oy 


Si  l'invariant  /._(  est  nul.  on  pourra  intégrer  l'équation  (E_,) 
et  par  suite  l'équation  (E). 

Lorsqu'aucun  des  invariants  li_\.  /._)  n'est  égal  à  zéro,  on  ne 
peut  intégrer  de  cette  façon  Téquation  (E);  on  j)eut  alors  appli- 
quer les  mêmes  transformations  aux  deux  équations  (E,),  (E_,), 
mais  il  est  à  remarquer  que  chacune  d'elles  ne  donnera  pas  nais- 
sance à  deux  équations  nouvelles.  Prenons  par  exemple  l'équa- 
tion (El),  et  appliquons-lui  la  seconde  transformation  de  Laplace 
en  posant 

-            ^-1              7                        ^^-1        .       7    . 
Z    = r-  t'i  ^1  = VZ,. 

Ox  Ox 

V.n  se  reportant  à  la  formule  (38)  on  voit  qu'on  aura  z'  =  h  z  —  g^ 
de  sorte  que  l'équation  en  z'  obtenue  se  ramène,  |)ar  une  transfor- 
mation simple,  à  l'équation  (E)  elle-même.  La  première  transforma- 
lion  appliquée  à  (E_,)  conduirait  de  même  à  une  équation  (|ui  ne 
dillVre  de  (E)  que  par  un  changement  d'inconnue  très  simple.  Au 
point  de  vue  de  1  intégration,  il  est  clair  que  ces  équations  peuvent 
être  considérées  comme  identiques.  Par  suite,  l'application  répétée 
de  la  méthode  de  Eaplace  conduira  seulement  à  une  suite  linéaire 
d'équation-; 

...  (E_,),     (E_,),     (E),     (E,).     (E,).     ... 
à  indices  positifs  et  m'gatifs,  dans  laquelle  chaque  équation  (E/) 
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OÙ  /  >  o  se  déduit  de  (E/_,  )  par  la  |)remière  transformation  et  où 
chaque  équation  (E_y)  où  j>o  se  déduit  de  (E,_y)  par  la 
deuxième.  La  suite  des  équations  à  indice  positif  peut  être  pro- 
lonj^ée  tant  qu'on  n'arrive  pas  à  une  équation  (E/)  pour  laquelle  /// 
soit  nul.  Si  Ion  arrive,  au  bout  de  «transformations,  à  une  équa- 
tion (E/)  pour  laquelle  A/=  o,  cette  équation  est  intéo;rable,  et,  en 
remontant  de  proche  eu  proche,  on  en  déduira  linté-grale  i^énéi^ale 
des  équations  (E/_,  ),  (E,_o),  . . .,  jusqu'à  léquation  (  E  K  II  en  sera 
de  même  si  l'on  arrive  à  une  équation  (E_y)  pour  laquelle  l'inva- 
riant /i_y  soit  nul.  en  appliquant  y  fois  la  seconde  transformation 
de  Laplace. 

Exemple.  —  Appliquons  la  méthode  à  l'équation 
{T—y)s  -^ p  —  q  =0, 
qui  n'admet  pas  d  intégrale  intermédiaire.  Posons  pour  cela 


<): 


'^y     -'^—y 


l'équation  s'écrit 


Oz, 


ôx         X — y        (X  —  }■)- 

et  l'éliminalion  de  z  conduit  à  l'équation  en  Zi 

Ozi        âzi 
d-Z\  Ox         Oy  iZi 


ox  Oy  X  —  >■  (X — y  )'- 

Celte  nouvelle  équation  t-sl  inlégrable,  car  on  peut  l'écrire 

-i  (^  -  ^i_U -1- ^^  _  ^i_)  =  o, 

ox\oy        x—yl       j-—y\oy        u' —  y  / 
et  l'on  en  déduit  qu'elle  admet  l'inlégralc  intermédiaire 

ây        x—y  ■^  " 

Y  étant  une  fonction  arbitraire  de  ^.  L'intégrale  générale  est  donc 

•..y.^  ^\{x-yr-dy 
-'=  x_v  ' 

pour   faire  disparaître   tout  signe  de  quadrature,  il  suffit  de  remplacer  V 
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par  Y'",  ce  qui  donne 

Un  trouve  finalenienl,  pour  l'intégrale  générale  de  léqualion  en  z, 

z=(x—y)(\'—  X')-+-2X  +  2Y. 

La  niétliode  de  Laplace  n'est  qu'une  application  particulière 
d'une  méthode  plus  générale,  due  à  M.  Darboux,  qui  s'étend  à 
toutes  les  équations  du  second  ordre  à  deux  variables  indépen- 
dantes. Malgré  tout  l'intérêt  de  cette  méthode,  les  équations  (ju'ellc 
permet  d'intégrer  forment  une  classe  très  particulière,  et  les  équa- 
tions du  second  ordre  susceptibles  d'une  intégration  formelle  sont 
exceptionnelles.  Aussi,  au  lieu  de  chercher  l'intégrale  générale, 
on  cherche  surtout  à  déterminer  les  intégrales  particulières  satis- 
faisant à  des  conditions  données,  suffisantes  pour  les  déterminei'. 
Ces  conditions,  cmpiunt(''es  le  plus  souvent  à  des  pioblèines  de 
Physique  mathématique,  sont  très  dillerentes  suivant  (jue  les  ca- 
ractéristiques sont  réelles  ou  imaginaires.  Ceci  nous  amène  à 
indiquer  une  classification  des  ('(piations  du  second  ordre  basée 
sur  ce  caractère. 

479.  Les  trois  types  d'équations  linéaires.  —  Considérons  en 
particulier  une  équation  de  la  (orme 

(4  î  )  Xr  -r-  7.Bs  -^-  Ct  -^  F{T,  y,  z,  p,  (]f)  =  o, 

es  coefficients  A,  B,  C  ne  dépendant  que  des  variables  indépen- 
dantes X  et  y.  Sur  toute  surface  intégrale,  les  deux  familles  de 
courbes  caractc-ristiques  s'obtiennent  par  l'intégration  de  l'équa- 

lioii  diUVrenliclle 

{  45 )  A  r/72  —  -iB  c/x  dy  -\-  C  cIt"^  =  o, 

<pii  est  indt'pendanle  de  l'intc-grale  consifh'-rt'-e.  Ces  courbes  se 
projettent  donc  sur  le  plan  des  xy  suivant  les  deux  familles  de 
courbes  qui  satisfont  à  l'équation  (4^)  tlu  premier  ordre  et  du 
second  degré.  Inversement,  toute  courbe  de  cette  espèce  est  la 
projection  sur  le  plan  des  xy  d'une  infinilc-  do  caractérisliciues  de 
l'i'cjuation  (3o). 

Mn  elVet,   l'équation  (ioj  se  dt'conq)osc  en  deux  é(|ualions  du 
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premier  ordre  et  du  |)reniier  degré 

(  4  J 'i      «1  '(/  —  ^1  <lc  =  o,  i  'vi)-!      «2  i^y  -^  ^2  f'-ï"  =  '^> 

''/,.  ^(.  ':/o.  //j  ('timt  des  iVjnclioiis  de  x  et  de  y,  dont  cliacuiie  con- 
vient à  lun  des  svslcines  tle  caractéristiques.  Considérons  en  par- 
liciilier  I  un  de  ces  systèmes  délini  j)ar  les  trois  é<jiialions 

ilz  =  p  dx  —  q  dy^         a\  dy  -t-  6]  dx  =  o,  l]  d//  —  G  d(/  —  H  dx  =  o, 

IC,  G,  M  «'-tant  des  lonctions  de  jc,  y,  z,  p.  y  iNtnt  il  est  iiiiilile 
décrire  l'expression.  Soit  Y  une  courbe  de  l'espace  se  projetant 
sur  le  plan  des  xy  suivant  une  courbe  C,  le  long  de  laquelle  on 
a  rt,  dy  -r-  0,  dx  =  o  ;  x,  j)',  -  étant  des  fonctions  connues  d'un  pa- 
ramètre a,  la  relation  dz  ^ p  dx  -^  q  dy  permet  d'exprimer  l'une 
des  deux  inconnues,  p  |)ar  exemple,  en  fonction  de  q  et  de  a.  En 
portant  ces  valeurs  de  x^  y,  z^  p  dans  la  dernière  équation 

\l  dp  -^  Cl  dcj  -r-  Il  dx  =  o, 

on  arrive  à  une  «'quation  dill»''iciilifllr  du  premier  ordre  pour  dé- 
It'iminer  q.  On  \(iit  donc  que  la  Cdiirbc  V  appartient  en  général  à 
une  infinité  de  multiplicités  caractéristi(|ues  de  r(''(|uation  (4  0» 
dépendant  d  une  constante  arbitraire.  ^Jous  appellerons  souvent, 
pour  abréger,  courbes  caiacli'iistùjnes  de  Péquation  (44^  'es 
deux  familles  de  courbes  planes  du  plan  des  xy,  délinies  par 
ré(|uation  difTérentielle  (4'^)î  c'est  là  une  l(jculi(ui  abrégée  dont 
le  sens  ne  ])eut  présenter  aucune  ambiguïté. 

Lors(|ue  les  coeflicients  A,  lî,  C  sont  des  fonctions  réelles  des 
\aiiables  réelles  x  et  y,  nous  sommes  conduits  à  introduire  la  dis- 
tinction suivante.  Si  B- — AG  e^l positif,  les  deux  familles  de  ca- 
racl('Tisliques  sont  réelles  et  distinctes;  l'équation  (44)  <^"^'  ''"  0'/'^' 
hyperbolique.  Si  B-  —  AC  est  négatif,  les  dcuv  familles  de  carac- 
téristiques sont  imaginaires  :  l'i-rpiation  f  44)  •-'-'^  ''i'  O/""^  elliptique. 
Kniin,  si  B- — AG  est  /////.  il  un  a  (piune  famille  de  caracléris- 
liques,  ipii  est  réelli' ;  liqnalioii  a|ipailieiit  au  lypi-  pnruhidique. 
Il  est  (■Nidenl  (ju  uik-  même  ('-quation  peut  appailenir  à  de^  lypes 
dillérents  suivant  la  ré-gion  <lu  plan  ((Uisidt'rée. 

I^es  deux  familles  de  caia<li'ii^l  iqiies  t'Ianl  sup|ios('es  dislineles, 
s<iient  ç(./-,  j^)  =  const.,  'fi{x,y)  =  const.  les  formules  qui  repi'é- 
senlent  l'intégrale  générale  des  équations  (4i)i  d  {'\^)-i  rcspecli- 
G...  m.  •. 
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vcment;    ;(\r,  y)    el   r,  (.r,    r)    VL-rifit-înt  res])ecli\  eaiciil   les  deux 
é(|u;ilions 


rti 6,   —  =0, 


«.,  — ■  —  b.^  — ^  =  o, 

"  Ox  '  'If 


et  par  conséqiienl  sont  des  intégrales  de  léqualion  du   preniici- 
ordre 


(46) 


dx  J  ôx  Oy 


hM- 


Cela  posé,  iiuaginons  qu'on  prenne  ç(^,  y)  elr,(.r,  j')  pour 
nouvelles  variables  indépendantes;  l'cqualion  (4  0  se  change  en 
une  nouvelle  équation  de  même  lorme 


«:)    ^.^ 


<)■  dr  Or,'- 


,  ^  dz     âz\ 

■'  ^'    '       '  0=     dr,l 


dont  les  caracléristiques  sont  les  courbes  intégrales  de  Téquation 

dill'érentielle 

A I  dr^'-  —  }.  B I  d'  dr,  ^~  C ,  t/;-  =  o. 

Or,  d'après  la  délinilion  même  des  luulliplicilés  caracléris- 
tiques (n"  473),  il  est  clair  (pie  les  caraclérlsii(pies  de  la  nouvelle 
équation  (47)  correspondent  aux  caractéristiques  de  la  preuiière. 
Ce  sont  donc  les  deux  familles  de  droites  ç  =  consl.,  i\  =  const., 
et  Ion  a  A,  =  d  =  o,  de  sorte  que  1  équation   (47)  iie  renferme 

(HIC  la  dérivée  du  second  ordre    >  "  •  On  dit  alors  (luc  l' ciiiialiOn 

est  rftppnrti'e  à  ses  carac/é/ist/r/i/cs. 

i.ors(pie  ré(piati(jn  (44)  est  du  lv|)e  j)arabolique,  on  prendra 
j^our  ç(.r,  y)  une  intégrale  de  iécpialion  (  4^)),  la  seconde  va- 
rialjle  Yj(iC,  y)  é-laul  une  lonclion  (juclcoiupie  dislincle  de  ç.  La 
nouvelle  équation  ne  doit  admettre  (pi  un  svsl('me  de  caractéris- 
lifjues,  com|>osé  des  droites  ^  =  coust.  Les  deux  coefficients  A, 
el  H,  doivent  donc  être  nuls,  et  Téquation  (  \-)  ne  renferme  qu'une 

dérivée  du  second  ordi-e  — ^- Ces  r(''sull;il>.  (iiic  la  lli(''orie  "('iiérale 

dr^'-  ' 

des  caractérislupics  immuI  iiiluilils.  sont  laciles  à  vciilici-  par  le 
calcul.  Ou  trouve  eu  circt,  d  apri-s  les  formules  générales  du  clian- 
gcmcnl  (K:  \aiiablcs,  (pie  les  coefficients  A,,  Bj,  C|  ont  les  valeurs 
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suivantes,  quelles  que  soient  les  Inactions  ;(\r,  )'),  ^r^(x,y), 

l  \àxj  ôx  dy  \0y) 

(48)  )   ,î,  =  Ai^^-^n(^^-^^^)-C^'^, 

,  OX  Ox  \ax  ôy        dy  Ox )  dy  dy 

'  \dxj  dx  oy  \dy j  ' 

les  coefficients  A,  et  C,  son!  bien  nuls  quand  on  prend  pour  ç.  t. 
deux  intégrales  distinctes  de  l'équation  (4'JI-  Si  '^"  —  AC  ^  o, 
l'équation  (46)  peut  s'écrire  sous  les  deux  formes  équivalentes 

Ox  Oy  dx  dy 

et  A|  et  B,  seront  nuls,  pourvu  rpie  ;  soit  une  intégrale  de  celte 
écpialion. 

Lorsque  1  équation  (44  j ''|M*'""^i^^^'  ''^  tvpe  eiiq)lique,  hi  trans- 
formation précédente  introduit  deux  variables  imaginaires  conju- 
guées ç(x,  y),  'ft{x,  y).  Si  l'on  ne  veut  employer  que  des  transfor- 
mations et  des  variables  réelles,  il  suffit  de  |)rendre,  au  lieu  de  :.  r,, 

les    deux    variables    réelles  X  =  c-i-y,.    \  =;  ^^ — r— ^>   ce   (lui   rem- 

,  d^Z  d-  Z  d-  3      r^  \  .,-      ■    ■  ■  ■  II 

place  —^ —   i)ar  — rr-  -^  —r^-  hn    clL-liailive,    toute    équation    fie    la 

'  d\  Of^    '         o\-  o\'  ' 

forme  (44)?  dont  les  coefficients  A,  B,  C  sont  réels,  peut  être 
ramenée,  par  un  choix  convenable  de  variables  réelles,  à  l'une  des 
trois  formes  canoniques  suivantes,  dniit  (  liacune  convient  à  un 
type  particulier  (  '  )  : 

/it\  'f' ^  ■/,  dz     dz^\  ,  ...         . 

(H)  -; !-/(:,  T,  Z,  —;j  —     =o         (  ivne  livpoibolique). 

'  d\df,        ^    \-      '  Ot     d-rj  •  '         '  '  ^       ' 

d- z        0-z         .(y  dz     dz\  ,  II-     •         X 

(•^^      "^  "^"^  '^-^'  '•  ■'"  '^'  "J^'  ^j  =  "         (type  elliptique). 

/r»-  l>'- Z  /./,  "Z       dZ\ 

i  I  )  ~  f{  ^,  r.  Z.  —  .  —     =  o         (  ivpe  paral)oliniic  ). 

Or,-        -^  \  "    '  ,/;     (jrj  .  i       i  i 


M)  On  peut  yrriver  direclemcnl  à  la  forme  canonique  qui  convient  au  type 
elliplique  sans  employer  aucun  symbole  imaginaire.  Si  l'on  prend  en  ciïel  pour 
nouvelles  variables  deux  fonctions  '^{x,  y),  r,(x,  r)  satisfaisant  aux  deux  é(|ua- 


8'. 


ruAPiTiu:  x\iv.  —  isolations  ni-;  mo.\gi:-a.mi'i:he. 


Loi'S(nie  r<'(jiiiiii(iii  (  'il)  est  conipli' tentent  linéaire,  c'esl-à-dire 
lini'airo  |);ir  rii[)|)orl  à  z  ol  à  toutes  ses  di'rlvc'es,  il  en  est  de  même 
de  réqualioii  Iransformée  {\~)i  (luellcs  que  soient  les  nouvelles 
variables  E,  t;.  I>es  trois  formes  eanouiques  sont  donc  les  suivantes  : 


<r-z         Oz     ,  ôz 

c^;  Or,             '>;             d■^^ 

d'-z 
0^^ 

o^z            ôz        ,   ôz 

H -T-  a  --  ■+-  0 t-Cô 

ôr-^             d£            dr, 

ô- z            ôz        ,  ôz 

h  a  —z  -\-  0 h  cz 

dr:^             ôi            dr 

a,  A,  c,  g  étant  fonctions  des  variables  ^,  r|  seulement.  La  seconde 
(orme  se  ramène  à  la  première  si  l'on  introduit  des  variables  com- 
plexes. 

Exemples  :    i"  L'équation   /•./- — /^-  =  ocsi(lii  lypc   livporhulicuie  ;  les 
caractéristiques  se  projettent  siu-  le  iilaii  des  j-j  suivant  les  deu\  familles 

de   couri)es  xy  =  C,   —  =  C.   Prenons   pour    nouvelles    \ai  iahles   ^  =  xy, 

y 

y,  =  —  ;  o  n  a 


ôz         Y    '^^ 
^       -^    d'î         x--^  dr 


Ôz         I  dz 

d-i  X  ÔTi 


r=r- 


t  =  x^ 


ô^z 
ô^z 

ôl^ 


y-    d'-z  y-  à- z        xy  ôz 

X-   ô^  dq         X*   ôr^'-  x^    ôr, 

ô-z  d-z     i 

d\  Or,         dri'   x- 


I, 'équation  piop()S('e  <e  cliaiiL;e  eu  nue   ('quation   nfi    les  deux   invariants 
Il  et  /.'  sont  nuls  (u"  477),  et  dont  l'intégration  est  facile, 


(K) 


^  _  _  n   ^  _  y/AC  -  l}-   (h\  &n  _  y/.VC  —  |{-    ôl  _B   (h\ 

Ox  ~       A  Oy  A  dy  dx  ~~  A  dy       A  ôy 


A  dy  A  dy  dx 

on  trouve  une  équation  Iraiisfoimée  dans  la(|uelle,  il  est  facile  de  le  vérifier,  on 
a  A,  =  C,,  B|  =  o.  Mais  l'inlégialion  de  ce  système  revient  au  fond  à  celle  de 
réi|iialii)[i 

d{\^i-r,)  _  /  —  lî  -+-  t  V^AC  —  l{-  \  d{\-k-  ir,  ) 
'ôx         ""  \  A  /  ôy        ' 

qui  est  équivalente  à  ré(|uati(Mi  (4'J). 
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1"  L'éi|iialioti  r^--z-f.r-  a|i|)nrlii;nt  an  ty|>f  i-lliptiqne  ;  les  courbes  inlé- 
grales  de  l'ùquaùon  y- cly- -^  x-cix- =  o  sonl  imaginaires. 
En  posant  37- =;,  ^- =  r,,  l'équation  devient 

d-  z        II-  z         1   /  I   ilz         I    Oz 
ôz-         Or}     '     2  \  c    c»:         r   Or, 


180.  Étude  du  problème  de  Cauchy  dans  un  cas  particulier.  —  La 
distinction  entre  les  équations  hyperholiqiies  et  elliptiques  peut  s'étendre 
évidemment  aux  équations  du  second  ordre  de  forme  quelconque,  suivant 
la  nature  des  caractéristiques.  Cette  distinction  n'intervient  pas  dans  la 
reclierche  des  intégrales  interméd.iaires  ;  mais,  dans  le  cas  elliptique,  tous 
les  raisonnements  basés  sur  la  théoiie  des  caractéristiques  supposent 
implicitement  qu'il  s'agit  d'intégrales  analytiques.  Il  est  à  remarquer 
d'ailleurs  que  des  formules,  presque  identiques  en  apparence,  peuvent 
avoir  des  interprétations  tout  à  fait  différentes,  suivant  le  type  de  l'équa- 
tion à  laquelle  elles  se  rapportent.  Pour  bien  mettre  en  évidence  ce  |)oint 
essentiel,  nous  allons  étudier  le  problème  de  Cauchy  pour  les  deux  équa- 
tions s  ■=  o.  r  -h  t  ^  o. 

Prenons  d'abord  l'équation  .s  =  o.  Soit  Mi  une  mulliplicité  définie  par 
cinq  fonctions  réelles x  =f\  (y-), y  =fi(  ^),  -  =/3'^^)i  /'  =  ÇiC^t)?  <7  =  9îi^) 
de  la  variable  a,  satisfaisant  à  la  relation  /".^  (  a)  =  çi  C  a  )/j  {7i)-hOî(a)/[,((x). 
I/équation  .9  =  0  admet  deux  intégrales  intermédiaires  p  =  ^(^).  <f  =  ~(y) 
et,  pour  avoir  l'intégrale  qui  renferme  tous  les  éléments  de  Mi,  nous  devons 
d'abord  déterminer  les  foncti(ms  arbitraires  (^  et  -  par  les  deux  conditions 

ces  fonctions  étant  déterminée*,  l'intégrale  cherchée  a  pour  expression 


I      <b(x)dx  4-  I     -{y)dy, 


X,),  _/o,  ^0)  étant  les  coordonn(;es  d'un   poini  de   la  courbe  donnée,  corres- 
pondant à  une  valeur  7,1  du  paramètre    Faisons  le  changemenl  de  variables 

''19)  ^=/i("),      y=M^-); 

rexpressi(i[i  di;  z  devient,  en   tenant  r-i)ni|)te  dc^   rebitimis  qui  d('-tt'i'miiu'nl 
les  fonctinns  •!/  et  r. 

(io)  z  =  z,,--l      ':.i{u}f[(u)(lu~   j     cpi(c)/;(f)rfr. 

Les  coordonnées  x,  y,  z  d'im  puinl  di;  \\\  surface  rberchée  sont  ainsi 
exprimées  au  moyen  de  deux  paramètres  it  et  c  par  les  formules  (  4",))  et  (  "lo  ). 
\'A\  supposant  v  ^^  k  un  rctninM"  bien  la  courbe  donnée. 
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Pro|)osons-n(u)s  le  iiiôiiie  indlilt'inc  \<o\i r  1  "('(jualiiiii  tie  I-aplace  /•-!-/  =  o, 

les    (ioiinées    restant    les    meniez.    l]ii    pifiiaiil    pour    nouvelles    variables 

"•:;                   /)  —  ir/      Oz                   p  -+-  iq 
i  =  X  -^  ly,  Ti  =  X  —  ly,  on  a  — :  =  Oj  = ,  —  =  '/i  =  »  et 

l'équation  devient    ^  ^   =  o.  Quant  à  la  niiilt  iplicité  iM),  elle  est  remplacée 
par  une  nouvelle  multiplicité  M,  détinie  par  les  relations 

;=/.('^)^-'/2(a),         r,  =/,(a)-{/;(a), 
Pi= ^-— S        '71=' ; — ■ '        -=/3(3t); 


des  formules  obtenues  tout  à  l'heure  on  conclut  que  l'intégrale  de  l'équa- 
tion —r—  =0  admettant  tous  les  éléments  de  -M',  est  représentée  par  les 
équations 

I  r" 

i>n  revenant  aux  variables  .r,  y,  nous  obtenons  les  formules  suivantes, 
pour  représenter  l'intégrale  de  ré(]uation  /• -i- ^  =  o  qui  admet  tous  les 
éléments  de  la  multiplicité  donnée  .M|, 

A{u)-^f,iv)-^i\f,{u)-Uv)] 


la  formule  qui  donne  -  n'étant  |)as  changée.  Pour  des  valeurs  réelles  des 
paramétres  u  et  ^',  a",  j'  et  ;;  ont  en  général  des  valeurs  imaginaires;  si 
l'on  attribue  à  ces  paramètres  des  valeurs  imaginaires,  les  formules  (5i) 
et(5,>)  n'ont  un  sens  que  si  les  fonctions  données_/'i, /"o,  cpi,  cpj  sont  des 
fondions  analytiques.  Supposons  ces  fonctions  hf)lomorphes  dans  un 
certain  domaine  D  du  piini  de  la  variable  complexe  a,  contenant  un  seg- 
ment ab  de  l'axe  réel,  qui  corres|)ond  à  la  courbe  tlonnée.  Ces  fonctions 
sont  représentées,  dans  le  voisinage  de  a  =  ao,  par  des  séries  entières 
en  (a  —  ao)  à  coeflicients  réels,  et  par  suite  prennent  des  valeurs  imagi- 
naires conjuguées  pour  des  valeurs  imaginaires  conjuguées  de  la  variable 
dans  le  domaine  D.  Pour  (\»ex,y,  z  soient  réels,  il  sullira  d'attribuer  aux 
fiaramétres  a  et  i'  des  valeurs   imaginaires  conjuguées,  cl  les  formules  qui 


i:.  —  MKTiiiiDK  iii:  i.vpi.\i:k.  kqiations   i.inkairls.  87 

représentent  I  intégrale  peuvent  s'écrire 

•1       /^    ]Oi(u)  —  i-ii(u)\]/[(u)-^if.(u}'^du\, 


(53) 

"  =  -0 


c'tKA)  désignant  la  partie  réelle  de  A,  et  la  variable  comjdexe  a  décrivant 
le  domaine  D.  On  voit  par  là  combien  les  solutions  du  problème  de  Gauchy 
pour  les  deux  équations,  qui  paraissent  identiques  au  point  de  vue  pure- 
ment formel,  sont  en  réalité  différentes.  Tandis  que  les  formules  (49) 
et  (3o)  supposent  simplement  que  les  fonctions  qui  y  figurent  sont  con- 
tinues et  ont  des  dérivées  continues,  les  formules  (5t)  et  (52)  n'ont  de 
sens  précis  que  si  les  fonctions  données /,-,  cp,  sont  des  fonctions  analytiques, 
et  dans  les  formules  définitives  (5J)  qui  représentent  la  solution,  le  para- 
mètre variable  u  doit  prendre  des  valeurs  complexes. 

Il  est  aisé  de  s'assurer  que  ces  conditions  ne  sont  pas  introduites  par  le 
mode  de  solution  adopté,  mais  quelles  tiennent  à  la  nature  même  du  pro- 
blème. Soit  G  une  courbe  plane  du  plan  des  xy,  et  D  un  domaine  renfer- 
mant cette  courbe.  Si  l'on  se  donne  les  valeurs  d'une  fonction  u  et  de  ses 

I     •    .  •   11       '^^     ^"  1     1  1     -.  1  .  1 

dérivées  partielles  — >  —  le  lonir  de  G,  ces  valeurs  étant  seulement  con- 
dor    c{/  ' 

tinues  et  vérifiant  la  relation 

,          au    ,          du    , 
au  =  —  dx  ~ dy 

ûx  Oy    -^ 

le  long  de  cette  courbe,  il  n'existe  |)as  en  général  de  solution  de  l'équation  de 

Laplace  A,^  =  o,  continue  ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres 

11-  •        •  1  .,...,      du     du 

dans  U,  aussi  petit  que  soit  ce  dumaine,  et  dont  les  dérivées  -;—  >  —  prennent 
'  ^  '  dx    ûy  ^ 

les  valeurs  données  sur  la  courbe  G.  En  effet,  si  une  telle  solution  existait, 

<jn  en  diiduiiait  une  autre  t'oiirtion  v{x.y),  satisfaisant  aux  mêmes  condi- 

1          .                Il           .           .      Ov             du      dv        du 
tions   que    uix,  y)  dans   L),  et  telle    qu  on    ait   —  = >   —  =  -—  (II, 

'  '  ./  /  1  jj,  Oy     Oy        dx 

^,..       I  I  ,      dv      dv    ,  ,      ,  ,      ,.  c 

n':i(il  ).   Les  valeurs  de  — j  —  étant  cnnnues   le  loni;   <le  (-,  cette    lonc- 
Ox     dy 

tion  v(x,  ^)  serait   elle-même    déterminée  le  long  <le  C,  à   une  constante 

additive   près;    u  —  ii'    serait   donc    une   fonction    analyli(|ue    liolomorphe 

dans    D  de  .r -i-  iy,  dont  ou  connaitiail  la  valeur  tout  le  long  de  G.  Or  on 

*ait  que  cette  fonction  est  complètement  déterminée  si  l'on  connaît  sa  valeur 

le  Ion"  d'un  arc  de  G,  aussi  petit  riu'il  soit.  Il  s'ensuit  que  les  valeurs  de  —  et 

I    ^"    ,    ■  .  1 .  1  •  •    •  •  I  1     , ■ 

de  —  doivent  être  complètement  déterminées  en  un  point  quelconque  de  (., 
Oy 

si    l'on   connaît  les  valeurs   de  ces  dérivées  sur  une  portion,  aussi    petite 
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qu'elle  soit,  de  ce  contour.  Il  e«t  cl;iir  que  cette  condilion  ne  sera  pas  satis- 

-..,..,,  du     Ou  ,  .  „ 

faite  SI  les  ionctions  données  i)Our  — ,  — j  sont  seulement  continues,  r.ii 

i)T     oy 

réalité,  ce  n'est  pas  le  |Moblènne  de  Caucliy  qui  se  pose  pour  l'équa- 
tion A2M  =  o,  mais  un  problème  tout  dilTérent  qui  sera  étudié  plus  loin 
(Cl.ap.  XXVH). 


EXERCICES. 

1.  Intégrer  les  équations  x-i- ^  ixys  ^ y- 1  ^=  o,  y  s -\- ^j     =rt. 

rt  —  s- -i-f  {.7) p(  =  o,  rt  —  s- ^=  pq!<.  qr-^izq  —  p) s — zpf  ^=  (k 

s  —  f>rj  -i-  e~/(x,y),  rry  -f-  s{t-  -f- j'"-  )  -^  txy  — py  —  qx  =  o. 

;2.  Trouver  les  surfaces  dont  le^  lignes  de  courbure  de  l'un  des  systèmes 
sont  des  courbes  planes  dont  les  plans  passent  par  une  droite  lixc  (surfaces 
de  Joachimstlial),  et  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  de  l'un  des 
systèmes  sont  situées  sur  des  sphères  concentriques  i^  surfaces  de  Monge). 

3.  Déterminer  les  fonctions  X{x,  y)  telles  que  l'équation  r  =  "/.'-/  soit 
intégrable  par  la  méthode  de  !Monge. 

4.  Déterminer  les  équations  de  Monge-Ampère  pour  lesquelles  les  carac- 
téristiques de  l'un  des  systèmes  sont  des  lignes  asymplotiques  ou  des  lignes 
de  courbure  des  surfaces  intégrales  (Lie). 

Déterminer  de  même  les  équations  pour  lesquelles  les  deux  familles  de 
caractéristiques  forment  un  réseau  conjugué  sur  les  surfaces  intégrales. 

5.  Sur/aces  niinima.  —  Si  l'on  écrit  rét|ualioii  du  |)lan  tangent  à  uih- 
surface  S  sous  la  forme 

(i  — a[i)X-4-i(i4-ap)Y-f-(a--  'p)Z^^-(oL,  ?)  =  o, 

a  et  p  étant  deux  paramètres  variables,  pour  que  celte  surface  soit  à  cour- 
bure moyenne  nulle,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  (p.  -v\) 

^  ^'otô^p        ÔT.        di 

V.n  déduire  les  équations  générales  des  surfaces  à  rourbuie  movonni- 
nulle. 


CHAPITliE  XXV. 

I-OL'ATIONS  I.IXKAIKKS  A  n   VAIUABLKS. 


I.  -  CLVSSIKICVTIÛN   DICS  KQLATIONS    V  n   VARIAliLKS. 

4<S1.  Caractéristiques  des  équations  à /(  variables.  —  La  iioliun 
(Je  caraclérisli(jue  sélcnd  aux  écjuations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordr»,-  à  un  mmilue  fjuelconquc  de  \arial)les,  et  aux  équa- 
tions d  ordre  supé-neur  au  second.  Nous  ne  traiterons  que  le  cas 
d'une  é(|uation  du  second  ordre  à  n  variai)les,  linéaire  par  rapport 
aux  dérivées  du  secoml  ordre 

(P-Z 


ojiO.r/, 


les  coefficients  (i,f.  ne  dépendanl   ([ue  des  variables  x,, r„. 

Le  problème  de  Caucliv  j)Our  cette  écpiation  |)eut  être  posé  de  la 
façon  suivante  :  Etant  donner  dans  V espace  à  n  di/nensions 
(xt ,  x-2,  .  .  . ,  x,i)  une  livpersurface  S  représentée  par  }'  éipiatinn 

t/-oin'er  une  intégj-ale  de  V éipialion  (  i  ),  connaissant  les  x^aleurs 
que  prennent  ecllc  intégrale  et  V une  de  ses  dérnées  partielles 
du  premier  ordre  le  long  de  S. 

Ce  j)rol)lème  est  en  j^énéral  détennint'.  llfiiiaKpKui'^  d  aliurd  (|ue 
les  valeurs  des  n  dérivées  partielles  />,  le  loni;  de  S  ne  sont  pas 
indépendante^  :  si  l'on  connaît  c  et  luiiede  ces  dérivées  (M1  eliacpie 
point  de  S,  on  |)eut  en  di'ijnire  les  autres  dérivées  du  |)ieuiier 
ordre  au  nioven  de  lidenlil.'  dz  =  ^pidxi.  \\\\  ellet,  sur  llivpii- 
surface    S,    .ri,    a'o,    ...,  X„   et    C    pcu\eiil    l'trc    rxpnniér-;   par    dl••^ 

fonctions  connues  de  // —  i    par.inièlre^  //,,   n ^ u„    ,.   el    la 

relatM)n   précédente  est   éfpiivalentc  à   //  —  i    relations  distinctes, 
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qui  penncUciil  de  calculer  les  valeurs  des  n  dérivées  />/.  si  Ion 
connaît  Tune  d  elles.  Supposons  par  exemple  l'équation  (a)  de  S 
résolue  parraj»port  à  .r,/ :  on  pcul  |)rcndre  pour  jvirauièlres 

Soit  ~{Xi,  .ro,  .  .  .,  x„-\)  1;^  fonction  à  laquelle  doit  se  réduire  ; 
sur  cette  nitdtiplicité.  Les  n  —  i  relations 

u-  ôx„  . 

permettent  d'exprimer  les  n  —  i    dérivées  />,,   p-j p,i-i    ;>ii 

mf)yen  de  la  dérivée  p„,  (pil  peut  être  choisie  arbitrairement  le 
long  de  S. 

Lorsque  les  fonctions  (<//;,  F,  <I>  sout  des  fonctions  analvlupies 
de  leurs  arguments,  on  peut  prendre  un  nouveau  système  de 
variables  indépendantes  (.r', ,  .  .  . ,  .r^^)  de  telle  façon  que  l'équation 
de  l'hypersurface  S  devienne  x^,  =  o  avec  ce  nouveau  système  de 
variables.  L'équation  (i)  est  remplacée  par  une  équation  de  même 
forme  à  coefficients  aualvticpies,  et  le  problème  |)roposé  est  ramené 
à  la  recherche  d'une  intégrale  de  la  nouvelle  é(|uation,  se  rédui- 
sant pour  x'„  =  o  à  une  fonction  donnée  f{x\,   .  .  . ,  -c'^,_,),  tandis 

(jue— ^  se  réduit  à  une  autre  fonction  donnc-e  '^{x\,  .  .  ■■,x\^_^)  des 

mêmes  variables.  Ces  fonctions  /"et  c;  seront  aussi  analytiques,  si 
les  données  du  problèiiic  pnnnlif  s  exprmiaiciit  par  des  conditions 

anal\  lifpics.  Si  le  coellicient  de  —^  n'est  j)as  nul  dans  l'équation 

(fx  ,ï 

transformée,  on  peut  appliquer  à  cette  équation  It;  théorème  gé- 
néral (II,  n"  456),  et  l'on  en  conclut,  en  revenant  à  la  première 
('■(pialion,  (|ue  le  problème  de  Cauchy  admet  une  solution  ana- 
hliqiie  liolomorphe  dans  le  voisinage  de  I  hvpersurface  (pu  porte 

les  données.  Si,  au  conti-aire,  le  coeflicient  n,.,.  de  — rr  est  nul  tians 

""         Ox,f 

l  é([uation  transformée,  on  ne  peut  plus  applitpier  le  théorème 
général  d'existence.  Remar(juons,  sans  (piil  soit  nécessaire  de  faire 
le  calcul,  que  ce  coefficient  </),,,  ne  di'-pend  (pie  ties  coefficients  a,A 
et  de  la  fonction  <I»  cllc-nK'mc.  mais  ne  dépend  nullement  des  don- 
nées sur  S.  [>es  hv|)ersurfaces  S  |)our  les(pielles  rt)^„  est  nul  sont 
les  caraclérisliques  de  l'é-cjuation  {^\).  Ces  hypersurfaces  caracté- 
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risliques  sont  tiélinics  j),ir  une  é([uali(in  ;iiix  diriNées  parliolles  du 
premier  ordre  que  l'on  peut  former  sans  ellecliier  aucun  clian- 
^ement  de  varialdes.  Su|)posons  en  eflet  que  Ion  connaisse  les 
valeurs  de  z  et  de  ses  dérivées  yjarlielles  pi  en  tout  point  de 
riiypersurface  (2),  ou.  ce  ([ui  revient  au  inènic,  qu'on  connaisse 
un  système  de  2/i-h  i  fonctions  :r/,  /?a,  z  de  n  —  i  paramètres, 
\érifiant  ré(|uation  (2)  et  la  relation  c/;  =  '^p,dxi.  Pour  en  déduire 
les  valeurs  des  déri\  ces  du  secnud  ordre  />,/,.  m  un  point  (piclionipio 
de  cette  multiplicité,  nous  avons  les  i-cialions 


(3) 


dpi  =  pu  clt'i  — .  . . -i- />,„  dxn         ( i=i,  '?.,  ...,«; 


et  lécpialion  (  i  )  rllr-mènic.  Siq)posons.  pour  siiu[)lifier,  (pion  ait 
pris  |)our  paramétres  les  (/?  —  1  )  variables  x,,   .  .  .  ,  :r„_(. 
Les  relations  (3  j  nous  donnent 


dp,-                           d.T„  àpn 

V—   =  P'f^  -^  Pin '  T^ 


pni ~^  Pnn 


dXjt 
OXi 


et  par  suite 


Pik  —  Pnn 


dx,i  dx,i        dpi        ôp,i  dx„ 


(i-,  k=  I,  2, 


0- 


OXi  oxic        Ox/;        dxi  ûx I; 

lui  portant  les  valeurs  des  dérivées  pih,  p„ii  tirées  de  ces  for- 
mides,  dans  l'écpiation  (\  ),  on  obtient  une  équation  du  premier 
degré-  pour  détei'uiiner  p,,,, 

(-îj  -^Pnn—  B  =  O, 

où  le  coefficient  \  a  |»our  expression 

OX,,    OXn 


(■h 


A   =     >  «//, ; (  i,   A-  =    I  ,   2.    .  .  .  ,   «). 


à  condiliiin  de  n  luphicçr  — -  par  ( —  1). 

Si  A  n'est  pa-^  nul  pour  rii\  pcrNiifl'jicc  cousidé-rc'c,  on  (iblicnt 
les  valeurs  des  déri\é'cs  /y//,  en  clMipic  poiul  ilr  S,  cl.  en  pa-^-arit 
:iu\  dé-rivi'es  d'ordre  plus  l'Icsc  mi  \<iilic,  de  pioclic  <ii  proclic, 
ipic  loiites  ces  dtiivccs  pcmcnl  (•lie  cah  uléo  sans  audugiiïlé-. 
Nous  soiunics  dan>  le  cas  j^i'-iK-ial  mi  le  pruldémc  de  ('.aiicliN  aduicl 
une  soliiiioii  cl  une  seule. 

Il   u  en  (Si    plus  de  mèuic  si   riiy|tcr^ur(acc  S  satisfait  à   la   icla- 
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liou  A  =  o.  i|ii  On  peut  (crirr.  sous  forme  plus  svni(iri(|ue. 


(6)  Z«'/'- 7-  T-  =  ^        <''/^ 

^^         âxi  (txi; 


II). 


en  supposant  celle  mulli|)licilé  définie  par  réqualion  (2).  Lhvper- 
surlace  S  est  alors  une  caractéristicpie  de  l'équation  (i).  et  Ion  ne 
peut  plus  appliquer  les  raisonnements  du  cas  général.  Lorsqu'on 
a  à  la  lois  A  =  o.  H  =:  o,  la  valeur  de  la  dérivée  /?„„  est  indéter- 
minée, et  le  problème  de  Caucliv  [présente  une  indétermination. 
On  a  d(''nionlr('  (jue  cette  indétermination  était  \éiitahle,  lorsque 
les  fonctions  <-///,  F,  <I>,  et  les  (Idiint'fs  sont  anaivli(|ues  (  '  ). 

Sujjposons  les  variables  réelles,  ainsi  que  les  fonctions  ciik,  F: 
pour  qu'il  existe  des  caractéristiques  réelles,  il  est  nécessaire  que 
l'équation  du  premier  ordre  (6)  admette  des  intégrales  réelles.  Or 
le  premier  membre  est  une  lorme  quadratique  j)ar  lapporl  aux 
dérivées  de  <I»,  et  par  suite  peut  s  écrire  sous  forme  d  une  somme 
de  /i  carrés  de  fonctions  linéaires  de  ces  dérivées  multipliés  j)ar  des 
facteurs  constants,  lorsque  le  discriminant  A  de  la  forme  1V//a'//''/> 
n'est  pas  nul.  Ceci  conduit  à  une  classification  i\v>  équations  (  1  ) 
basée  sur  la  nature  des  caraclérisliques. 

Si  le  discriminant  de  la  forme  cjuadrali(pie  n'est  pas  nul,  et  si 
tous  les  coefficients  des  carrés  sont  du  même  signe,  l'équation  (6) 
n'admet  pas  d'intégrale  réelle,  sauf  /*=  C,  et  par  conséquent  il  n'y 
a  pas  de  caractéristicjues  réelles  |)our  l'écjuation  (i  ).  On  dit  (juelle 
appartient  an  tvpe  elliptique. 

Si  le  discriminant  A  n'est  pas  nul,  sans  (pie  tous  les  coefficients 
des  carrés  aient  le  même  signe,  l'équation  ((i")  a  des  intégrales 
réelles,  et  il  existe  des  caractéristiques  réelles  pour  l'iMpialion  (i) 
(pii  est  dite  du  l\pe  hypi-rhnliiine. 

Si  le  discriminant  A  est  nul,  l'équation  (0)  est  décomj)osabie  en 
une  somme  de  n  — p  carrés  (/>  >>  o),  et  l'équation  (1  )  apj)artienl 
au  Xsyt'  pKidholiipie.  l  ne  l'cpialion  de  eetlc  espèce  peut  a\oirde> 
caractéristiques  réelles,  ou  ne  pas  en  avoir,  sui\anl  les  cas.  Si  par 

exemple   n  .^'■\.   l'é-rpiation  ( -p  )    =  (—7)      admet    des   intégrales 


(')  La  proposition  n'a  pas  encore  été  démonlrêe  d'une  façon  absolument  géné- 
rale pour  une  équation  non  analytique,  mais  clic  se  vérifie  dans  tous  les  cas  qui 
ont  clé  traités. 
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réelles,  tandis  (jiic  1  é(|iiiili(in 

\0x  oz)         \oy  ozj 

aacJiiiet   dinléj^^rales  réelles  (juc  si  les  deux  é(|ualions 

d'j  d-ç.  _  à'^  j_  /  ^?  _ 

Ox    '        oz  '  fJy    '        Oz 

forment  un  svstème  jac(jlji<'n.  Toute  «'(luation  <|iii  admet  des  carac- 
téristi([ues  réelles  est  donc  du  tvpe  li  vperljolujue  ou  du  tvpe  |)ara- 
ljoli<|ue. 

182.  Propagation  par  ondes.  —  Les  é(|ualions  à  caractéristiques 
réelles  inter\  iennent.  à  l'exclusion  des  équations  du  tvpe  elliptique, 
dans  tous  les  pliénoim-nes  ou  il  v  a  propagation  j)ar  ourles.  11  est 
aisé  de  s'en  rendre  compte  a  priori.  Considérons  d'abord  un 
éhranlement  se  |)ropageant  le  loni;  d  une  liL;ne  droite  indéfinie 
prise  pour  axe  des  x.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  ail  un 
cylindre  indéfini,  de  seclion  très  petite,  rempli  d'un  gaz  dont  l'état 
à  chaque  instant  est  le  même  en  tous  les  poinis  de  chaque  tranche 
perpendiculaire  aux  génératrice-".  Cet  étal  est  caractérisé  par  un 
nombre  variable  c,  qui  dépend  de  l'abscisse  x  de  la  tranche  con- 
sidérée et  de  répo(|ue  t.  Dans  les  problèmes  les  j)lus  usuels,  z  est 
une  intt'grale  d  Une  é(piation  du  secon<l  ordic  liiuaiie  par  rapport 
aux  dérivées  du  second  ordre 

(7)  Hi^-.K^^-L'-!i-..M=o, 

^"  Or-  OxOt  ilf- 

qui  admet  la  S(jlution  ;  =o,  correspondant  à  1  l'tal  de  repos. 

Nous  suj)|)Osons  (|ue,  si  1  on  vient  à  |)r()duii'e  un  cli!  .inleiiienl  en 
une  portion  du  cylindre,  cet  ébranlement  se  jiKipage  par  ondes, 
c'est-à-dire  (pi  une  tranche  d'abscisse  x.  siluéi-  en  dehors  de  la 
portion  ébranlée  au  début,  reste  en  re|)OS  jusqu'à  un  certain 
UKuiienl  /  =  '.5(./)à  partir  duquel  elle  entre  en  Nibralion.  Consi- 
dérons j;  et  t  comme  les  (dordonnées  rectangulaires  tl  un  |>oiiil; 
soient  C  la  courbe  cpii  a  |iour  t'(juation  /  r^j '^(x)  et  z=J{x,  () 
1  intégrale  de  I  é(j nation  i  -  i  (jiii  coin  lent  an  plieiioniène  etiidit'-.  La 
(Mjurbe  C  décompose  le  plan  des  xl  en  deux  régions;  dans  la  ré- 
gion située  au-dessous  de  C,  on  a  /^'.^(x)  cl  z  =  o;  au  contraire, 
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dans  la  rcylou  sltiK-e  au-dessus  de  C,  r  osl  difîérent  de  zéro.  Le 
loiîi;  de  la  courbe  C.   nous  iidniclliiias  (jue  ;  et  ses  dérivées  |)ar- 

[j, . Iles —>  — sont  nidlo,  ce  (lui  levient  à  supposer  que  z  et  ses 
d.T     Ot  ' 

di'-rivécs  partielles  varient  d'une  manière  continue  (|uand  on  passe 
de  la  partie  non  encore  ébranlée  à  la  partie  ébranlée.  î.a  surface 
intégrale  z  =  fix,  ()  est  donc  tangente  au  plan  ^  =  o  tout  le  long 
de  la  courbe  C,  cpii  est  par  conséquent  une  caractéristique  sur 
cette  intégrale  particulière  (n"  4-73);  en  d'autres  termes,  V équa- 
tion t  =  '^{x)^  qui  correspond  au  front  de  Vonde^  est  celle  d' une 
courbe  caractéristique  sur  le  plan  c  =  o. 

Ces  courbes  caractéristiques  sont  les  courbes  intégrales  de 
ré(iuation  dillerentielle  H„  dt-  —  2  Ko  dt  dx  -r  L„  dx-  =  o,  Ho,  Ko. 
Lo  désignant  ce  que  deviennent  les  coefficients  H,  K,  L  quand  on 

y  a  l'emplacé  :;,  -^j  —  par  zéro.  En  |)arliculier,  lorsque  H.  K,  L 

ne  renfennenl  pas  x  et  /.  1I„.  Ko.  Lo  sont  des  constantes,  et  les  deux 
systèmes  de  caractéristiques  se  composent  de  di'oites  parallèles. 
L'équation  du  front  de  l'onde  /  =  '-^(.2:)  est  de  la  forme  /  =  ax  H-  6, 
et  l'on  en  conclut  que  léliranlement  se  j)ropage  avec  une  vitesse 

I 
constante  —  • 
a 

Considérons  encore  1  ('•(pialiou  de  la  pro|).igalion   du    son   dans 

l'espace.  Les  composantes  de  la  vitesse   d  une  molécule  gazeuse 

placée,   à  l'instant  /.   au  point  de  coordonnées  (x,  j',  ::)  sont  les 

dérivées   partielles  dune   fonction   u{x^  -)',  z^  /),   qui    satisfait    à 

1  t'(piati()n  aux  dérivées  partielles 

à''- u        d- u        o-u         1    (/- // 

^    '  Ox-    '     Oy-         oz-         a-  01- 

a  étant  un  coefficient  constant. 

Si  pour  f  =  o,  on  produit  un  ébranlement  limite  à  une  région 
de  1  espace,  la  molécule  j)lacée  eu  un  |)oinl  {.i\  y^  z)  en  deliors  de 
celte  rf'gion  reste  en  repos  |MS(pi  à  !  lUNlanl  /  =  'i(.r,  j',  ;}à  paitir 
dufpiej  //  cesse  d'être  nul.  L"é(|uation  'i(./-,  1-,  :;)  =  /,  où  /  a  une 
valeur  déterminée,  représente  la  surlace  de  l'espace  (.r,  j)',  ;;)  qui, 
à  l'instant  /,  sépare  la  région  non  encoie  ébranlée  de  la  région 
déjà  ébranlée.  Si  nous  a<lmettons  cpie  //  et  ses  dérivées  partielles 
varient  d'une   manièie   eoiilitjue  rpianil   on    passe  d'une   région   à 
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l'aulre,  IV-qii.ilion  '^(j",  y,  z)  —  /  =  o  représente,  dans  lespace 
à  quatre  dimensions  (\r,  r,  c,  t).  une  hypersurface  caractéristique 
de  l'éffuation  (8),  puisqu'il  doit  exister  une  intégrale  de  celte 
équation  qui  est  tangente  à  l'intégrale  particulière  k  =  o  tout  le 
long  de  cette  livpersurface,  La  relation  (6)  qui  (l('liiiil  les  liv|)er- 
surfaces  caraclt'-ristiques  de  Ic'-quation  ('8)  devient  dans  le  cas 
actuel,  en  supposant  léquation  de  cette  hypersurface  rc'solue  par 
rapport  à  f, 

daprès  un  résultat  connu  (')  [voir  l.  il,  p.  640)  l'équation 

'ç{x,y,z)  =  C 

représente  alors  une  famille  de  surfaces  parallèles,  et  par  suite  les 
positions  successives  du  front  de  tonde  forment  une  famille 
de  surfaces  parallèles. 

On  [)eut  énoncer  un  résultat  plus  précis.  Pour  /  ^  o,  l'équa- 
tion ':;(\r,  j)-,  ^)  =  o  doit  représenter  la  surface  îio  qui  sépare  la 
région  de  l'espace  déjà  en  vibration  de  la  région  au  repos  à  l'ins- 
tant l=zo.  On  oittient  l'intégrale  de  l'équation  (())  satisfaisant 
à  cette  condition  en  |)renanl  Icnvcloppe  de  1  intégrale  complète 


at  =^  \'  {  X  —  X  )■-  -^  (  )■  —  'j\'-~iz  —  Y  }- 

lors([ue  le  point  (a,  j,  v)  décrit  l;i  surface  ï„-  ^"''t  t  =  F(_x,  j',  z) 
l'équation  de  cette  enveloppe;  daprès  la  théorie  de  la  vaiiation 
des  constantes  (FI,  n"  io2),  F[Xy  y,  :;)est  une  intégrale  de  léMpia- 
tion  (9),  et  il  est  clair  que.  pour  ^=0,  l'enveloppe  se  réduit  ;'i  la 
surface   }l„   elle-niénie.  (Jn   obtient    donr  l,i    position  du    Inml   de 


(')  On  peut  aussi  vérifier  ce  résultai  en  montrant  que  les  trajectoires  orthogo- 
nales de  la  famille  de  surfaces  '^{x,}',  z)  =  C  sont  des  droites.  Si  u,  i',  w  sont 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  de  cette  famille  qui  j)asse  en  un 

•  .,-  •  ,  V  '^■i  '^^  à^ 

point    (  jr,  >  ,  ;),  on    a,  d  après   1  équation  (d).  j/  =  a  -p  »   ^'  =  a  -p  >    w  =  a  — ^  > 

et  il  suffit  de  inoriLii-r  que  11.  <.',  w  ne  clianj^cnt  pas  quand  on  passe  d"un  point  ni 
de  l'espace  au  point  infiniment  voisin  m'  sur  la  direclion  {u.  i',  tv  issue  de  ce 
point.  Or  on  a,  à  un  facteur  prrs, 

du-  'I-i  ^  ~    ""'    'h        ^"^    ^  -  L  A  \[^y     (!!!l\'     /^Vl-  o 
~   Ox-  Ox        Ox  Oy  iJy       rix  i)z  ôz  ~  1  dxWdx)       \ày)       \àz  /  j~ 
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I  onde  Mil  loiiips  /  en  piciiaiil  I  eux  cloppc  des  splu  rcs  de  mvon  at 
dont  le  centre  d(''erit  la  .surlaee  l'„  ;  il  est  ('-vident  (|iie  la  portion 
de  cette  enveloppe,  cjui  est  e\l<''rieure  à  -o?  convient  >eule  à  la 
([ucstion.  Tous  ces  résultats,  qui  ont  ('té  ch'-duils  uni(|MeincnL  de 
la  lliéorie  des  caraetérisli(pies,  seront  vérifiés  plus  loin  (  n"  48i). 

183.  Généralités  sur  les  équations  complètement  linéaires.  — 
Ln  grand  nombre  de  |)iol)l('iues  de  Plivsicpic  inathéiuaticjue  con- 
duisent à  des  équations  aux  dérivées  partielles,  qui  sont  linéaires 
et  homogènes  par  rajiport  à  la  fonction  inconnue  et  à  ses  dérivées; 
rint(''grale  clierclu'e  doit  en  outre  satisfaire  à  des  conditions  qui 
peuvent  être  de  nature  très  diverse.  De  la  ioruic  liii('aire  de  ces 
équations  il  r<''sulte  que,  si  Ion  connaît/)  inté;.^rales  particulières, 
toute  combinaison  linc'-aire  à  coefficients  constants  de  ces  p  int«''- 
grales  est  aussi  une  intc-grale.  Si  Ton  connaît  une  intégrale 
dépendant  d'un  ou  plusieurs  paramètres  arbitraires,  on  peut  en 
déduire  de  nouvelles  inl('grales  par  des  diUV-rentiations  ou  des 
quadratures.  Soit  par  exemple  C5(j7,j',  c,  .  . .  :  a)  une  intégrale 
dépendant  d'un  j)aramètre  «,  ne  figurant  |)as  dans  les  coefficients 
de  l'é(pialion  ])roposée.  On  vérifie  immédiatement  pai"  différentia- 

lion  que  -~-  est  aussi  une  intégrale,  ce  qui  s  ex|)lique  puiscpie  cette 

dérivée  peut  être  considérée  comme  la  limite  d  une  combinaison 
linéaire  des  deux  intégrales 

o(ar,  7,  z,  ...;  a-r-h),     'i(x,j',  z,   ...;«). 

Le  raisonnement  est  général  ;  si  une  intc'grale  dé-pend  d'un  cer- 
tain nombre  de  |)aramètres  a,  //,  c,  ..  .,  /.  ne  (iguiani  pas  dans  les 
coellicirnls  de  I  ('■(|uatioii,  toutes  les  tlérivées  paiiicllcs  dru-dre 
quelconque  de  linlégrale  par  rapport  à  ces  paramètres  sont  de 
nouvelles  intégrales,  si  toutefois  ces  dérivées  existent.  Il  peut 
arriver  aussi  que  les  dérivées  de  l'intégrale  par  rapport  à  l'une  des 
variables  indépendantes  soient  encore  des  intégrales;  c  est  ce  qui 
aura  lieu  par  exemple  si  l'une  des  variables  ne  ligure  pas  dans  les 
coefficients  de  l'équation  et  si  l'on  prend  les  dériv(''es  par  rapport 
à  cette  variable.  |-,n  pailiciilier,  dans  le  cas  d  une  ('(iiialion  bnraire 
à  cocllicierits  constants^  toutes  les  d(''iiv('es  partielles  d  une  inté- 
grale sont  aussi  des  intégrales  en  admettant,  bien  entendu,  que  ces 
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dérivées  existent  et  ont  elles-mêmes  des  dérivées  dun  ordre  égal 
à  Tordre  de  1  équation  proposée. 

D'une  intégrale  dépendant  de  paramètres  arbitraires  on  peut 
aussi  déduire,  par  des  (|uadratures,  des  intégrales  dépendant  de 
fonctions  arbitraires.  Supposons  par  exemple  que  d  une  équa- 
tion linéaire  donnée  à  quatre  variables  indt'pendantes  x,  j',  r,  t  on 
connaisse  une  intégrale  «  =  'i(x,  v,  z,  t;  a.  b.  c)  dépendant  de 
trois  paramètres  arbitraires  «,  6,  c.  Si  l'on  multiplie  cette  solution 
particulière  par  une  fonction  arbitraire  f{a,  b,  c)  de  ces  para- 
mètres, l'intégrale  du  produit  /(«,  b,  c)'s(x,r,  z,  t;  a,  b,  c), 
étendue  à  un  domaine  /i^^ce  à  une,  deux  ou  trois  dimensions  de 
l'espace  (a,  b,  c),  sera  aussi  une  solution  de  léquatiou  aux  déri- 
vées partielles  pro[)osée,  quelle  que  soit  la  fonction  fi  a,  b,  c). 
Cela  résulte  imiiH'diateinent  des  formules  habituelles  de  difléren- 
tiation  sous  le  signe  intégral,  mais  on  peut  simplement  observer 
avec  Fourier  qu'une  intégrale  de  cette  espèce  nest  au  fond  que  la 
somme  dune  infinité  de  solutions  particulières.  Quand  on  connaît 
plusieurs  intégrales  particulières  distinctes  dépendant  de  para- 
mètres arjjitraires,  on  peut  former  de  cette  façon  d  autres  inti'-- 
grales  dt'-pendant  de  fonctions  arbitraires.  En  exprimant  que  les 
intégrales  ainsi  obtenues  satisfont  à  des  conditions  voulues,  on  est 
conduit  en  général  à  des  équations  intégrales  pour  déterminer 
les  fonctions  arbitraires. 

Il  arrive  aussi,  pour  certaines  intégrales  particulières  dépendant 
de  paramètres  arbitraires,  qu'on  puisse  en  déduire  de  nouvelles 
intégrales  par  des  quadratures  étendues  à  des  domaines  qui  sont 
eux-mêmes  variables  avec  j:,  y,  z,  t.  Ce  sont  jjréoisément  ces 
intégrales  cpii  jouent  en  général  le  r(Jlc  le  plus  important  (  '  ). 

Si  Ion  connaît  une  infinité  dintégrales.  linéairPiiH'nl  dis- 
tinctes 'i,.  '^■,,  ....  'j'„,  ....    il  est  ('-vident  (jue  la  sc'-rie  ^  C/'j,  où 

les  coeflicients  C/  sont  constants,  est  aussi  une  intégrale,  pourvu 
que  cette   série,  et  celles  qu'on  en  déduit  par  d<''rivation  jusqu'à 


I  '  !  M.  J.  Le  lioux  a  étudié  ces  inlégrules,  qu'il  appelle  /in'/ici/iates.  dans  plu- 
sieurs Mémoires  (Annales  de  l'L'cote  Aormale,  3' série,  l.  .\II,  iSip;  Journal  de 
Mathématiques,  5'  série,  t.  IV',  »8f)8;  t.  VI,  igoo;  l.  IX,  igoS).  On  verra  un  peu 

plus  Ifiin  un  exemple  intéressant  (  n"  -iS'i). 

G..  IJl.  7 
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Tordre  de  léijiialion.  soient  iiiiiforiiK-inent  convergentes.  Il  peut 
nirme  se  faire  (|iie  toutes  ces  conditions  ne  soient  pas  nécessaires. 
iJe  toute  intégrale  dépendant  dun  ou  plusieurs  paramètres  arbi- 
traires on  peut  évidemment  déduire,  et  d'une  infinité  de  :nanières. 
une  inlinitt'  d  intégrales  particulières  linéairement  distinctes  en 
attribuant  à  ces  paramètres  une  suite  de  valeurs  particulières,  et 
par  conséquent,  former  une  infinité  d'intégrales  représentées  par 
des  séries.  On  choisit  en  général  les  valeurs  particulières  des 
j)aramètres  de  façon  à  satisfaire  à  certaines  conditions  aux  limites. 
Suj)posons  par  exemple  qu'une  intégrale  ',2(.r,  r,  z]  a),  dépendant 
ilun  paramètre  a.  soit  nulle  le  long  de  certaines  multiplicitc's  pour 
une  suite  infinie  de  valeurs  de  ce  paramètre,  a,,  ....  a,,,  .... 
Toute  série  i]G«c3(^,  7,  z;  y.,,)  satisfait  formellement  à  l'équation 
proposée  et  s'annule  le  long  des  mêmes  multiplicités.  Si  l'on  peut 
disposer  des  coefficients  C«  de  façon  que  cette  intégrale  vérifie  les 
autres  conditions  imposées  à  la  solution  cherchée,  le  problème 
sera  résolu,  Jl  est  clair  que,  dans  chaque  cas  particulier,  les  ques- 
tions de  convergence  seront  à  examiner. 

Le  plus  souvent,  des  intégrales  paiticulièies  renfermant  des 
paramètres  arbitraires  sont  suggérées  par  la  nature  même  du  pro- 
blème, ou  par  la  forme  analytique  des  coefficients.  Par  exemple, 
étant  donnée  une  équation  à  coefficients  constants,  l'analogie 
avec  les  équations  différentielles  linéaires  de  même  espèce  conduit 
à  chercher  des  intégrales  |)articu Hères  s'exprimant  au  moyen  de 
l'exponentielle.  En  écrivant  que  e^'^+?/  est  une  intégrale  d'une 
écpiatiou  de  celte  espèce  à  deux  variables,  on  obtient  une  équation 
de  condition  entre  les  consl;inles  a  et  (3,  d'où  l'on  déduit  une  ou 
plusieurs  intégrales  dépendant  il'un  paramètre  arbitraire. 

Tout  ce  qui  précède  s'ap|)lique  aux  trois  types  d'équations  li- 
néaires, elliptique,  h vperboli(|ue  ou  parabolicpie.  Ces  trois  types 
se  présentent  en  Physique  mathématique;  la  propagation  du  son, 
par  exemple,  est  régie  par  une  équation  du  type  hyperbolique,  et 
la  propagation  de  la  chaleur  par  une  équation  du  type  |)arabolique. 
La  distribution  de  l'électriciti'  sur  un  ou  j>lusieurs  conducteurs, 
ou  la  distribution  des  températures  à  l'intérieur  d'un  corps  en 
t'-cpiilibrr  (le  trin jx'ialiii'e.  conduisent  à  des  érpiations  du  tvpe 
ellij)ti(|ue.  11  est  à  remaripier  que  les  problèmes  auxquels  on  est 
conduit  sont  dillérents  suivant  le   lype  de  l'équation  qui  régit  le 
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plu'-nomène  ;  mais,  dans  chaque  cas,  le  problème  est  bien  posé, 
c'est-à-dire  que  les  données  sont  précisément  celles  qui  déter- 
minent complètement  la  solution  pour  le  type  correspondant 
d'équalion. 

I^Jur  les  équations  du  tvpe  lijperboli([ue  ou  du  type  parabo- 
lique, le  problème  à  résoudre  est  le  Problème  de  Cauchy  ('),  ou 
un  Problème  mixte,  qu'on  obtient  en  combinant  le  problème  de 
Cauchy  avec  certaines  conditions  aux  limites,  dont  la  signification 
sera  précisée  dans  chaque  cas  particulier.  Pour  une  équation  du 
type  elliptique,  le  problème  est  tout  différent;  il  s'agit  de  trouver 
une  intégrale  régulière  à  l'intérieur  d'une  variété /ermec  S^..,  à 
{n —  i)  dimensions,  connaissant  la  valeur  de  cette  intégrale  en 
tout  j)oint  de  S,i_i,  ou  une  relation  entre  l'intégrale  et  quelques- 
unes  de  ses  d('*rivées  premières  le  long  de  cette  variété.  Le  type  le 
plus  célèbre  de  ce  genre  de  questions  est  le  Problème  de  Diri- 
chlet,  que  nous  étudierons  en  détail.  Remarquons  une  fois  pour 
toutes  que,  dans  ces  différents  problèmes,  les  données  ne  sont  pas 
forcément  analytiques,  de  sorte  que,  même  pour  le  problème  de 
Cauchy,  le  théorème  général  d'existence  (II,  n"  430)  est  bien  loin 
de  donner  la  solution  de  toutes  les  questions  qu'on  peut  se  pro- 
poser. Dans  les  cas  où  il  s'applique,  il  ne  fait  connaître  la  solution 
que  dans  le  voisinage  de  la  multiplicité  qui  porte  les  données;  ce 
<jui  est  insuffisant  pour  l'objet  qu'on  se  propose. 
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Avant  d'étudier  d'une  façon  systématique  les  équations  des  dif- 
férents types,  nous  donnerons  quelques  exemples  de  solutions 
synthétiques,  qui  offrent  une  application  des  généralités  précé- 

<  lentes. 

i8i.   Équation  du  son.  —  Le  problème  de  Cauchy  pour  liMpia- 

(')  La  donnée  de  l'inlégrale  seule,  le  long  d'une  caractéristique,  doit  èlre  con- 
sidérée comme  équivalenle  aux  données  de  Cauchy.  Le  problème  de  Caurliy  cl  le 
problème  mixte  se  présentent  en  général  de  cette  façon  pour  une  équation  du 
type  parabolique.  Pour  toutes  ces  généralités,  on  lira  avec  intérêt  un  article  de 
M.  IIu(l;iiiiurJ  dans  le  Bulletin  de  la  Société  de  Physifjue  (190G). 
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lion  de  la  propagation  du  son  (a"  iS!2) 

d-  Il        à-  Il        0-  a         I    ')-  // 

(lo)  i i = 

^      '  dx'        dy-         dz-         «2    ,j/2 

consiste  à  trouver  une  intégrale  u[x,  y.  z,  t }  se  réduisant  pour  /  =  o 
à  une  fonction  donnée  /{x,  r,   ^),  tandis  (jue  —  se  réduit  à  une 

autre  fonction  donnée  0(0:,  y,  z).  Ces  deux  fonctions  /  et  -s  sont 
supposées  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles,  dans  tout 
l'espace,  et  nulles  en  dehors  d'une  certaine  région  R,  qui  est  le 
siège  de  l'ébranlement  initial.  Le  proi)lcnîe  a  d'abord  été  résolu 
par  Poisson  et  Cauchv;  la  méthode  suivante,  due  à  M.  Boussinesq, 
permet  une  discussion  facile  de  toutes  les  circonstances  du  phé- 
nomène. 

La  fonction  //  =  - 1  où  /•  est  la  distance  d  un  point  variable  (^,  J',  ^•) 

à  un  point  fixe  (a,  |j,  y),  est  une  intégrale  de  l'équation  (10)  dépen- 
dant de  trois  paramètres  a,  ^j,  -'.  Linlégrale  double 


(il)  u(x,y,  z,  t)=        /    '■ ! 


«  's 


où  'jL(a,  ,3,  y)  est  une  fonction  arbitraire  de  a.  i.  *'.  ('tendue  à  la 
surface  de  la  sphère  S  de  rayon  at,  décrite  du  point  (x,  >',  :;) 
comme  centre,  est  aussi  une  intégrale  comme  nous  allons  le  vérifier: 
c'est  à  cette  intégrale  que  AL  Boussines(|  adonné  le  nom  àe  poten- 
tiel spliérique  (voir  Chap.  \\\  III).  Remarquons  f[ue  l'intégrale 

particulière  -  ne  dépend  pas  de  /:  le  chauq»  d  iiitti;ration  dé])end 

seul  de  /  dans  la  formule  (1  1),  de  sorte  fpie  -  j^eut  être  considérée 

comme  une  \n\.("^Y\\\Q. pr i ncipalr .  au  sens  de  M.  Le  Roux  (p.  ()-)  ('). 

(  '  )  La  mélliodc  de  M.  Houssines(]  peut  être  latlacliée  à  un  lliéorème  général 
de  Wcierslrass  sur  les  équations  linéaires  à  coefficients  constants  (noiV  VoLTERiiA, 
Leçons  professées  à  Stockholm,  1906,  p.  .')8).  Soit  0(a:,  y,  z)  une  fonction  homo- 
gène et  du  premier  degré  de  x,  y,  -,  telle  que  i'éc|uation  6(jr,  y,  z)  —  i  repré- 
sente une  surface  fermée  -,  renfermant  l'origine,  qui  n'est  rencontrée  (|ucn  un 
point  par  une  dcnii-droilc  issue  de  l'origine.  Considérons  une  intégrale 

I  =   /   /  I  -^{u,  r,  t»'  )/(  X  -+■  II.  j\-  -~  V,  z  ~  IV  )  <lu  <f\-  (/iv 

étendue  au   duniaine  compris  entre  les  dcu.x  surfaces  -r^,,  -,.   /„  éUint  une  con- 
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M  III  1  '    •      '  ,  d-  U       d-  U       Ô-U       ., 

rour  calcultM"  les  dérivées  secondes  — -,  — >  — ->  u  est  com- 

ôx-      Oy-      Oz- 

mode  de  faire  le  clianiieinenl  de  variables 

o 
CL  =  X  ■+-  ail,  .S  =  J'  -*"  ^^  ■'"m         y  =  -=  h-  «'  ^  ; 

lors([ue  le  point  a.  j,  *'  décrit  la  sphère  -,  le  point  ;,  y,,  Z  décrit 
la  sphère  S  de  rayon  ii/>.  avant  pour  centre  l'origine,  et  l'on  a, 
entre  les  éléments  d'aires  correspondants  d.s  et  d-j  des  deux  sphères, 
la  relation  di  =  a- 1-  ds  ==  /•-  ds.  La  formule  (i  i)  devient 

{[2)         u(x^r,z,iï=  I    I   ixt  X -T- at-,  y -i- alr^,  z -h  att)al  ds, 

la  nouvelle  intégrale  étant  étendue  à  la  surface  de  la  sphère  S.  Le 
champ  d'intégration  étant  indépendant  de  x,  y,  ;,  on  a  immédia- 
tement 

(j-  u     0-  u     ()'-  u      /'  r  >  ^       1 

l,u  = i =   /     /A.  ai  X  ~-  atl,    y  ~-  atr.   z  -h  atL)at  as, 

dx^         oy^         dz-^       ,1  J ^    -'  "  -^ 

ou,  en  revenant  au  champ  d'intégration  [)rimitif, 

linlégrale  double  étant  étendue  à  la  surface  de  la  sphère  ï. 

atante  (]iielcon(iuc.  I.a  dérivée  —  =  h'ix,  y,  z,  t)  est  une  fouclion  des  (|iialre  va- 
riables X,  y,  z,  t,  qui  est  une  intégrale  de  l'éciualion  linéaire  à  coefficients  con- 
stants 

^'^^  -'"'^''^'■^'-Ox".dyZ^:dt".^''' 

(|uelle  ([ue  soit  la  fonction  urljitraire  f,  pourvu  que  l'équation 

iV.y  r(-,r.-'..A..w.  Ox",dyZz".dt".='' 

admette  l'intégrale  ';(j:.  r,  ^)<l'|/  —  0(a;,  t,  :;)],  «I»  étant  une  fonction  arl)i- 
traire.  Dans  le   ras  de   réipiation  (lo),  les  deux   é([uations   (  E  ),   (K)'  sont   iden- 


tiques et  admettent  l'intégrale  -  'l'(a/  —  /•)  où  /•  =  \j'x'--^- y' -k-  z'-.i'^n  peut  donc 

prendre  dans  ce  cas  s  :=  -i  0  =:  ^ x' -\- y'' -\- z"- ;   les  surfaces  2,  sont  des  spliùres. 

cl  l'on  voit  facilement  iiiic  —  est  identiiiue  à   l'intégrale  de  surface  do  M.  IJous- 
sinesq. 
La  méthode  de  KinliliolV  repose  aussi  sur  l'emploi  îles  intégrales  -  <l'(<//  —  /•). 
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I^expression  de  — ?  déduite  de  la  formule  (12),  se  compose  de 
deux  lernies  et  peut  s  écrire 


au 


=  — r-  at        I      rt  ç  —  —  ar  -^  -r-  rt  !!  -^    as 


ou,  en  revenant  à  la  sphère  1\ 


Ou 
Ut 


u         \    f   r  \  ^  —  X  du.        S  —  r  <^M-        7  —  ^  à\x^    , 

= \ /     / ■+- —  -T  -+- (iz. 

t         t  J  Jsr  \_     at       dt  at       O't  at      ti-'  \ 


X     '^—y     7 


Mais  j  - — ^> ^  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 

at  at  at 

maie  extérieure  à  -,  et  l'intégrale  double  du  second  membre  est 

identique  à  l'intégrale  de  surface 

J  =    ff^-^  d^  d-!  ^  %  d-:  d.  -  ^  ,/a  d% 

prise  suivant  le  côté  extérieur  de  ^,  ou  encore,  d'après  la  for- 
mule de  Green,  à  l'intégrale  triple  (I,  n°  144). 

étendue  à  l'intérieur  de  ï.  De  la  formule  (lui  donne  — > 

*  Ot 

du  _  u        I 

Ut  ~  t  ~  t    ' 

on  tire,  en  différentiant  de  nouveau  par  rap|)ort  à  t, 

ô-u  _        u         \  1  u         \  I  I    dJ  _   t    (^J 

^      '  Ut^  ~  ~~  T^~^ 'i\l  ~  1     j~T^     '^  1  Ut  ~  1  Vl' 

ce  qu'on  peut  écrire  —  — >  /•  étant  le  ravoii  de  -.  Il  serait  facile 

de  calculer  —  en  remplaçant  les  coordonnées  rectangulaires  a,  3-  Y 
dr  ^       '  ^  Il 

par  des  coordonnées  polaires  (o,  0,  'l)  dans  l'intégrale  triple  (i-i)? 
mais  on  peut  aussi  observer  que,  quand  /•  augmente  de  c//", 
l'accroissement  AJ  est  représenté  par  une  intégrale  triple  étendue 
à  la  portion  de  l'espace  comprise  entre  les  deux  sphères  con- 
centriques de  rayon  /•  et  i-{-dr.  La  partie  principale  de  cet 
accroissement  est  évidemment  égale  au  produit  de  dr  \yAv  l'inté- 
grale double  de  ( — '-  H ;r-  -\-  — -  )  étendue  à  la  surface  de   la 

°  \  oa»  0^^  o-r-  / 
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sphère  de  rayon  /•.  On  a  donc 

en  comparant  avec  la  formule  (i3),  on  voit  que  u{x,  y,  z-,  t)  est 
bien  une  intégrale  de  l'équation  (lo),  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion |J-(a,  p,  •')  pourvu  que  les  dérivées  qui  figurent  dans  le 
calcul   soient  continues,  La  inrinule  (i:^)  montre  iininédiatenient 

que  u(x,  j'i  z,  o)  =  o,  tandis  que  la  limite  de  -  ■>  lors([ue  t  tend 

vers  zéro,  est  égale  à  f-rt;j.(^,  y,  z).  L'intégrale  (ii)  satisfait 
donc  aux  conditions  initiales 

«(a-,  7,  z,  o;  =  o,         —  =  4-aii(x,  y,  z)        (pour/  =  o). 

iJautre  part,  Uiix.y.  z,  t)^  —  est  aussi  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (  lo  )  (n"  483)  et  la  formule  (  i6)  met  en  évidence  ({ue  —^  est 

nul  pour  t^o.  Cette  nouvelle  intégrale  satisfait  donc  aux  condi- 
tions initiales 

<^"i 
ui(x,y,  z,  o)  =  ^T.aiiix,  y,  z),         ~JJ  —  ^         (pour/  =  o). 

Cela  étant,  posons 


^{x,y,z,t)=^  f  f    ''Àllll^llch: 

il  est  clair  que  la  fonction 

dF 
(i8)  ii(^,  y-  ^'  0=  -^  — 'I'(t,  r.  z,  l) 

donne  la  solution  du  problème  de  Caucliy  pour  l'équation  (lo), 
car  il  résulte  des  formules  précédentes  qu'elle  se  réduit  à  y(T,r,  :;) 

pour  /  n^  o,  tandis   ([ue  —  est  égal  à  a(.r,  )',  z).   D'après   la   for- 

mule  qui  donne — »  on  voit  (juc  cette  lonctioii  // s  exprime  par  une 

intégrale  double  étendue  à  la  surface  de  la  sphère  de  rayon  (//  <i 
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de  cenlre  (^,1'.  ~-)i  el  par  conséqnonl  la  \al<Mir  de  //  au  temps  t 
en  nu  point  [x^y,  z)  ne  dépend  (pie  des  valeurs  de/  et  de  »  sur 
la  portion  de  sphère  de  rayon  at  située  dans  la  région  R  où  s'est 
produit  l'ébranlement  initial. 

11  est  facile,  d*aj)n''S  cela,  de  se  rendre  compte  des  différentes 
circonstances  du  phénomène.  Su[)posons  que  la  région  R  soit 
limitée  par  une  surface  formée  S;  soient  M  un  point  de  1  espace 
extérieur  à  R,  cl  et  D  l.i  phi  s  courte  et  la  j)!iis  grande  distance  de 
ce  point  à  un  point  de  S. 

Tanl  (lue  /  est  inférieur  à  ->  la  sphère  de  rayon  al  el  de 
centre  -M  n  atlcinl  j>as  la  région  Pi,  u(x,  y,  z.  l)  est  nul,  el  la 
molécule  placée  en  M  reste  au  repos  jusqu  à  I  instant  /,  =  -  où 
elle  entre  en  vibration.  Mais,  à  partir  du  moment  où  /  dépasse  la 

\aleur  —,  la  sui-face  de  la  sphère  de  rayon  at  et  de  centre  M  n'a 

(i  '  ^ 

plus  aucun  point  commun  avec  la  région  R.,  et  la  molécule  placée 
en  M  retombe  au  repos. 

Le  lieu  des  points  qui  sont  atteints  par  la  vibration  au  temps  / 
est  la  surface  parallèle  à  S  obtenue  en  jiortant  sur  la  direction  de 
la  normale  extérieure  une  longueur  at]  les  dillérentes  positions  du 
front  <le  l'onde  sont  donc  des  surfaces  parallèles  à  S  (n"  482),  et 
a  représente  la  vitesse  de  j)r()pagation.  Parle  point  M  passent  deux 
fronts  d'onde,  le  IiduI  d'omle  axant  <|u'on  vient  ilc  définir,  et  un 
front  d'onde  arrière,  lieu  des  points  obtenus  en  poriaul  sur  la 
normale  à  S  une  longueur  égale  à  D. 

r^orsque  la  région  R  est  illimitée,  il  v  a  bien  l()uj(jnis  un  front 
d'onde  avant  j)Our  un  |)()iut  M  situé  à  l'extérieur  de  R,  mais  il  n'v 
a  pas,  en  général,  de  front  d'onde  arrière,  car  u{x,y,z,  /j  reste 
différent  de    zéro  (ou    d'une    constante)   dès  que   t   a  dépassé  la 

I         '/ 
valeur  -  • 

a 

•i8o.  Ondes  cylindriques.  —  Si  les  fonctions  données /"(j",  j)",  z) 
et  C5(j;,  )•,  c  )  !ii'  d('-pt;u(leut  |)as  de  z,  c'esl-à-dire  si  r('-lat  initial  est 
le  même  lout  \c  long  dune  parallèle  à  l'axe  Oc,  il  e>l  (  lair  cpie 
l'intégrale  (i8)  est  elle-même  imlépeiidaule  de  c.  l*^n  effet, 
lorsque  z  varie,  x.  y,  t  restant  constants,  la  sj)hère  S  ne  fait  que 
.se  déplacer  parallèlement  à  Oc,  mais  les  intégrales  doubles  éten- 
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dues  à  la  surface  de  cette  sphère  ne  changent  pas  de  valeur.  L'état 
est  donc  le  même  à  chaque  instant  le  long  d'une  parallèle  à  0-,  cl 
nous  pouvons  nous  borner  à  étudier  ce  qui  se  passe  dans  le  plan 
des  xy.  La  formule  (i8)  représente  alors  l'intégrale  de  l'équation 

Ô-  H  0-  U  I      0-  Il 

qui  se  réduit  k  f( x.  y),  tandis  que  —  =  ':i[x,y),  pour  ^  =  o.  Les 

intégrales  doubles  (17)  sont  étendues  a  la  surface  de  la  sphère  - 
de  rayon  /•  ^  al,  avant  pour  centre  le  j^oint  de  coordon- 
nées (x,  y,  oV  On  peut  remplacer  ces  intégrales  par  des  inté- 
grales doubles  étendues  au  grand  cercle  de  cette  sphère  situé  dans 
le  phin  ties  xy,  en  observant  que  l'élément  d'aire  di  a  pour  expres- 
sion 

r  d%  </3 

clj  ~  - 


■{X  —  a  )-  —  (  y  —  3  j- 


et  que  chaque  élément  du  grand  cercle  est  la  projection  de  deux 
éléments  symétrlqu(\s  de  la  s|)hère.   La  formule  (  18)  devient  alors 

l    ii(x,y,t)=—    I     /    ^^^^=!=d=^=i== 

les  deux  intégrales  doubles  étant  étendues  au  cercle  Y  de  ravon  at 
décrit  (In  point  {x,  j')  pour  centre. 

Supposons  que  les  fonctions  /{x,  y)  et  o{x,  y)  soient  nulles 
en  dehors  de  la  région  R'  limitée  par  une  courbe  fermée  C,  ce  qui 
correspond  au  cas  où  la  région  R,  siège  de  l'ébranlement  initial, 
est  rinlt'iieur  d'un  «vlindre  de  gént-ratrices  parallèles  à  Oz,  cet 
éhranlemenl  étant  le  même  en  tous  les  points  d'une  parallèle  aux 
gém;ratrices.  .Si  le  point  ix,  y)  est  en  dehors  de  la  région  R'. 
u(x,y,  t)  sera  nul  tant  (|iic  at  sei-a  iniViieur  à  la  plus  courte  di>- 

lance  d  de  ce  point  à  C.   mais  dès  (|ue  /  dé-passe  ->  le  cercle  V 

contient  toujours  une  |)Mrtii)ii  mi  nmins  de  R'  et  ii{x,  y,  l)  ne 
redevient  pas  nul  (ou  constant)  en  gt'-néral.  Il  y  a  donc  toujours 
un  Iront  d'onde  avant,  dont  les  positions  successives  sont  des  sur- 
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faces  cylindriques  parallèles,  mais  //  n'v  o  pos  de  front  cl' onde 
à  l'arrière.  En  d'auti-es  termes,  il  v  a  diffusion  infinie  du  son. 
en  arrière  du  front  de  Tonde,  l  ne  oreille,  placée  en  un  point  de 
l'espace,  recevra  indéfiniment  une  impression  à  partir  du  moment 
où  le  front  l'aura  atteinte,  mais  cette  impression  ira  en  sallènuant 
avec  le  temps.  En  elTet,  lorsque  /  aui;merile  indéfiniment,  on  voit 
aisément  que  les  deux  int('i;rales  doubles  cpii  fii;urenl  dans  la  for- 
mule (20)    tendent   vers   zéro,    et  Ion   peut  démontrer  en   toute 

...  1         ,  ,        ^  •   •    .  .    .,       du     du    du 

njrueur  (lu  il  en  est  de  même  des  dernees  partielles  — >  -— i  -— • 
"  »  '  ôx    ây     ôz 

Ondes  planes.  —  Prenons  encore  Je  cas  plus  particulier  où  les  deux, 
fonctions  y"(ar,  ^,  :;),  o(x,y.  z)  ne  dépendent  que  de  x.  Physiquement, 
celle  hypothèse  correspond  au  cas  où  R  est  la  réj^ion  comprise  entre  deux 
plans  Pi  et  P2  normaux  à  Ox,  l'ébranlement  initial  étant  le  même  en  tous 
les  points  d'un  plan  parallèle  à  ceux-là.  On  recnnnait,  comme  plus  haut, 
que  la  fonction  u(x.,  y.,  z.  t)  est  elle-même  indépendante  de  y  et  de  z,  et 
la  formule  (18)  représente  l'intégrale  de  l'équation 


i'ii) 


o-  u 
ox- 


I     0-  u 
a-    ot- 


telle  que,  pour  (  —  o,  u  et  —  se  réduisent  à  f(x)  et  à  »(x).  Les  deux  inté- 

grales  doubles  qui  figurent  dans  cette  formule  sont  étendues  à  la  surface 
de  la  sphère  de  rayon  r  =  at,  ayant  pour  centre  le  point  (j?,  o,  o ).  En 
remarquant  que  l'aire  de  la  zone  comprise  entre  deux  plans  normaux 
à  Ox,  d'abscisses  a  et  a -r- c^a,  a  pour  expression  i-atdoc,  on  voit  immé- 
diatement que  ces  intégrales  doubles  se  ramènent  à  des  intégrales  simples, 
et  la  formule  (18}  devient 

\   u(x,  t)  =  -~\    /  o(a)(r/aH---    /  f(%)d% 

I         \  '  '        L"^  x—iil  •-  .1 — a! 

I       r  ,        ,  I  {  X -^  nO -r- f{  X  —  at) 

=  —    /  Ci  (  a  )  rt  a  -i- : • 

•>.  (i  J        ,      '  ?. 

"^   i—tif 

Dans  le  cas  f|ue   nous  étudions,   les   deux   fonctions  y"(  j")  et  '■^(x)  sont 
nulles  en   dehors   d'un   intcr\alle  (  x^,.   Xi).  Supposons  x^)<^  Xt<C  x.   Tant 


que  t  est  inférieur  à 


»  les  deux   fonctions  ^i  a  1  et  9(2)  sont  nulles 


dans   l'intervalle  d'intégration  et    ion   a    //  =  o.    I^orsque   t   est  supérieur 
à  ^j   ou    j)eut  remplacer   les   limites   d'iniégralion    par   Xq   et  X\,  et 


uix.  t)  reste  constant.  Comme  liuipression  perçue  |)ar  l'oreille  ne  dépend 
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que  des  dérivées  de  11,  on  voit  quil  y  a  un  front  donde  à  l'avant  et  un 
front  d'onde  à  l'arrière.  Ces  résultats  seront  vérifiés  plus  loin  (^n"492)  par 
une  étude  directe  de  léquation  (■?.}). 

486.  Propagation  de  la  chalexir  dans  un  milieu  indéfini.  —  Ana- 
Ijliquement,  le  problème  se  pose  ainsi  (')  •'  Trouver  une  inltj;rale 
de  l'équalion 

„  d-  u        d-  u        à-  u  __    I    du 

ôx-         oy-         oz-         a-    ôt 

régulière  pour  tout  système  de  valeurs  de  x.  Vi  :•■.  et  pour  /  >>  o, 
se  réduisant  à  une  fonction  donnée  f{x,  y,  z)  pour  /  =  o.  Pour 
qu'un  produit  de  la  forme  XYZT.  où  X.  Y.  Z,  T  ne  dépendent 
respectivement  que  de  x,  )',  c,  /,  soit  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (23),  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

V  ^  V'  ^  r  _  ^  r 

et  par  suite  chacun  des  rapports  qui  figurent  dans  celte  relation 
doit  se  réduire  à  une  constante.  Si  l'on  veut  que  les  variables  :r,jK,  z 
figurent  sous  des  signes  trigonomélriques,  on  doit  prendre  pour 

les  rapports  tels  (jue  ^  des  valeurs  négatives  et  l'on  obtient  ainsi 

une  intégrale  particulière 

(i.\)         V  =  e-'*'-+-?'-+-ri«''cosa(.r  — )0cos3(y  —  \i)co%'i(z  —  •>  ), 

dépendant  de  six  constantes  arbitraires  a,  |il,  v,  a,  -jt.,  v.  L'expres- 
sion 

(')  C'est  en  réalité  un  cas  particulier  du  prolilcme  de  Caucliy  (noie  de  la 
page  99),  puisque  l'hypersurface  t  =  0  dt  l'espace  {x,  y,  -,  t)  est  une  multipli- 
cité caractéristique.  Au  point  de  vue  physique,  ce  problème  correspond  au  pro- 
blème suivant.  L'espace  étant  supposé  rempli  d'un  fluide  homogène  dont  on  con- 
naît la  température  en  chaque  point  au  icmps  /  =  o,  trouver  la  température  à 
un  instant  quelconque.  On  peut  encore  supposer  qu'on  a  introduit,  dans  l'espace 
à  0°,  un  corps  chaud  jouissant  des  mêmes  propriétés  que  le  fluide  extérieur,  au 
point  de  vue  calorifique,  l^c  problème  serait  tout  ;iulre  si  l'on  plongeait  dans  une 
enceinte  ào^un  corps  chaulTé  de  nature  flillércntc  qu'on  laisse  ensuite  se  refroidir 
librement,  en  maintenant  la  température  de  l'enceinte  à  o".  Nous  traitons  deux 
cas  particuliers  aux  n"  487  et  4^8. 
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sera  aussi  niit^  inti-yrale  paiiiciilirre  de  (aS);  or,  w  esl  le  produit 
<le  trois  iiUé^ralos  simples  telles  que 

•  I) 
La    valeur    de    cette    intégrale    se    déduit    ais(''Uieiil    d  une    for- 
mule anti'rieure  M.  I,  p.   ?î86)  qu'on  peut  écrire 

/         e-y'coiiby  dy  =  -  \/-e—''', 
'Il 

en  A'  changeant  ^^  en  a  a\^t  (a  étant  la  nouvelle  variable  d'intégra- 

lion  ),  h  en -^.  On  obtient  ainsi 

■?.a  ^t 


I         e-"^a"-'cosa('a"  —  1)  dx  =  — 


e 


et  deux  formules  toutes  pareilles  donnant  les  valeurs  des  intégrales 
analogues  à  (26),  ce  (|ui  donne  en  définiliNC, 

'.r-/,i'-i-i>-— [Aiî-t-i;— Vi' 

La  nouvelle  intégrale  kv  ne  dépend  plus  que  de  trois  constantes 
arbitraires  ),,  [j.,  v.  L'expression 


(^.8) 


"  ==  :^  /         /         /       "/(~^>'  !-^.  ■')'/^-  f^!-i'''' 


est    encore    une    intégrale,     four    prouver    que    c'est    l'intégrale 
demandi'e.  faisons  le  changement  de  Aariables 

la  formule  {'x9>^  devient,  en  remjdaçant  w  ])ar  sa  valeur, 

x/(x  -r-  -xa  //;,  y  -i-  o.a  \/lr^,  z  -i-  la  yZ/r)  d\  dr,  </;. 
Pour  /  =  o,  cette  intégrale  se  rt'duil  à 
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c'est-à-dire  à  f{x^  y,  ;•  i,  j)iiisque  chacune  des  intégrales  simples 
est  égale  à  y/-  (I,  p.  34©  ). 

Supposons  que  la  fonction  y^'x,  y,  z-  >  soit  nulle,  sauf  dans  une 
région  bornée  Pi  de  resj)ace  où  elle  est  positive.  Cette  hypothèse 
correspond  au  cas  où  l'on  aurait  introduit,  dans  l'espace  à  o",  un 
corps,  occupant  la  région  R,  à  une  température  supérieure  à  o". 
On  peut  alors,  dans  la  formule  (28),  prendre  pour  champ  d'inté- 
gration la  région  R.  elle-même  puis(|uey  ().,  u,  v)  est  nul  en  dehors 
de  cette  région.  Cette  formule  nous  montre  que.  aussi  petit  que 
soit  t,  Il  a  une  valeur  positive  en  chaque  point  de  1  espace.  Il  en 
résulte  que  la  propagation  de  la  chaleur,  à  partir  du  corps  chaud, 
dans  l'espace  à  o",  se  fait  d'une  manière  instantanée,  c'est-à-dire 
qu'à  l'instant  même  qui  suit  l'introduction  du  corps  chaud,  la 
température  d'un  point  quelconque  de  l'espace  commence  à 
monter.  Il  n'v  a  donc  pas  d'onde  calorifique,  ce  qu'on  pouvait 
|»révoir  a  priori,  puisque  l'équation  (aS)  est  du  type  parabolique 
et  n'admet  pas  d'autres  caractéristiques  réelles  (jue  les  hypersur- 
faces  Z  =  C. 

La  formule  (  zS  )  montre  également  que  tout  le  corps  chaud  intervient 
dans  le  calcul  de  la  température  au  point  (  x,  y,  z  )à  un  instant  quelconque, 
puisque  le  second  membre  est  une  intégrale  triple  étendue  à  la  position 
de  l'espace  occupée  par  ce  corps.  Dés  lors,  un  observateur,  placé  en  ce 
point,  éprouve  à  l'instant  (  une  sensation  calorifique  qui  dépend  de  l'état 
initial  de  tout  le  corps  chaud;  nous  avons  vu,  au  contraire,  dans  l'élude 
de  la  propagation  du  son.  que  la  sensation  auditive  au  temps  t  ne  dépend 
que  de  l'état  initial  des  points  situés  sur  une  sphère  de  rayon  at  ayant 
pour  centre  le  point  iT,y,  z).  D'après  M.  Boussinesq,  ce  fait  analytique 
explique  pourquoi  la  vue  et  l'ouïe  nous  procurent  sur  le  monde  extérieur 
des  connaissances  assez  nettes,  tandis  que  les  phénomènes  calorifiques 
n'apportent  que  des  impressions  confuses  et  indistinctes.  Cela  tient  à  ce 
que  les  phénomènes  optiques  ou  acoustiques  sont  régis  par  des  équations 
dont  la  solution  comporte  des  intégrales  doubles,  tandis  que  les  phéno- 
mènes calorifiques  sont  régis  par  des  équations  dont  la  solution  comporte 
des  intégrales  triples. 

i8T.  Problème  de  l'armille.  —  ()n  iippcilc  armitlc  un  lil  de  très  faible 
section,  formant  un  circuit  fermé.  On  se  donne  la  distribution  initiait'  de 
la  température  dans  l'armille,  et  l'on  demande  quelle  sera  retle  distribu- 
tion quand  on  aura  laissé  l'armille  se  refroidir  librement  pondant  un  temps 
quelconque.  L'équation  du  problème  est  la  suivante 

,  „                                                   Ou  ,  ifi  u 

(  00  )  r-  au  =  k  — -  : 
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a  et  k  sont  des  constantes  positives,  /  désigne  le  temps,  x  la  longueur  du 
fil  comptée  suivant  son  axe  à  partir  d'une  certaine  origine  et  u  la  tempé- 
rature au  temps  t  de  la  tranche  d'abscisse  x.  Nous  supposerons  qu'on  a 
choisi  l'unité  de  longueur  de  façon  que  la  longueur  totale  du  (il  soit  égale 
à  ■!-.  I£n  posant  u  =  ve-'^'.  l'équation  (3o)  se  réduit  à 


(3i) 


ài>  _  ,  d'-v 

0t  ~      ôx- 


II  s'agit  de  trouver  une  intégrale  de  cette  équation,  définie  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  t.  et  se  réduisant  pour  <  =:  o  à  une  fonction 
donnée y(a^),  qui  admet  nécessairement  la  période  ■>.-.  Il  est  clair  que  la 
fonction  v  doit  admettre  la  même  période. 

Pour  résoudre  ce  problème,  Fourier  remarque  d'abord  que  l'équation  (3i  ) 
admet  une  infinité  de  solutions  simples,  qu'on  obtient  en  faisant  le  produit 
d'une  fonction  de  t  par  une  fonction  périodique  de  x  de  période  i-. 
Toutes  ces  solutions  sont  de  la  forme  e-"'^'(  A  cosna;  -f-  B  sin  nx)^  n  étant 
un  nombre  entier  quelconque,  A  et  B  des  constantes  arbitraires.  Au  moyen 
de  ces  solutions  simples,  on  peut  former  l'intégrale  demandée,  dans  le  cas 
très  général  oii  la  fonction yi^ a-)  est  développable  en  série  de  Fourier 


(3'.) 


J'(x)  =  —  -f-  ^(«/i  cosnx  -r-  bn  sinna"); 


il  est  clair,  en  effet,  que  la  fonction  représentée  par  la  série 


(33) 


=  —  —   /  c~"''''{a,i  cosnar  -f-  b^  s\nnx) 


s  Alisîail  forme/ /em  en  t  d  l'équation  (3i),  et,  pour  /  =o,  cette  série  se  réduit 
au  développement  dey'(a'). 

Le  raisonnement  manque  évidemment   de  rigueur,  mais  il  est  facile  d'y 
suppléer.  Observons  d'abord  que    (i„\  et  |6„|ont  une  borne  supérieure  M; 

la  série  (33  )  et   les  séries  obtenues  iiour  —  et  sont  uniformément  con- 

vergentes  pour  toute  valeur  de  /  supérieure  à  un  nombre  positif-:;  il  suffit, 
pour  le  voir,  de  comparer  le  terme  général  au  terme  de  même  rang  de 
la  série  convergente  iMZn'-e-"''''.  La  relation  (3i)  est  donc  vérifiée  pour 
toute  valeur  de  /  >  t,  et  par  suite  pour  toute  valeur  positive  de  t,  puisque  - 
est  un  nombre  positif  arbitraire.  Il  reste  à  prouver  que,  lorsque  t  tend 
vers  zéro,  x  restant  constant,  la  somme  de  la  série  (33)  a  pour  limite  la 
somme  de  la  série  (Sa),  qui  est  supposée  convergente.  Or,  si  l'on  pose 
q  =  g-*',  la  série  (33)  est  une  série  entière  en  g 


(33)' 


f  = h    7  7"'(  a,i  cosnx  ■+■  b„  sin  nar), 
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dont  tous  les  exposants  sont  tics  carrés  parfaits.  Lorsque  /  tend  vers  zéro 
par  valeurs  positives,  q  tend  vers  l'unité  et,  d'après  le  théorème  d'Abel,  la 
somme  de  la  série  (33)'  a  pour  limite  la  somme  de  cette  série  où  l'un  a 
fait  ^  =  I,  c'est-à-dire  la  série  (3-.i). 

Il  est  à  remarquer  que  la  relation  (3ij  n'est  pas  nécessairement  vérifiée 
pour  ^  =  o  ;  c'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  si  la  fonction  donnée  y( a:)  n'a 
pas  de  dérivée  seconde  (  '  ). 

Remarque.  —  Chaque  terme  de  la  série  (33)'  peut  être  développé  on 
série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x.  En  remplaçant  chaque 
terme  par  son  développement,  v  est  représentée  par  la  somme  d'une  série 
«louble  dont  chaque  terme  est  une  puissance  de  x.  Cette  série  double  est 
absolument  convergente  pour  toute  valeur  positive  de  t.  En  effet,  soit  IVI 
une  limite  supérieure  des  valeurs  absolues  |  a„  |  et  \b,i\.  La  somme  des 
modules  des  termes  renfermés  dans  la  n'""*^  ligne  du  Tableau  est  évidem- 
ment inférieure  à  Mq^'e"?,  p  étant  égal  à  x\.  Or  la  série  dont  le  terme 
général  est  q^'e"?  est  convergente,  quel  que  soit  o,  lorsqu'on  a  g»  <  i.  Il  suit 
de  là  que,  pour  toute  valeur  positive  de  ^,  la  fonction  v=.¥(x,  t),  qui 
représente  l'état  calorifique  de  l'armille  à  l'instant  t,  est  une  /onction 
entière  de  x.  Une  fonction  continue  arbitrairement  choisie  de  x  ne  peut 
donc  pas  représenter  l'étal  calorifique  de  l'armille  à  une  époque  consécutive 
à  celle  où  on  la  laisse  se  refroidir  librement. 

488.  Refroidissement  de  la  sphère.  —  Supposons  qu'une  sphère  de 
rayon  \\  soit  plongée  dans  une  enceinte  à  o",  et  que  la  température  initiale 
d'un  point  quelconque  de  cette  sphère  soit  fonction  seulement  de  la  dis- 
tance /•  au  centre;  par  raison  de  symétrie,  il  en  sera  de  même  à  un  instant 
quelconque.  La  température  u  d'un  point  de  la  sphère  au  temps  t  est  une 
fonction  des  variables  /■  et  /,  qui  satisfait  à  l'équation 

I    Ou  _  ô-  u        1  ou 

^'  k    01    ~   Or-         r    Or' 

Cette  fonction  est  définie  pour  toute  valeur  positive  de  /,  et  pour  toute 

valeur  de   r  comprise    entre    o   et    R.    et  doit   se    réduire   à    une   fonction 

connue  y(r),  définie  de   o  à    R,   lorsque  t   devient  nul.   En  outre,   si   l'on 

admet  la  loi  de  déperdition  de   Newton,  cette  fonction  u  doit  satisfaire  à 

une   condition    à    la    surface,    qui    est    la    suivante;    pour    /•  =  1»,    on    doit 

Ou        ,  ,    ,  .  .  I  1  ■ 

avoir h  /tu  =  o,  /i  étant  une  constante  positive,  et  cela  quel  que  soit  t. 

Or 


(')  Ouellc  que  soit  la  fonction  continue  /(x),  il  résulte  d'un  lliéorèmc  de 
Weierstrass  que  la  somme  de  la  série  (.33),  où  a„  et  6„  sont  les  coenicients  de  la 
série  de  Fourier  provenant  def{x),  a  pour  limite  /{x)  lorsque  t  tend  vers  zéro 
par  valeurs  positives  {voci    E.  Picard,  Traité  d'Analyse,  x'  édition,  t.  I,  p.  283). 
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L'équalion  (34)  se  simplifie  «i  Ion  pose  «  =  -  et  devient 

(3-3)  — ,  =  7  —.^ 

^      '  or-        k   ot 

tandis  que  la  condition  relative  à  la  «urface  dc\ient 

(36)  Tr='-^'        (?»-'■=«) 

et  la  nouvelle  condition  initiale  est  v  =  rj{r)  pour  /  =  n. 

L'équation  (35)  est  identique  à  l'équation  (3i')  du  problème  derarmiilc, 
mais  l'intégrale  cherchée  doit  satisfaire  à  une  condition  aux  limites  tcuit 
à  fait  différente.  Pour  qu'une  srdution  de  la  forme 

V  =  e~^-'''' (  \  cosar  -4-  B  «in  jji/-) 

ç 

convienne  au  nouveau   problème,  il   faut  d'abord  que  -  =  u  conserve   une 

valeur  finie  pour  r  =  o,  et  par  suite  que  A  soit  nul.  Pour  que  cette  inté- 
grale vérifie  la  condition  (36),  il  faut  en  outre  que  a  soit  racine  de  l'équa- 
tion transcendante 

(37)  tang(uR)=  -j-^. 

On  démontre  aisément  que  cette  équation  admet  une  infinité  de  racines 

positives  jjlj,  [jlo,  ...,  ti,„,  ....  Si  l'on  pose  en  effet  [jiR  =  .r,  on  est  ramené 

à  rechercher  les  points   d'intersection   de   la   courbe  y  =  tanga:  avec   la 

droite  (i  —  hR)y  =  x.  Si,  par  exemple,  i  —  /«R  est  positif,  l'équation  (37) 

,  (in  —  i)-         (2rt-f-i)r 

a  une  racine  et  une  seule  entre  ^r et  tt :   cette  racine  est 

2  K  2  R 

supérieure  à  -rf- }   et  la   dilférence  de  deux  racines  consécutives  est  supé- 

rieure  à  — j- •  Cela  étant,  supposons  que  la  fonction  /y(r)soit  diveb-ppabio. 
dans  l'inlervalle  (o,  R  1,  en  une  série  de  la  forme 

(38)  r/( r)  =  A]  sin(  [Ji]  r)  H-  Ao  sin  (  jxo/-;  —  .  .  .—  A„  sin([x„/-) -1- .  .  ., 
les  coefficients  A,j  étant  constants.  F. a  série 

(39)  V  =  \i  e-H-ï'-'  sin(  tJti  /•)  -^  XnC-^-''''  sin(  (i.2/-)  -4-.  .  . 

donne  la  solution  du  problème.  En  effet,  cette  série  est  uniformément  con- 
vergente  pour  t^o,  et  si   l'on    pose  g— *' =  rjr,  on    peut    répéter   pour  la 

série  Z \„g\'-" sin{ix„r)  les  raisonnements  par  lesquels  on  établit  le  théo- 
rème d'Abel(I,    n°  182),    et   l'on  en   conclut   que    v   a    pour  limite   rfyr) 


(;u.Mi>i.i:.Mic.Nrs  kt  ii\j:nt:i(;i;s. 


lorsque  t  tend  vers  ziM-o.  Pour  cl  ('■  ni  on  lier  que  les  série?  fléfluilcs  de  c  i-ii 
diiïérentiant  terme  à  terme  sont  uniformément  convergentes,  on  n'a  qu'à 
reprendre  les  calculs  du  problème  de  l'armille.  La  seule  différence  consiste 
en  ce  que  la  suite  des  nombres  entiers  est  remplacée  par  la  suite  des 
noMilins    croissants    ^J.^.    u,,    ...    dans    laquelle    \x„ — \J-n-i    est    comprise 

-  3- 

entre  — —  et  — —  •  La   possibilité  du   développement  de  rf(r)  en   une  série 
■j.  l{        jA{  '^  ^'  ^  ^    y 

de  lu  forme  (38),  lorsque  cette  fonction  satisfait  aux  conditions  de  Diri- 
chlet,  a   été  établie  rigoureusement  par  Gaucliy  (')  (voir  Exercices, 'i). 


COMPLEMENTS  ET  EXERCICES. 

1.  Problème  traité  par  Fourier.  —  On  considère  le  solide  indéfini  com- 
pris filtre  deu\  plans  parallèles  B  et  C,  et  un  |)lan  A  qui  leur  est  norinai. 
On  suppose  chaque  point  .M  du  plan  A  maintenu  à  une  température  con- 
stante qui  est  une  fonction  donnée  o{x)  de  la  seule  liistance  x  de  ce  point 
au  pl;ni  B,  et  tous  les  points  des  faces  B  et  G  maintenus  à  o".  Il  s'établit  à 
la  lin  un  équilibre  de  température.  Trouver  la  température  finale  u{x,  y) 
en  lin  point  I'  dont  les  distances  aux  plans  B  et  A  sont  x  ely. 

La  fonction  «(ar-,  ^)  doit  satisfaire  à  l'équation  de  Laplace  A«  =  o,  se 
réduire  à  o{x)  pour  ^^  =  0;  être  nulle,  quel  que  soit  v,  pour  .r  =:  o,  et 
])Our  a"  r=  /,  et  être  très  petite   pour  y  très  grand.  On  part  de  la   -dlulion 

, r-    .    tnr.x       .         ...  ,        . ,  ...  , ,         ,  , 

simple  e       '     sin — - —  qui  satislait  aux  dernières  conditions,  et  I  on  devc- 

~  X 
loppe  '^(x)  en  série  de  sinus  des  multiples  de  —j-- 

'i.  Soient  ;ji,  '/  deux  racines  distinctes  de  l'équation  (^j).  DémDntrer 
fpron  a 


f 


II 
sinf  îj./-)  sin(  </ r  }(lr  =  o. 


Il  en  ri'suite  qu'on  piMit  dt'-lerniiner  les  coefficients  de  la  série  (  j<S  )  de  la 
même  façon  que  les  coefficients  d'une  série  île  {"'(luiier,  en  supposant  cette 
série  uniformément  conver^îente. 


(')  f//:itvres  complètes,  i"  série,  t.  VIL   Voir  uns-^i  :  IC.  I'icaud,  Traite  ilWna 
/yse,  l.  l\.  p.  i7r)-i()');  IL  Poincahk,  Théorie  analytique  de  la  propai^ntioii  de 
tu  ciialciir.  [Leçons  rédigées  par  Houycr  et  Itairc.  Ciiui».  XI  et  suivants.  | 


<..,  m. 


CHAPITHE  XXVI. 

ÉQUATIONS  LINÉAIRES  DU  TYPE  HYPERBOLIQUE. 


I.    —  ÉTUDE  DE  QUELQUES  PROBLÈMES  REL.\TIFS  A  LEQUATION 

•s  =  /(-^,  r)- 

489.  Détermination  d'une  intégrale  par  les  données  de  Cauchy. 
—  Nous  commencerons  par  étudier  eu  détail  un  certain  nonil)re 
de  problèmes  relatifs  à  l'écpiation  élémentaire 

(')  .^  =/(-•■'->■ 

une  intéi;rale  est  dite  ré gulière  dans  un  douiaine,  si  elle  est  con- 
tinue et  admet  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  continues 
dans  ce  domaine.  La  fonction  f{x^  y)  est  elle-uièuie  supposée 
continue  (').  Proposons-nous  d'abord  de  déterminer  une  inté- 
grale, connaissant  les  valeurs  ([u  elle  prend  sur  deux  caractéris- 
tiques de  systèmes  différents  ou,  d'uue  façon  plus  précise,  cber- 
chons  une  intégrale  se  réduisant,  poury  =  '»'o,  à  une  fonction 
donnée  a(^)  et,  pour  .r  =  x^,  à  une  autre  fonction  connue  'y'(j'), 
ces  deux  fonctions  satisfaisant  à  la  condition  cd(j7o)= '{'(^'o)-  Si 
les  deux  fonctions  '^{x)  et  'ii{y)  sont  déterminées  respectivement 
dans  les  intervalles  (^o,  x„ -i- cl)  et  (yoi  ^0  +  ^)5  l'intégrale 
(dicrcbée  est  elle-même  déterminée  à  l'inléricur  ilii  rectangle 
limité  par  les  droites  .c  =  x'o,  x  =  Xq  -+-  a,  y  i=j)-o,  jj'  ^yo  -+-  3.  et 
nous  pourrions  écrire  immédiatement  son  expression.  enobs('r\ant 

(pic  1  intégrale  double    /     dt   1    J\li   f,)  dr^  est  une   intégrale   de 

■'n  y<i 

(' )  On  suppose,  pour  siinplilicr.  les  axes  0.r  et  O  >'  rcLtaiigulaiies,  inuis  il  l>1 
clair  que  les  résullals  suiil  indépendants  de  ccUo  liypollicst,  si  l'on  écrit  les  inté- 
grales doubles,  qui  figurenl  dans  les  formules,  en  mettant  en  évidence  les  limites 
des  intégrations  successives  à  ellcclucr. 


I 


I.    —    l'IlOni.KMKS    RKI.ATIKS    A    1,'kQI  ATION    S  =  f(x,    y  ).  \  l ') 

l'cciualion  (  i  )  (|ul  esl  nulle  |)Oui'  ^  ==  i  y,  quel  que  soll  .v,  el 
|)ûur  x  =  Xn,  fjuel  que  soit  >'.  Mais  nous  traiterons  le  prol)lènie 
par  un  |>r()(ri|t'-  uaitorme,  .s'a()]>liqiiaiU  à  tous  les  problèmes  (pii 
vont  suivre. 

Su[)posons,  pour  lixer  les  idées,  a>>o,  [j  >  o,  et  soit  AliCiJ 
le  rectangle  dont  les  sommets  ont  pour  coordonnées  {x„.  fn)^ 
(xo  -h  a,  jo),  (^0  +  y-:  Vo  -+•  ';!>),  (-^0,  J'o  4-  ?)•  I>'"n  point  M  pris 
à  l'intérieur  ou  sur  le  contour  de  ce  rectangle  abaissons  les  per- 
pendiculaires Ml*  et  MQ)  sur  les  cotés  AB  et  AD.  Toute  inlt'- 
grale  -(.r,  y)  de  lécpiation  (  i  )  satisfait  aussi  à  la  relation 

les  deux  intégrales  doubles  étant  étendues  à  Taire  du  rec- 
tangle APM(^.  Or,  le  premier  membre  a  pour  valeur  (I,  n"  122) 
z{x,  y)  +  z{xQ,  jo)  — -(-^0,  y)~z{x,  jKo);  pour  l'intégrale 
chercbée,  z{x,  T'o),  ^O'i  -^o)  sont  précisément  les  fonctions 
données  's(x)  et  'i'(jK),  et  cette  intégrale  a  pour  expression 

(•3)  ^(x,y)^'^(x)^'b(y)-'^(xo)-  f    d^   f  /(l  r,)  dr^. 

*  -'il  >''< 

Il  est  évident  que  la  fonction  ainsi  obtenue  satisfait  aux  condi- 
tions imposées  ;  pour  qu'elle  soit  régulit're  dans  le  rectangle  ABCD, 
il  faut,  en  outre,  (jue  les  fon(ti(Jus  '-p(x)  et  '^{y)  aient  des  d('"ri\ées 
continues. 

Si  \c-  Iniiciintis  of./;)  (^1,  'Wv)  '■nul  coni i iiues,  ainsi  que  o'{x)  et  'V(^), 
sauf  pKiir  un  uoiuhrc  Ji/ii  de  valeurs  dt;  .r  comprises  entre  Xo  et  x» -^- a, 
el  pour  un  UMiuliii;  fini  de  valeurs  de  y  entre  _;K(i  eljKo-l-  p,  ^(^ij')  est 
régulière  dans  le  rectangle  ABCD,  sauf  le  long  d'un  nombre  fini  de  seg- 
ments de  caractéristiques.  On  voit,  par  là,  que  toute  discontinuité  de 
l'intégiale  ou  de  ses  dérivées  en  un  point  de  la  frontière  du  domaine  se 
manifeste  dans  tout  le  domaine.  Si  les  fondions  tpCa:)  et  'l(y')  n'ont  pas 
de  déri\ée,  z(x,  y)  n'(;^t  p;i-  ;i  piopi  (!iiicul  parler  une  iutri;ralf  de  I  ii|ua- 

lion   (1),   à    moins    d'adopter    ixoii-    la    d(;iivée  la    dilinition    L;ènéia- 

'  '  Ox  <)y 

lisée  (I,  n"  ''1-1). 

(jonsidiMons  maintenant  un  an-  de  {•oiiibc  \l)  ifii^'.  <^i")  'j'" 
n'est  renconlié    (pi Cn    un    |ioint    par   une    |)aiallèle    à   (liaciin    des 
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axes.  Le  problème  de  Caucliy  peut  être  posé  ainsi  :  Déterminer 
une  inlégrale  de  V équation  (  i  ),  connaissant  les  va/eurs  des 


V\z.  8',". 


Fig.  84" 
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dérivées  partielles  -^1  —en  un  iioinl  aueleonaue  de  /V//"C  AB, 
'  dx    oy  '  '  ^  ' 

et  la  valeur  de  l'intégrale  elle-même  en  un  point  de  eet  aie. 

D'après  les  hypothèses  faites  sur  Tare   AB,  on   peut   supposer 

(lue  les  deux  dérivées  parliclles  ^^  >  ---  sont  des  fonctions  données 
•  '  û.r    oy 

de  X  et  y  respecti\einenl  le  lonu  de  AB,  —  =zt.(x),  — ^  =-/(y). 

Supposons  de  plus,  |iour  fixer  les  idées,  (pie  1  On  connaisse  la 
valeur  Co  de  1  intégrale  au  point  A  Ae  coordonnées  ;\ro,  j^o)j  1^ 
valeur  de  cette  intégrale  en  un  point  (|uelcon(|ue  de  lare  AB  de 
coordonnées  (-2^,  J')  est  alors  donnée  par  la  fornnile 


(4) 


-=(^,r)  = -o-H  /    -{\)d\-^  \    /,{y, 


dr. 


On  peut  donc  dire   (pi  on  suppo'-c  connues   les  valeurs  de  1  inté- 

"rale  et  de  ses  deux  dérivées  pailiclli'S  —,  —  en  un  point  quel- 
^  ^  Ox    Oy  ^  ^ 

conque  de  lare  AB,  ces  trois  fonctions  t'iant  liées  par  la  rela- 
tion (4).  L'intégrale  satisfaisant  à  ces  conditions  est  déleriuinée 
dans  tout  le  rectangle  ACBD,  v  compris  les  côtt's.  Soit,  en  effet,  M 
lia  poiul  (|iielcon(pie  de  ce  rectangle  {Jlg'-  <^î")-  Les  parallèles  aux 
axes  menées  par  M  renconlrent  l'arc  Mîaux  points  1^  et  (J  respec- 
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tivcment  et  toute  intéi^rale  de  (  i  i  satisfait  à  la  relation 

^  '  ^  //  ^^^fe^  '''  '''  =  IP'  -  '  •  ^'  '''^" 

les  deux  intégrales  doubles  étant  étendues  à  Taire  du  triangle 
niixtili|j;ne  P.MO.  En  appliquant  la  fftrmule  de  Green  à  l'intégrale 
double  du  premier  niend)ro.  on  peut  la  reni[)lacer  par  l'intégrale 

curxdi^ne  /  —  c/r, ,  prise  le  l(»ni:  du  contour  dans  le  sens  direct, 
intégrale  cpii  se  léduit  évideuinient  à  c,| — -^p-f-  /  —  d'r^\  nous 
désignons  pour  abréger  |)ar  :;„  la  valeur  de  z{x^  y)  au  point  M  de 
coordonnées  (x,y).  Pour  l'intégrale  cherchée,  —  =y(^r^')  le  long 
de  AH.  (^ette  intégrale  a  donc  pour  cxj)rcssion 

->r  =  -1 —   /      /. '  r,  )  dr,  —  fi      /i  ; ,  V.  .  d\  df, , 

ce  fpion  peut  encore  écrire,  en  tenant  compte  de  la  relation  (4), 

(G)  zix,  y)=Zo~-  I      T.(})  c?;  -h    /     /_(  r.  )  dr,  -^  f    i       /•  ?•  r,  )  d\  dr. 

On  \(''rifie  que  cette  fonction  z{x.  y)  est  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (i)  satisfaisant  aux  conditions  de  Caucliv,  en  observant  ipie 
l'intégrale  double  du  second  membre  est  une  intégrale  particulière 
de  (i)  qui  est  nulle,  ainsi  (|ue  ses  dérivées  |iartielles  du  premier 
ordre  pour  tout  point  de  l'arc  AB  (1,  n"  l!2!2.  p.  .^ii).  On  peut 
encore  écrire  la  formule  (6)  S(jus  les  formes  (''quivalfutes 

'  G /  z^  =:;,.-+-    /      /  (  r,  »  dr,  ^   1  /(  ç,  r,  )  f/ï  dr, , 

•-'(PQ/  '■'   «- iPMQ) 

(  r.  /'  ^M  =  Cy  --    f     ~a)d\^.-  f  f       /(  ï,  r.  )  d\  dr„ 

•    OPi  •     •    P>i<J 

où  n  intci  \  iriincnt  ipif  les  xalcurs  de  rinh'-grale  el  d<'  I  une  de  ses 
dé-rivé-es  le  long  de  l'inr  AH.  Ou  xtiidera  sans  itnnc  que  ces  for- 
mules s  applupieul  aussi  d.ins  le  cas  où  1  arc  AH  a  la  di>;poMlion 
d<'  la  figure  (S^''.  j  condition  di'  clian^er  !<■  signe  de  I  mlcLiralf 
double. 

L  intégrale  (6)  sera    régulière   dans    toul    le    iL'clnngle,    pnniMi    ipio    les 
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fonction?  -(x)  et  '/(y)  soient  continues  dans  ce  domaine.  Si  ces  fonctions 

,        r    ■^  ■  11-  ••    •    I        ....      àz     dz 

ont  nn  nonilu»;  fini   de   |)0ints  de  disconlinnitr,  les  dérivées  -r— >  —  seront 

ox     Oy 

discontinues  le  long  de  certains  segments  de  caractéristiques.  De  même, 

si    l'on    se   donne  la   valeur   de  l'intégrale  z  =  '!»   en   un  point  quelconque 

de  AB.   et  la   dérivée  partielle  —  ^=t.{x).   pour  que  la  fonction  z{x,  y) 

représentée  par  (6)"  soit  régulière,  il  faut  que  la  diflerence  '!>  —   /      r.{\)(l\ 
soit  une  fonction  de  ^admettant  une  dérivée  continue  le  long  de  l'arc  AD. 

Les  formules  qui  résolvent  le  problème  donnent  lieu  à  quelques 
remarques  importantes  : 

i"  Il  est  (''Nidenl  sur  ces  lormules  (jiie  la  valeur  de  rinléyrale 
au  |)(iiiil  M  ne  dépend  que  des  valeurs  que  prenuenl  la  Ibncllon  et 
ses  dérivées  du  premier  ordre  le  loni;  de  1  arc  IH  ),  et  par  suite  la 
valeur  de  z-{x.,  y)  en  un  point  infiniment  voisin  de  l'arc  \l>  ne 
dépend  que  des  valeurs  de  c  et  de  ses  dérivées  sur  la  portion  de 
l'arc  AB  infiniment  jwisi/ie  du  j)oint  M.  Ces  formules  (6),  (())', 
(6)"  ne  font  connaître  z  qu'à  l'intérieur  du  rectangle  ABCD,  mais 
les  données  de  Cauchy  le  long  de  AB  ne  déterminent  une  intégrale 
(pie  dans  ce  domaine.  Il  existe  en  ellet  une  iiilinité  d'Intégrales 
de  (i),  régidières  dans  un  domaine  i^)  contenant  le  rectangle  ABCD, 
et  qui  coïncident  avec  l'intégrale  j)récédenle  dans  ce  rectangle. 
[*oiir  l)ien  saisir  ce  ])oint  essentiel,  prolongeons  I  arc  AI)  dans  les 
deux  sens,  de  façon  à  obtenir  un  arc  A'B'  satisfaisant  aux  mêmes 
conditions  que  AB,  et  donnons-nous  le  long  de  \'B'deux  ftuic- 
lions  continues  de  x  et  de  v  respectivement  qui  coïncident 
avec  7i(.r)  et  '/{y)  dans   la    portion    AB.   I/int(''grale   de   i  l'i   tpii 

nrenil  la  valeur  z,.  au  point  A.  et  dont  les  (l(''nv(''es  partielles  -^ ,  — ^ 
'  '  ^  ox    oy 

sont  égales  à  ces  fonctions  le  long  de  A'B',  est  régulière  dans  b,' 

nouveau  rectangle  A'B'C'D',  et  elle  coïncide  avec  l'intégrale  (()) 

à  l'intérieur  et  sur  les  cotés  du  rectangle  ABCD.  Si  la  première 

intégrale  admet  des  d(''rivées  partielles  continues  jusqu'à  l'ordre//, 

on  peut  toujours  cboisir  les  nom  elles  données  de  façon  à  conserver 

la  conlinuilé  de  ces  dérivées  quand  on  sort  du  rectangle  ABCD. 

a"   Considérons    en    paitieiilier    1  e([ualion  .v  =  o    et    I  intégrale 

Z(.r,  y)  de  cette  (Mpialion  cpii,  le  long  de  lare  AB,  se  réduit  à  une 

fonction  continue  <t  du  paramètre  qui  fixe  la  position  d'un  point 
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sur  cet  arc,  tandis  que  —  est  é^ale  le  Ions  de  Alî  à  i\nc  autre  fonc- 

lion  continue  II (x).  Cette  intégrale  est  représentée  |)ai-  la  for- 
mule (6)",  où  Ton  suppose /'^  o,  et  -(ç)  remplacée  par  II(ç). 
Supposons  cpie,  le  long  de  AB,  les  deux  fonctions  <I>  et  n(x) 
puissent  être  dévelop|)ées  en  séries 


*  =   'il-4-G2-l-...-+-Ç/ 
n(x)  =  -x(x)  -r-  -.,{X}  -+-. 


-,(  X) 


la   seconde    étant    uniformément    comergenle.   La   formule   <pii 
donne  'L(^x^  y)  peut  alors  s'écrire 


1) 


fl,^-r;> 


àZi 


où  ^/(x,  j')  est  l'intégrale  ([iii    se  réduit   à  C5/,  tandis  que  ^  est 

égale  à  7:/(:r),  le  long  de  VB.  Celte  remarque  s'étend  aussi  aux 
problèmes  que  nous  allons  traiter  dans  les  j)aragraphes  suivants. 
3"  Le  premier  problème  traité  peut  être  considéré  comme  un 
cas  limite  du  problème  de  Cauchy.  En  elfet,  quand  on  se  donne 
la   fonction    'f(^)    à    laquelle    se    réduit    une    intégrale    -(a',  jk) 

pour  j'  ^  l'o,  on  connaît  par  là  même  la  dérivée  —  ^  '■^'(•3^)  le  long 

de  cette  caractéristique.  La  dérivée  —  dépend  encore  d'une  con- 

stante  arbitraire,  mais  si  l'on  connaît  en  outre  la  lonclioii  'v(^v)  à 

hupielle  se  réduit  z{^x^  y')  pour  :r  =  .Tq,  —,  est  connu  pour  x  =  Xq, 

y=iyo,  et  par  conséquent  sa  valeur  est  déterminée  en  tous  les 
points  de  la  caractéristique  y  =jKo  (i^"  474).  Nous  allons  traiter 
d'autres  problèmes  où  l'on  se  donne  la  valeur  de  l'intégrale  sur 
certains  arcs  de  courbe,  qui  ne  Sf)nl  |)as  des  caractéristiques,  avec 

les  doinn'CS  de  Caucliv  sur  dinili-e-;  |)nili(iiis  de  couibes. 


41)0.  Problèmes  mixtes.  —  Soient  OVl!(^  le  rcil;iii^le  liniiti'  p;ir 
les  droites  x  =  o,  x  =  «  >»  o,  y  =  o,  y  =  />  >  o,  et  (  >l  )  un  ,nr  de 
courbe  issu  de  l'origine  et  situé  dans  ce  rectangle,  le!  (pie  la  paral- 
lèle à  Ox  menée  [)ar  un  point  qiuîlconcpie  M  de  ce  rectangle,  ren- 
contre OD  en  un  [)oint  N  et  en  un  seul.  Cet  arc  OD  est  représenté 
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par  une  équation  .r  =  -(  r),  la  fonction  "(y)  ('■lant  continue  clans 
1  intervalle  (o,  b).  Proposons-nous  de  trouver  une  intégrale  :-[j\_]-) 
(le  (  I  )  se  réduisant  à  une  fonction  o{:r)  pour  jk  =  o,  et  à  une  auli-e 
fonction  '!/(»')  lorsque  le  point  M  vient  sur  lare  OD,  les  deux 
fonctions  a  et  •!>  vérifiant  la  condition  cp(o)= '11(0).  Si  les  deux 
fonctions  'j>{.r)  et  '\i{y)  sont  déterminées  dans  les  intervalles  (o,  a) 
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et  (o,  b)  resi)eetivement,  1  inlégrale  clicrchée  est  déterminée  dans 
le  rectangle  OACB.  Nous  avons  en  eiVet,  pour  une  intégrale 
-ciuclconque  de  fécjualion  (  i  ), 

^^)  f  f  '-^-^^  ^'  ^■^'  =   f  /'•^^^'  '''^'''  ''"" 

les  deux  intégrales  doubles  étant  étendues  à  l'aire  du  rec- 
tangle Mi\(H*.  Mais  linlégialc  double  du  premier  membre  est 
égale  à  ;,|4-;y  —  r,j  —  ^|,,  et  c^,  r,^,  Zy,  sont  connus  daprès  les 
conditions  aux(|uelles  satisfait  liiitégrale  considérée  ^(x,  j)');  nous 
avons  donc,  pour  la  valeur  de  cette  intégrale  au  point  M  de  coor- 
données {.r^y),  l'expression  suivante  : 

^9)  -(•^•'ri=  ?(^)-*-'}'O0— ?[^(r)]^    /     I    fi;,  r,)cr:dr„ 

^     ''tu 

et  1  on  voit  aisément  (pie  le  signe  de  rintégrale  double  doit  être 
changé  lorsque  le  |)oint  M  est  situé  entre  lare  Ol)  et  TaxeO)'.  Inver- 
sement la  fonction  z(x^y)  représentée  par  cette  formule  satisfait  à 
•toutes  les  conditions  voulues.  D'une  part,  il  est  évident  (piCile  se 
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i('-(luil  ;'i  'i(^)  lorsque  le  point  M  \leiit  sur-  OA  clà  'I/(j)-)  lorsque  M 
\ienl  sur  l'arc  OD.  D'autre  part,  c  est  une  intéi;rale  de  (i),  car 
I  inléi;rale  double  qui  est  au  second  membre  est  la  diflerence  de 
deux  intéi^rales  doubles  dont  lune  est  étendue  au  icctangle  OPMS 
et  l'autre  au  rectangle  OQNS,  et  celle  dernière  inlégrale  ne 
dépend  que  dey.  Cette  intégrale  z[x^y)  est  régulière  dans  le  rec- 
tangle OACB  pourvu  que  les  fonctions  ç,  <]>,  -  aient  des  dérivées 
continues  dans  les  intervalles  corres|)ondanls.  Nous  remarquerons 
(pià   1  origine  les  déuxées  ])artielles /?o  et  q^  \érilient  la  lelation 

uo;  <7o-l-/>o-n:'(())=  ■y(o), 

(pielle  que  soit  la  fonction  c5(^). 

Supposons  en  second  lieu  que  l'on  connaisse  la  valeur  de  1  inté- 
grale et  de  ses  dérivées  le  long  d'un  arc  OA  situé  au  dessous  de  Ox 

Fis.  86. 


et  la  \al('ur  di;  I  intégrale  seulement  le  long  d  un  arc  <)}•',  siIik-  au- 
dessus  de  Ox  {Jlg.  8()). 

L'arc   OA  n'est  rencontré  qu'eu   un   |)oiiit  par   une  parallèle  à 
chacun  des  axes  dans  le  rectangb;  (JI)AII,  tandis  (pie  l'arc  ()!'.  est 
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rencontn''  en  un  point  et  en  un  seul  par  loiilc  parallèle  à  0:r(lans 
le  rectangle  OHBC.  Sur  l'arc  OA  on  a  les  données  de  Cauchy,  «'t 
|)ar  suite  l'intégrale  est  déterminée  dans  tout  le  rectangle  ODAH 
et  en  particulier  sur  OH.  Connaissant  les  \aleurs  de  l'intégrale 
sur  OH  et  sui-  OK,  nous  sommes  ramenés  au  problème  précédent, 
en  supposant,  bien  entendu,  que  les  valeurs  données  pour  1  inté- 
grale tendent  vers  la  même  limite  au  j^oint  O,  sur  les  deux 
arcs  OA  et  OE.  Mais  il  y  a  lieu  de  prt'-senter  une  remarque  essen- 
tielle. Appelons  z-i(x,  y)  Tintégrale  qui  est  déterminée  dans  le 
rectangle  ODAH  j)ar  les  données  de  Cauchy,  le  long  de  OA. 
et:;2(.r,  y)  l'intégrale  déterminée  dans  le  rectangle  OHBC,  (pii 
coïncide  avec  z-t  (j\y)  le  long  de  OH,  et  qui  se  réduit  à  une  fonc- 
tion connue  z  =  '}(j>^)  le  lo^^o  tle  1  arc  OE,  qui  a  pour  équa- 
tion X  ^-(y).  Ces  deux  intégrales  sont  égales  en  tous  les  points 

de  OH,  et  par  suite  il  en  est  de  même  de  leurs  dérivées-^»  -^> 

*  (Jx      ti.r 

••I  ,  ,  ,  ,  .     .      ,         OZf       liZ-i 

mais  rien  ne  ijrouve  (lu  il  eu  sera  de  même  des  tlerivees  • — ;  — ? 

et  cela  n  aura  pas  lieu  si  les  données  sont  quelconques,  i^ourqu  il 
en  soit  ainsi,  il  suffît  que  ces  dérivées  soient  égales  à  l'origine 
(n«  i73,  p.    H)).  Appelons 

(Pi)o,     (ci)»,     (Pi)o,     (g-'i^ 

les  valeurs  des  dérivées  de  ;,  et  île  ^^  à  l'origine;  (p\),)  et  (q\)o 
sont  connues  d'après  les  conditions  de  Cauchv  relatives  à  l'arc  OA. 
On  a  de  pins  (/?o)o  =  (/0,  )o  ;  pour  (pion  ait  aussi  (  r/.,)o^={f/i)o'  d 
faut  et   il  suflit.   d'après  la  remarque  faite  tout  à  llieiire,  ([u'on  ait 

Lorstpie  celte  conduion  est  salisfailf.  I  inl('gr,ile  (jui  coïncide 
avec  z,{x,y)  dans  le  rectangle  ODAH  d  avec  Zii-r,  ^^)  dans  le 
rectangle  OHBC  est  régulière  dans  tout  l<-  rectangle  ABCD.  Sa 
valeur  on  un  point  du  rectangle  OUAH  est  fournie  par  la  for- 
mule ((il.  ()ii  peut  olili'iur  direcleinenl  sa  valeur  en  un  pninl  du 
rectangle  OlHîC  eu  pinhuil  «le  la  relation 

les  deux  intégrales  doubles  étant   étendues  au  cpiadrilatère  mixli- 
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liuiic   M^(H^,  et  en  appliquant    la   ("urimile   de  Green   au   pieuiicr 
meinl)re.  Ou  trouve  ainsi 

(II)       z^y^zv-^zs— z^-^   j      ■/J.r,)clr,-r-    I     /         /(;,  rjrf;fl?r„ 

en   supposant  que,  le  loni;  de  OA,  la  dérivée —^  se  réduit  à  y  ()). 

L'intégrale  doujjle  qui  est  au  second  membre  doit  être  changée  de 
sig;ne  lorsque  le  point  M  est  entre  Tare  OE  et  OC. 

On  pourrait  imaginer  bien  d'autres  combinaisons  pour  déter- 
miner une  ialf'grale,  par  exemple  supposer  connues  les  données  de 
Caueliy  le  long  dun  arc  AB,  et  les  valeurs  de  l'intégrale  le  long 
de  deux  arcs  de  courbe  AC,  BD  issus  des  j)oints  A  et  B.  Le  |)ro- 
blèuie  des  cordes  vibrantes  (n"-493)  nous  oHrna  un  exemple  de  ce 
genre. 

i!)!.  Détermination  d'une  intégrale  par  ses  valeurs  le  long  de  deux 
courbes.  —  J.e  dernier  problème  traité  ne  serait  pas  délerniiné  si  l'on  se 
donnait  seulement  les  valeurs  de  l'intégrale  le  long  des  deux  arcs  OA  et  OE. 
puisqu'on  peut  encore  choisir  arbitrairement  la  fonction  à  laquelle  se  réduit 
l'une  des  dérivées  partielles  de  z  le  long  de  OA.  Mais  il  n'en  est  plus  de 
même  quand  les  deux  arcs  sont  situés  dans  le  même  angle  des  caractéris- 
tiques. Considérons,  dans  le  rectangle  OABG,  deux  arcs  de  courbe  issus  de 
l'origine  (>D,  01>,  dont  l'arc  inférieur  OD  n'est  rencontré  qu'en  un  point 
par  une  parallèle  à  O^,  tandis  que  l'arc  Olî  n'est  rencontré  qu'en  un  point 
par  une  parallèle  à  0.r.  Soient  y  =  ~(x),  x  =  /  (j')  les  équations  de  ces 
lieux  arcs  de  courbe,  qu'on  a  représentés  par  des  portions  de  droite,  pour 
la  commodité  du  dessin  {fig.  87).  Il  existe  une  intégrale  de  l'équation  (i) 
et  une  seule  se  réduisant  à  une  fonction  donnée  ç(x)  le  long  de  OD,  et  à 
une  autre  fonction  donnée  '\{y)  le  long  de  OE;  nous  pouvons  évidemment 
supposer  que  ces  deux  fonctions  sont  nulles  à  l'origine. 

Nous  traiterons  d'abord  le  cas  où  '-i(^)  et  '^(.}')  sont  nulli-s  idenli- 
quemenl. 

A  partir  d'un  point  quelcouqui'  M  du  rectangle  OABG,  on  trace  deux 
lignes  JMisées.  L'une  L,  figiuée  en  traits  pleins,  s'obtient  en  menant  par  M 
la  parallèle  M/nj  à  OjK  jusqu'à  sa  rencontre  eu  in\  avec  0I>,  puis  la  paral- 
lèle m^i>\  à  O./-,  I;i  parailèii-  px'n^  à  Uj',  et  ainsi  de  suite  allcinalivement . 
La  seconde  li^ue  brisée  I/,  mar(|uéi'  eu  pointillé,  s'obtient  par  une  cnn- 
struclion    analogue,    en    commençant    par   la    parallèle    \\n\    à   <>./.    11    <'~i 

clair  r|ue  ces  deux  lignes    brisées  ont   un    n loi;    indèliin   de   côtés    et   se 

rapprochent  de  plus  en  |)lus  de  l'origine. 

Cela  posé,  soirnt  I  cl  1'  les  iiU(''i,'i  ait"- d(iul)lc-.  /    //(;,  r,)  ^/;  f//  cleiidues 
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ri.'speclixeniciit.  aux  pdilions  du  |il;ii)  ( oiiipriM's,  d'ime  |)arl,  cniro  0.r.  la 
ligne  J>  el  rordoniu'e  MF,  d'autre  part,  entre  Oy,  la  ligne  L'  et  la  droite  MQ. 
Il  est  clair  que  ces  intégrales  ne   dépendent   respectivement  que  de  v  it 
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M 

K^ 

r 

Q 

Z 

M 

1) 

A 

iM, 

_^ 

/ 

M. 

.^ 

^>-^v 

p 

/    l". 

KV 

../•'•^ 

'"a 

\"'       i^-''''^ 

J>^^1i 

^^^ 

L'-^u 

- 

P 

A      •'" 

de  )'  et  (jue  les  deux  lignes  L  cl  Fj' sont  confondues  lorsque  le  point  .M  vient 
sur  Tune  des  lignes  OD,  OE.  La  fonction 

- (-2^,  y)^  ^    f'/i l  -^  ) ^n  <h  - 1  - 1' 

•    0        •    I) 

est  donc   une   inlcirrale  de   l'iVinatiiin   =  /"(a-     y)     ciui   de\ieiil  niilli' 

'  OxOy       ^       '  ^  /'    1 

lorsque  le  point   M  \iinl  sur  ()!>  011  snr  OE. 

Pour  traiter  le  cas  nù  l<'-  l'onctions  o(.r )  et  6(j')  sf>iit  i|iielcni)<|iics,  d(''-i- 

gnons  par  F(.r,  j')  l'inti-grale  dniililc    /        /     _/'(;.  r,)  r/;  </i-,  qui  est  uni"  lonc- 

«  ^1       «0 

lion  régulicie  dans  le  rectangle  OAIÎG.  Si  Z(.r,  >')  est  une  autrt;  inli'giale 

.,..,,,.  '  ÔHZ-V) 

rei;ulierc  de    Iciiuaiion  (  n,   on    a =0,    et    par    consefnicnl ,    en 

i)x  ùy 

«•l'iisidi'iaiit    siicccssivenicnt    l(His    les    rectangles     M /;,  M , ///j,    Mi/'i  Mj'/i, 

.Mj/Zj  M-, ///o,   ...,  im  peut  (•ciiie  la  série  d'égalités  (I,  n'  X"!"!): 


(\i) 


'Ly\  -r-  Z\||  —  Z,„|  Z„,  —     1)1  -t-  Fm,  —  l"«,    —  E,„,, 

1  Zm,  -\-  Z.M.^  —  Z/,,  -  Z,/,  =  Km,  -t-  Em.^  —  V ,,^  —  l\/,, 
I  Zm,  -t-  Zm,  —  Z,„,  —  Z,,^  —  Em,  -4-  •''m,  —  E,,,^  —  F„^. 
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Dans  cette  suite  d'égalités  tout  est  connu,  sauf  Zm,.  Zm..  ....  l'oiir  éli- 
miner CCS  inconnues,  il  suffit  d'ajouter  les  éj^aiités  précédentes  a|)rès  les 
avoir  multipliées  par  -•- i  et  — i  alternativement.  On  obtient  ainsi  Zji 
exprimé  par  une  série,  et  l'on  démontre  qu'inversement  cette  série  est  con- 
vergente et  représente  une  fonction  régulière  dans  le  rectangle  OAB<;, 
satisfaisant  au\  conditions  du  problème  ('). 

Remarque.  —  Coupons  les  rieux  arcs  OD,  OK  par  un  aie  tel  qm: 
\\)\.(Jig.  87).  Une  intégrale  serait  ilélerminée  dans  un  domaine  facile  à 
définir  si  l'on  connaissait  les  données  de  Gaucliy  le  long  de  1\H  et  les  valeurs 
de  l'intégrale  le  long  de  HD  et  de  KK.  Dans  le  cas  de  la  figure,  la  valeui- 
de  I  intégrale  en  M  s'obtiendrait  en  ajoutant  au\  trois  égalités  (19.^  la  for- 
mule obtenue  par  l'application  du  théorème  de  Green  à  l'intégrale  double 


J  J  Ot_  or, 


^^clldr. 


•  icndue  à  l'aire  du  pentagone  mixtiligne  y^zPii'sq.,,  et  en  éliminant  les 
incniinucs  Zm,,  Zy,.  Zm^. 

i02.  Mouvement  rectiligne  d'un  gaz.  —  Considérons  un  tuyau  rvliu- 
drique  rempli  de  gaz,  fermé  à  une  extrémité  O,  et  indéfini  dans  I  autre 
>ens;  si  l'on  imprime  à  la  tranche  qui  est  en  0  un  certain  mouvement  au 
moyen  de  la  paroi,  ou  liiin  piston  mobile,  il  en  résulte  pour  la  colonne 
d  air  contenue  dans  le  cylindre  certaines  modifications  qu'on  étudie  en 
Acoustique.  Soient  .M.\  une  tranche  de  gaz  située  à  la  distance  x  de  O,  z  son 
déplacement  à  l'instant  l\  z  est  une  fonction  de  x  et  de  t,  et  des  considé- 
ratif)ns  physiques  prouvent  que  z  satisfait  à  l'i^quation   aux  dérivées  par- 

lirii.-s 

O- Z          „  <i'-z 
'  I  3  )  — -  =  a-  ; , 

n  ■  ■  ■    i      r  ^-^ 

n  ciant  une  constante.  Cette  équation  se  ramené  a  la  lorme  —z —  =  o,  en 

prenant  pour  nouvelles  variables  ;  =  ar -+- «/,  r^  =  a*  —  at,  pourvu  qu'on 
suppose  continues  les  dérivées  j)arlielles  du  second  ordre  de  -(I,n"(');i),  et 
par  suite  les  caractéristiques  sont  représentées,  dans  le  plan  des  o-/,  pai- 
les  deux  familles  de  droites  x  ±  a(=  C. 

L'iniigiale  cherchée  doit  satisfaire  aux  rondiiions  suivantes  :  1"  à 
I  iu«l;inl    oiigiiie   t  =^  o,   la   paroi   et  la   colonne  d'air  sont   au   repos,  r'est- 


(  '  )  K.  GounsAT,  Annalex  de  Ict  Famltc  des  Sciences  de   Toulouse, 
l.  M,  1904,  p.   117. 
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■       1-  •  <^-  III 

a-ilire   qii  un   a  z  =  o, -r-  ^o   iinur  ^  =  o,  x  -o;   ce  scml    les    donneivs   oc 

Caucliy  le  l(jt)g  de  la  pai'tie  positive  de  l'axe  Oa:; 'i"  on  iiii|)riiiie  à  la  tianchc 
initiale  un  mouvement  dont  la  loi  est  connue,  c'est-à-diic  que  poni  .r  =  o, 
t^o,  z  doit  se  réduire  à  une  fonction  f{t),  qui  est  nulle  ainsi  f|ne  sa 
dérivée  pour  <  =  o.  Le  problème  à  résoudre  est  donc  un  problème  mixte, 
et  la  solution  n'-siillc  aisément  de  la   tliéorie  générale  du    n"  490.   Menons 

par  l'origine  les  deux  caractéristiques  x  ^=  ±  ai  { fig.  88).  Puisque  ;:  et  -^ 

sont  nuls  le  loni;  de  U.r,  z  est  nul  aussi  dans  tout  l'ançile  des  caractéris- 
tiques LOL',  et  en  particulier  le  long  de  OL.  Pour  avoir  la  valeur  de  z  en 
un  pùiuL  .M(j",  /)  situé  au-dessus  de  OL,  menons  la  parallèle  Wm  à  OL,  et 
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les  parallèles  MN,  mn  à  la  seconde  caractéristique.  D'après  ce  qu'on  a  vu 
plus  haut,   on  doit  avoir  Z>|  -i- Z,j  =  Z.\- -(- Z„,.  et  par  suite  Zji  =  Z,„.  Or, 

l'oidonnée  ilu  point  m  est  / >  et  par  suite  Zu  ^  f\  t )•  En  résumé, 

«  '       "^  \         a  J 

l'intégrait*  cherchée  a  pour  expression 

.  =  o  (pour.^^),  ^=/(/_'rj  (pourr:-^). 


On   voit   qui-   \,\   tranche   à   une   dislance  x  de  la    lianclic   initiale   reste  en 

X 

repos  tant  qu'on  a  /  —  ;  la  constante  a  représente  donc  la  vitesse  de  pro- 
pagation de  l'onde.  Si  l'on  cesse  d'agir  sur  la  tranche  initiale  au  bout 
d'un    temps   T,   la   fonction  fit)    reste    constante    pour    OT;  la    tranche 

d'abscisse  .r  qui  entre  en  mouvement  à  l'in-iiui        revient  au  repos  à  partir 

II 

1       1  •  •  X  ,  ,.  X 

de   1  instant 1- T.   I/inté'Male  ne  dépendant  iiuc  de  / >  on   voit   que 
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l'onde  se  propage  tout  entière  sans  cliangement  intérieur:  on  dit  qu'une 
pareille  onde  est  régulière  <  ^  ). 

Considérons  en  second  lieu  un  cylindre  indéfini  dans  les  deux  sens. 
\ou<  supposerons  que  l'ébr.inlenient  initial  a  été  produit  eu  une  portion 
limitée   du   tuyau;   analytiquetnent,  cela    revient   à   dire   que,    pour   ^  =  o, 

^  et  —  doivent  se  réduire  à  des  fonctions  donnéesy^  t)  et  '^(x)  qui  sont 

nulles  en  dehois  d'un  intervalle  (o,  /).  C'est  le  problème  de  Caucliv  lui- 
même,  les  données  étant  portées  par  l'axe  des  x  tout  entier,  et  nous  pou- 
vons prévoir  sans  aucun  calcul  la  nature  de  la  solution.  Par  l'origine  et 
par  le  point  A  d'abscisse  /  sur  Or,  menons  les  caractéristiques;  ces  droites 
divisent  le  plan  en  un  certain  nombre  de  régions  (  fig.  89).  Soient  MP, 
MQ  les  deux  caractéristiques  qui  passent  en  un  |)ointM;  nous  avons  vu 
que  la  valeur  de  l'intégrale  en  .M  s'exprime  par  une  intégrale  prise  le  long 
de  PQ,  qui  ne  dépend  que  des  donnéesy(arj  et  '^(x).  Ces  fonctions  étant 


(')  En  réalité,  i'équalion  (i3)  ne  convient  qu'aux  y>ie^/^5  mouveinenla  i\t%  gaz. 
L'cc)uation  exacte  est 

/■  et  m  étant  deux  constantes  dont  la  seconde  m  est  supérieure  à  l'unité.  On 
passe  de  (i-5)'  à  l'équation  simplifiée  du  texte  en  supposant  que  les  variations 
de  'Y {p)  pendant  le  mouvement  sont  infiniment  petites,  et  en  remplaçant  •y'(/>) 
p;ir  une  constante  a.  Mais  on  peut  aussi  résoudre  le  problème  proposé  pour 
l'équation   (  i3)',  c'est-à-dire  trouver  une  intégrale  z(x,  t)  de  cette    équation, 

,     .  .  .  ,  ,  ')Z  <)Z  -y 

conlinue,   ;iinsi  que  ses  dérivées  du  premier  ordre  p  =  — >  rj  =    — -i  pour  X  £;  o, 

<  ^  o,  s'annulant  pour  t  =■  o,  quel  que  soit  x,  et  se  réiluisant,  pour  x  =  n.  à  une 
fi)ncLion/(/).  qui  est  nulle,  ainsi  que /'(<)>  pour  t  =  o.  D'après  la  signification 
[diysique  de  ce  problème,  un  point  de  la  partie  positive  de  Ox  reste  en  repos 
jusqu'à  un  certain  moment  t  =  o(x),  ^(-r)  étant  une  fonction  positive  et  crois- 
sante, c'est-à-dire  qu'il  y  a  une  propagation  par  ondes.  La  surface  qui  repré- 
sente l'intégrale  cherchée  se  confond  donc  avec  le  plan  -  =  o  dans  la  région 
comprise  entre  l'axe  Oa;  et  la  courbe  t  =  o{x).  Au-dessus  de  cette  courbe  C,  la 
solution  cherchée  est  représentée  par  une  surface  tangente  au  pian  des  xy  le 
long  de  C,  et  nous  sommes  ramenés  au  problème  d'Hugoniot  (p.  ■;.!)• 

On  a  VII  plus  haut  que  cette  surface  intégrale  S  est  une  développable  tangente 
au  plan  des  xy  suivant  la  courbe  C,  qui  est  une  caractéristique  pour  la  solu- 
tion z  =  0.  Dans  le  cas  actuel,  les  caracléristi([ues  situées  sur  le  pian  des  xy  sont 

X 

les  deux  systèmes  de  droites  ^  =  /„  rh  -— Comme  la  courbe  C  doit  passer  par 

•'  'y  (o) 

l'origine  et  être  située  dans  l'angle  xOi,  si  la  Iranclie  initiale  entre  en  vibration 
à  l'instant  f  =  o,  cette  courbe  C  se  confond  forcement  avec  la  droite  D, 
X  =.  /•y'(o),  et  nous  voyons  déjà  que  i'onde  se  propage  avec  une  vitesse  con- 
stante 'Y  (o). 

Pour  achever  de  déterminer  la  surface  S,  nous  remar(pions  ipielle  doit  vérifier 
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tiiiHcî  à  droite  de  A  et  à  ijaiiclie  de  O.  l'intégiale  cliercliée  e-^t  nulle  dans 
le>  légions  (I)  et  (I  /,  elle  est  égale  à  une  constante  K  dans  la  région  (II), 
et  à  la  même  constante  changée  de  signe  — K  dans  la  région  (II)'.  Dan'^ 
une  des  régions  marquées  par  des  liacliures  horizontales  seulement,  elle 
conserve  une  valeur  constante  quand  M  se  déplace  parallèlement  à  la  carac- 
téristique OB;  c'est  donc  une  fonction  de  x  —  at\  de  même,  dans  une  des 
régions  marquées  par  des  hachures  verticales  seulement,  c'est  une  fonction 
de  x-r-at.  Knfin,  dans  le  parallélogramme  OCAB,  elle  dépend  à  la  fois 
de  X  -~-  at,  et  de  a"  —  at . 

Il  est  facile  de  vérifier  ces  conclusions  |)ar  le  calcul.  L'intégrale  généiale 
de  l'équaiion  (i3)  est  z  =^¥ {x  -^  at)  -^  '^{x  —  at),  les  fonctions  F  et '!> 
n'étant  déterminées  (|u"à  une  constante  près.  Ces  fonctions  doivent  satisfaite 
aux  conditions  initiales 

V (x)  -i-  *(j?)  =f(x),         ^"(a?)  —  i^'(x)  =  -  o{x); 

CL 


une  des  deux  équiiliuns  0  (/?)  rz  (^  =  6(  o),  car  les  équations  dilTérenlielIcs  des 
deu.\  systèmes  de  caractcrislitjucs  de  l'équation  (i3)'  admellent  les  deux  coudii- 
naisons  intcgrables 

diq^''-^(p)]  =  o,         d[q  —  .l{p)]  =  o. 

La  première  convient  aux  caractéiisliques  du  système  auquel  n'appartient  pas 
la  droite  D,  et  par  suite,  nous  devons  prendre  le  signe  -+-  devant  q.  Celte  équa- 
tion du  incuiier  ordre  s'écrit  encore 


f;=( 


Ox       \  ôi  I 


et  l'on  c-l  ramené  à  clierclier  ime  intégrale  de  celle  cqualion  du  premier  ordre 
passant  par  la  courbe  plane  1"  du  plan  des  zt,  représenlce  par  l'cquation  z  =  f  (t). 
Or.  l'équaiion  (e)  admet  l'inlègrale  complète  formée  de  plans  (II,  n°  Ui), 


[  (  I  —  /.rt  )i-"'—  I J, 


b. 


et  l'inlégrale  cherchée  est  l'enveloppe  de  ce  plan  quand  on  établit  entre  a  el  b 
une  relation  telle  qu'il  renferme  une  tangente  à  V  (II,  n°  -146).  L'équalioa  du 
plan  P  passant  par  la  tangente  à  Y  au  point  de  coordonnées  [o,  a,  /()>)]  est, 
l'ouinie  on  le  voit  aisément. 

-  -/(>>)  -^/'(A)  (^  -  >•)--(['  -^  /./'  (À)]!-"'-  MX. 

Knire  la  droite  D  el  l'axe  Ol.  la  fonction  cherchée  z{x,  t)  est  donc  repré- 
sentée par  la  surface  dcveloppable,  enveloppe  du  plan  P,  dépendant  du  para- 
mètre variable  a. 

Si  une  portion  de  l'arrle  de  rehroussement  de  celle  surface  se  projette  <lans 
l'angle  .r()^,  les  dérivées  secondes  r,  s,  l  deviennent  infinies  en  ces  points.  Cette 
discontinuité  correspond  au  phénomène  de  Riemann-Hugoniot.  (Pour  l'étude 
complète  du  mouvement  rectiligne  d'un  gaz,  voir  IlADAMAr.D,  Leçons  sur  la  jiro- 
pagiition  des  ondes,  Chnp.  IV.) 


1.    —    l'IlOBLKMES    RliLVTlFS    A    l'kQUATION    S  —  f{x.  y  ).  I ÏQ 

on  peut  supposer  F(o)  =  *(o)  et  par  suite  poser 

Y{x )  —  <i>{x}  =  —    I     o(x)  dx  ■=  'l(x): 

l'intégrale  cherchée  a  donc  pour  expression  {cf.  n°  48o,  formule  ^2-21] 

(i4)   z=  -  [/(T4-aO  +  'M^-+-«Ol—  -  Ifi-r  —  at)  --  'l{x  —  at  )]. 

Uappelons  que/(:r)  est   nul  en  dehors  de  l'intervalle  (o,  /»,  que  'l{x)  est 
nul   pour.r^o,  et  conserve   une  valeur  constante  II  pinir  jr     /.  Vax  ajipli- 

Fig.  89. 


quant  la  formule  (i4)  à  chacune  des  régions  du  plan  successivement,  il  est 

ai*i';  de  retrouver  les  conclusions  précédentes.  Donnons,  pare\em|>le,  à  x 

•        1            .    X\  —  /         . 
une   valeur  constante  a-i  > /.   Lorsque   t  varie   de  o  a  >  JiX,^at) 

elf(xi — a/jsonl  n\i\s,  ■li(  Xy-^  at)  et  ^lixi  —  rt/)ont  la  mémo  valeurcon- 

slanli;  H;  on  a  donc  ;:  =  o.  Quniid  f  varie  de  à  —  »  /"(  '"i-h  «0  =  *') 

a  a 

•li(x,  -i-  a()  =  H,  et  c  a  jjour  expression -  [f{xi  —  (tf  )  —  '^(^1  —  at)]. 

linliii    pour   t -.  —, /(xi-^  at),  /{  Xi— al)   et    <bixi  —  at)    sont    nuls,    et 

z  =:  —   L'onde  atteint  la  tranche  d'ahscisse  .r,  à  l'in-ilanl  ' ,  et  cette 

tranche  revii-nt  au  repos,  aver  un  déplaremiMit  constant  —  ,  à  l'instant — • 
(..,  m,  -j 


ijo     ciivpiiai-;  wvi. 


EOIATIONS    I,l.\K\im;S    1)L'    TYI'K    IlVPElUtOI.KJl  E. 


On  Ncriail  de  môme  qu'il  existe  une  oncle  régulière  qui  se  propage  vers  la 
gauche.  Tout  se  passe,  en  définitive,  comme  si  l'ébranlement  initial  prove- 
nait de  la  superposition  de  deux  ondes  régulières  qui  se  séparent  pour  se 
propager  l'une  vers  la  droite,  l'autre  vers  la  gauche,  avec  la  vitesse  a. 

On  peut  aussi  retrouver  la  formule  (22)  fChap.  XXV)  en  faisaut  le  chan- 
gement de  variables  x-^at  =  ^.  x  —  at  ^=  r^,  et  appliquant  la  formule 
générale  (6)  à  réquation  transformée  (voir  Exercices  2). 

49."{.  Cordes  vibrantes.  —  Une  corde  élastique  OA  de  longueur  /  étant 
{'wOe  à  ses  deux  extrémités,  si  on  l'écarle  de  sa  position  d'équilibre,  le 
déplacement  z  normal  à  la  corde  d'un  point  d'abscisse  x,  à  l'instant  t,  est 
une  fonction  des  variables  x  et  t  qui  vérifie  aussi  l'équation  (i3).  (^ette 
fonction  inconnue  z  doit  satisfaire  à  d'autres  conditions  :  i"  les  conditions 
initiales,  qui  expriment  que,  à  l'instant  initial  ^  =  o,  on  connaît  pour  chaque 

valeur  de  x.  z  et  -— >  soit  z  ■=  f(x),  —  =  o(  .r  ),  ces  fonctions  étant  nulles 
dt  -^  ^     '     dt        '       ■'■ 

pour  j- =  o  et  pour  37=:/;   2"  les  conditions  aux  limites  qui  ex|)rimeiit 


Fi  g.  90. 


t 

/^\ 

t 

03 

./^\ 

-^3 

«2 

/^^\ 

^1 

0, 

X 

•^. 

0 

fi                                                                          " 

(|uc  les  extrémités  de  la  corde  sonL  fixes,  c'est-à-dire  que  z  est  nul,  quel 
(jue  soit  /,  pour  x  =  o  et  pour  x  =  l.  Nous  rencontrons  de  nouveau  un 
problème  mixte.  Far  le  point  A  d'abscisse  /  sur  Ox  menons  la  caractéris- 
tique X  -h  at  =  l,  et  la  parallèle  A/'  à  Ot,  et  par  l'origine  la  caracté- 
ristique X  —  at  =0  (Jiff.  90).  Les  données  .sont  celles  de  Cauchy  sur  OA, 
et  l'ou  doit  avoir  z  =  o  sur  les  dmites  O  f  et  .\  /'. 

Les  données  de  Cauchy  déterminent  l'intégrale  dans  le  triangle  OAB. 
Connaissant  les  valeurs  de  l'intégrale  suivant  OOi  et  Otî,  elle  est  déter- 
minée dans  le  triangle  OBOi  :  de  même,  l'intégrale  est  déterminée  dans  le 


I.    —    PROBLÈMLS    RELATIFS    A    l'ÉQLATION    S  =  f[  T,  y  ).  I  S  I 

triangle  AFîAi  par  ses  valeurs  le  long  de  AB  et  de  AAj  (•).  Connaissant 
les  valeurs  de  l'intégrale  le  long  de  BOi  et  de  BAj,  elle  est  déterminée 
dans  le  parallélogramme  0\  B  Ai  B,  ;  en  continuant  ainsi,  on  voit  de  proche 
en  proche  qu'elle  est  déterminée  dans  toute  la  région  comprise  entre  les 
parallèles  Ot,  \t'  au-dessus  de  Ox. 

Soit  z  =  F(x  -\-  at)  -~^ (a- — al)  l'intégrale  cherchée;  d'après  les  con- 
ditions initiales,  on  doit  avoir 

F(x)-f-*(a-)=/(.r).         F'(:r)  — *'(:r)  =  2— ^• 

On  en  déduit,  comme  tout  à  l'heure, 

en   posant  -l,  ( x )  =  —    j      o(x)dx.   Ces   formules  ne  définissent  les  deux 

^  «/o 
fonctions  Y(u)^  *(")  que  pour  les  valeurs  de   ii  comprises  entre  o  et  /. 
Pour  que  la  solution  ait  un  sens,  il  faut  que  ¥ {u)  soit  définie  pour  toutes 
les  valeurs  pr)sitives  de  l'argument,  et  ^(u)  pour  toutes  les  valeurs  néga- 
tives. Les  conditions  aux  limites  donnent  les  relations 

V{at)  -r-  ^{—at)  =  o,         ¥{l  -i-  al)  —  <P(l  —  at)  =  o, 

quel  que  soit  t,  ce  qu'on  peut  écrire,  en  remplaçant  a(  par  u, 

F(m)-!-'I»( — u)  =  o,        F(/ -:- a  ) -;- *(  / — u)  =  o,         «<  >  o. 

De  la  première  on  tire  ^( — «)  =  —  F(u},  ce  qui  montre  que  la  fonc- 
tion ff»  sera  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  négatives  de  u,  si  F{U) 
est  connu  pour  les  valeurs  positives  de  u.  Lorsque  u  varie  de  o  à  /, 
/  —  u  diminue  de  /  à  o,  <!>(/  —  u)  est  connue:  il  en  est  donc  de  même  de 
Ff /-+-«),  et  par  suite  F(m)  est  déterminée  de  o  à  •.>/.  D'autre  part,  en 
remplaçant  u  par  u  -^  l  dans  la  seconde  des  relations  |)récédentes,  il  vient 

F  (  -2  /  -i-  M  )  -+-  1> ('  —  «  )  =  Oi 
et  par  suite 

F(->/-4-  u)  =  ¥[u). 

La  fonction  F(m)  admettant  la  période  ni  est  donc  déterminée  pour  toute 
valeur  positive  de  u,  et  par  conséquent  il  en  est  de  même  de  *(i<) 
pour  u  <  o. 

Métliode  de  Bcrnouilli.  —   Cherchons  dahord  dos  intégrales  particu- 

(')   Ces  intéf;rales  se  raccordent  le  long  de  AH  et  de  OB.  car  il     csulle  des 

données  «ne  — ^  et  — ^  sont  nuls  aux  points  0  cl  A  f  voir  n°  'lOO). 
'        ox         ()l  ^ 


l3^-       CHAPITRE    XXVI.    —    ÉQUATIONS    LINKAIIŒS    DU    TYPE    IIVPERBOLIOUE. 

lières  de  l'cqualion  03)  de  la  forme  U(.r)  V(/).  la  fonction  U(:r^  étant 
nulle  \MMiv  .r  =  o  et  pour  x  =  /.  On  doit  ;noir 

U'i^)  _  _i_  \"(t) 
\]{T)   ~  a-    \(t)' 

et  par  suite  la  valeur  commune  de  ces  rapports  doit  se  réduire  à  une 
constante  K.  Pour  que  l'équation  V" ( .r  )  =  KU(x)  admette  une  inté- 
grale particulière  s'annulanl  pour  ar  =  o  et  pour  x  =  l,  K  doit  être  de  la 

forme j^j  n  étant  un  nombre  entier,  et  l'on  obtient  ainsi  une  infinité 

d'intégrales  de  (i3)  de  la  forme  voulue 

.    n  —  T  l ^        aiiT.t         ,,    .    fin  —  t\ 


sin- 


/            an-/  fin-t\ 

1  L  cos  — h  (,   sin — - —  1 


dont  cbacunc  (bfinit  un  mouvement  vibratoire  de  période  -^^  •    Pour  /  =  o, 

na 

,  ,  ,    .      .    ^     .     /JTT.r  ,.  (IZ  ... 

cette  intégrale  se  réduit  a  C  sm  — ; — ,  tamns  nue  —  est  esrale  a 

an-  _,,    .     /i-x 
-^Gs.n^. 

Cela  étant,  supposons  que  les  deux  fonctions  /(a:)  et  '.^(.r)  soient  déve- 
loppables  en  séries  de  sinus  dans  l'intervalle  (o,  l)  (I,  n"  204), 

^-/  y-,-   ^A„sin-— ,  ç(a:)=   >  B„sin^. 

«  =  1  /l  =  I 

11  est  clair  que  la  série 

H-  œ  -i-  DO 

,    „.  xr^  .        .    nr.x        an-.t        V^  r.        ''        .    n-x    .    an 

<  (6)       ;;  =    7  A„  sin — - —  cos — r-    7  n,;  sin — - —  sin  — 7 

^^  L  l  ^^        an-  l  l 


an-t 


■satisfait  furiiielloiiienl  à  l'équation  (i3i.  et  qu'elle  se  réduit  i\f(x),  tandi* 
que  la  série  obtenue  en  dérivant  terme  à  terme  par  rapport  à  /  se  réduit 
à  <s{x),  pour  t  =  o.  C'est  la  solution  de  Hcrnouilli.  Elle  manque  évidem- 
ment de  rigueur,  mais  il  est  possible  de  la  justifier,  moyennant  quelques 
Jiypolhèses  d'un  caractère  très  général.  Nous  pouvons  en  effet  représenter 
la  solution  cherchée,  à  l'intérieur  du  triangle  OAB,  par  la  fm mule  (2>.) 
(Chapitre  X\V,  p.  loG):  il  en  résulte  que  si  la  série  cp('a7)est  uniformément 
convergente,  rintégrale  cherchée  est  représentée  dans  ce  triangle  par  la 
somme  de  la  série  is,j  obtenue  en  prenant  pour  termes  les  intégrales  i[ui 
correspondent  aux  conditions  initiales 

,           nr.x            i)z„  n-x 

s„=A„sin — --^  j  =  1>„  sin — - —         (pour/=o); 

«Ile  est  donc  représentée  par  la  série  (iGj  do  rJeiiiDuilli.   D'ajirés  la  faron 


ir.    —    API'UOMMATIONS    6l"CCKi>SIVF.S.    MKTIlOUi;    lli;    UIKMANN.  l3J 

dont  l'on  déduil  les  valeurs  de  l'inlégrale  en  un  point  quelconque  des  valeurs 
qu'elle  prend  dans  le  triangle  CAD,  il  est  évident  que  la  formule  est  valable 
dans  tout  le  domaine.  Or,  d'ai)rès  une  proposition  générale  sur  les  séries 
de  Fourier,  les  séries  (i>;  sont  uniformément  convergentes,  si  les  fonc- 
tions f{x)  et  o{x),  satisfaisant  aux  conditions  de  Dirichlet,  sont  con- 
tinues (*j.  {Cf.  n"  489.  Remarque  II.) 


n.  -  APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES.  METHODE  DE  1{IEM\.N\. 

i9i.  Détermination  d'une  intégrale  par  ses  valeurs  le  long  de 
deux  caractéristiques.  —  ?Sou.s  allons  reprendre,  ])Our  une  é(|iia- 
tion  linéaire  de  terme  générale  du  tvpe  livpcj'hoiiqne 

il-)  =a r- u -cz-^f(x,r), 

les  prohlèmes  déjà  résolus  pour  rc'qiialion  élémentaire  s  ^^  f{x\  y)\ 
les  fonctions  rt(x,  y)^  ^(-2",  J'),  c(.r,  j'),  /(^,  y)  sont  supposées 
continues.  Proposons-nous  d'abord  de  trouver  une  intégrale  se 
réduisant  pour  1'=  jj'o  à  une  fonction  donnée  '■^(■ar)  et,  pour.r  ==  Xq, 
à  une  autre  fonction  '^(j'),  satisfaisant  à  la  condition  -Li  Vo)=  'z{x^. 
(Jn  peut  évidemment  .supposer  a'o=j'o=o;  nous  admettrons  de 
plus,  pour  préciser,  que  oi^x^  est  déterminée  dans  un  inter- 
valle (  o,  a)  et  •}(j')  dans  un  intervalle  (o,  ,3),  a  et  ,3  étant  deux 
nombres  positifs,  et  nous  chercherons  à  déterminer  l'intégrale 
dans  le  rectangle  R  limité  par  les  droites  cr  ^  o,  o:  =  a,  1  =  o^ 
y  =  j.  La  méthode  que  nous  allons  suivre  est  due  à  M.  Picard  (-). 
Ecrivons  ItWpiation  (  i-)  sous  la  foiine  \n\  |»ru  j)lus  gc'nérale 

/.  étant  un  paramètre  que  l'on  fera  ensuite  égal  à  runil(''  dans  It- 
résultat,  et  cherchons  d  abord  une  série  entière  en  / , 

(19)  z  =  -,)(>,  7) -f-).-,(r.  y)^...-\-\"Zn{x,  y>—.  .. 

satisfai-<anl   foruielleinent  à  li-cpialKtii  (18)  et  aux  contlilinns  ini- 

(')    Voir,   par  exemple,   le    Traite   d' Analyse  df   M.    i'iriiid    (l.    I,    i'  édilioii. 

p.    25()  ,1. 

(-)  Journal  de  Matlu'niatifjues  (iSijo).  Note  I  du  Tomi'  l\'  des  Leçons  sur  Ihj 
Théorie  des  su/faces  de  -M.  Durboux. 


ri}     cnAPiTiii;  xwi.  —  koiaiions  i.ineaiuks  di    tvpe  iivpf.fuioi.uji  i;. 

iales.  Pour  a=:o,  rt-fjuation  (i8)  se  réduit  à  rtWjiialion  th'jà  ('lii- 
diée  5=y(jc,  j'i,  et  par  suite  nous  prenflrnus  pour  jiremler  ternie 
de  la  série  (19)  la  fonction 

•-0  •'  0 

qui  se  réduit  à  'z>[x  )  pour  9'  =  o  et  à  '^(j')  pour  x  =^  o\  les  autres 
coefficients  z■^.  z-2,  •  •  •  doivent  tous  être  nuls  pour  x  =  o^  quel  que 
soit  j>^,  et  pour  y  =  o,  quel  que  soit  x.  En  égalant  les  deux  coef- 
ficients de  A  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (18)  après  la 
substitution,  il  vient 

et  dune  façon  générale  Zi,{x,  y)  se  déduit  de  ;„._,(\r,  y)  par  la 
formule  de  récurrence 


J  «^0  •-  0      L 


ai 
(20)   '  ^0  -0      L 

(  +bil-n)^-i-c(lOz„.,'jdr,. 

Le  résultat  obtenu  de  cette  façon  ne  diflère  pas  de  celui  qu'on 
obtiendrait  par  l'application  de  la  méthode  des  approximations 
successives,  la  première  \aleur  approchée  étant  :-o(x^  >).  La 
seconde  valeur  approchée  serait  évidemment  ;„-|-A;i,  la  troi- 
sième ZQ-\-'/.Zi -{-'/.- Z2,  et,  d'une  façon  générale,  la  /t"^""'  valeur 
approchée  serait  précisément  la  somme  des  n  premiers  termes  de 
la  série  (19)-  Si  les  fonctions  'j(^)  et  '}(jk)  sont  continues  et  ont 
une  dérivée  continue  dans  les  intervalles  (o,  a)  et  (o,  !j),  toutes 
les  fonctions  z„(x,y)  seront  régulières  dans  le  rectangle  R. 

Pour  démontrer  la  convergence  de  la  série  (19),  nous  nous 
appuierons  sur  la  remarque  suivante  :  s(»ienl  z  i  .t\  ))  une  fonction 
régulière  dans  R,  et  'A(x,y)  l'intégrale  double 

Z(r,j')=    r'^/;    r  \a(l  rj^l^  +  b(l  r.)^'  +c(f,  r,  )  z]  dr^. 

si  l'on  remplace  les  coefficients  a,  b,  c  par  d'autres  coefficients 
positifs    A,   B,   C,    constants   ou    variables,    mais   supérieurs   aux 
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l3j 


valeiij-s    absolues   des    coefficients   r/,    h,    c\   si    l'on    remplace    de 

/  X  r  •  \  II  du     ùu 

même  --{x.,  y)  par  une  autre  fonction  i((x,  y),  telle  (jue  i/,  — >  — 

Ox    oy 

soient  des  fonctions  dominantes  dans  F»  pour  r,  —  >  —  >  il  est  clair 

'  ^  ox    ôy 

que  Z(x,  y)  sera  remplacée  par  une  autre  fonction  U(^,  y"),  qui 

sera  positive  ainsi  que  ses  dérivées  dans  R.  et  qu'on  aura,  en  tout 

point  de  ce  domaine. 


ZI<U, 


dZ 

ÙZ 

ôx 

^y 

Cela  étant,  supposons  (ju  on  ait.  en  tout  point  de  R, 


(21) 


'«-t(^,J')l<H 


{x-^y)"- 


dZn-\ 


dx 


(x  -r-  y  )"- 


à   z„-, 


^y 


<H 


(x  -h  y  )"~^ 


H  étant  un  nombre  positif.  Soit  M  une  limite  supérieure  des 
valeurs  absolues  des  coefficients  «,  b,  c  dans  Pv  ;  d'après  la  remarque 
précédente,  nous  aurons 


et  «  fortiori 


\.,.ix,y)\<U     ^^^;^,      |.M^      \^.f  \ 


dz„ 


Oz„ 


et  1  0[i  voit  de  même  nue    —    et    —    sont  inlencurs  a 

1  riin  /-iiy 


Ox 


oy 


ni  1^     •      -f-         fi  -r-  i  ! 


l'ar  suite  les  inégalités  (21)  enhiiiiicnt  les  suivantes 


(21)' 


OZn 


Ox 


<  HK 


X  -\-  y  )" 


ày 


<HKlil±^ 


K  étant  un  nombre  [)Ositif  cpii  ne  dépend  ipic  dr  M   cl  do  (hiiicn- 


i3r.     ciiM'iriii:  wvi.   —  éqiations  i.iMhinKs  ur  typi:  iivpiciiroi.iqi  k. 
sions  (lu  rc(t;uii;lt;  11.  Si  I>  est  une  liinile  supérieure  de 


on  a  dahord 

\Zi(x,y)\<iMLxy, 
el  a  fortiori' 


» 

^-0 

> 

âz, 
Ox 

<3 

MLj, 

ùz, 
Oy 

|z,(:r.^)|<3MI. 


(  .r  -I-  y  )- 


()Z^ 

dx 


<3ML(a^-+-jK), 


dz\ 
Oy 


3.ML.r, 


<3ML(j'-^j-). 


On  (Ml  conclut,  en  raisonnant  de  proche  en  j)roclie.  les  inégal! l('s 

(  r  -I-  V  \>t-r\  ri-     \  (  T  -^  T  I" 

'  '  -^  ^'  (n-^i)[  (Jx\  n\ 

qui  prouvent  que  la  série  (19)  et  les  tieux  séries  obtenues  par 
dérivation  sont  uniformément  convergentes  dans  le  domaine  R. 
Soit  z{x^y)  la  somme  de  la  série  (19),  qui  est  une  fonction  régu- 
lière dans  R.  Pour  j^rouver  (jue  c'est  bien  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (18),  il  suffit  d'observer  f[ue,  d'après  la  façon  dont  on  a  déter- 
min(''  les  coefficients  successifs  ^«(x,  r),  on  a 

S/i(^,7)  =  o(ar)  +  <^(^;  — ç(o;+   j       f  fC^,rJd-dr, 

-/    f'd\    ("["«r^   r,,'^  --...- c(?,rJS„_Jr/v 

S„(x,  y)  élanl  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (  k)). 

l^orsuue  n  augmente  indéliuimcnl.  S,,    ,,  - — '^^- ,  — ^^  tendent  uni- 
'  '^  dx  oy 

r  .  /  ..       dz       0Z  1        •  -     1         I-        • 

lornu-ment  vers  zyx.  y).  — >  — .  el  il  \ienl  a  la  limite 
\     ^  J  /■>  f)x    Oy 


(22) 


\z{x,y)  =  ^{x)-^i^{y)-o{o)-^    f      f  /{l  r,)  </';  dr^ 

'  «^  0     •  0 

< 


de,. 


La  fonction  z{^x^  y^  est  donc  bien  une  intégrale  de  (18)  et  il  est 
clair  fju'elle  satisfait  aussi  aux  conditions  initiales. 

C'est  la  seule  intégrale  régulière  dans  R  satisfaisant  à  ces 
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conditions.  Soit  ou  eilct  'A{x,  y)  une  intégrale  satisfaisant  à  ces 
conditions;  posons 

Z  —  S„=  i:„(x,  y), 

S„  ajant  toujours  la  même  sii;nification.  En  comparant  l'expres- 
sion de  S;2  écrite  plus  haut  avec  la  lormule 


il  \ient 


«-  0  «^0 


m  :.  r\  —  ,— 
■  (/; 


c( 


;,  T.;U„_,(ï,  r,;L/r.. 


il  résulte  du  calcul  que  nous  venons  de  faire  que  L„(j",  r) 
tend  vers  zéro  lorsque  /i  augmente  indéfiniment,  quelle  que  soit 
la  fonction  Lo(^,  1')  dont  on  part  pour  définir  la  suite  de 
fonclifMis  U|,  Uo,  ...,  U„.  ....  L'intégrale  Z(.r,  j')  est  donc  la 
liinitc  (le  S,i(x, y),  c'est-à-dire  est  identique  à  z(x,  y). 

Si  les  fondions  'f (arj,  'y(jK)  ou  leuis  dérivées  o'(x),  'Yi y)  présentent 
un  nomliie  fini  de  discontinuités  dans  les  intervalles  (o,  a)  et  (o,  ^),  loul 
"Il  restant  bornées,  les  fonctions  Z[,  z-^,  .  .  .  sont  encore  régulières  dans  le 
domaine  R,  et  l'intégrale  -(a*,  y)  représentée  par  la  série  (19)  est  elle- 
iiième  régulière  dans  R,  sauf  le  long  d'un  nombre  fini  de  segments  de 
caractéristiques  (cf.  n"  489j. 

il)').  La  fonction  de  Riemann.  —  Le  problcinc  (jiii  xifiit  d'c'trf 
Iraiti-  peut  toujours  se  lamener  au  cas  particulier  où  les  deux 
l()iKtinii>  's.(x)  el'l(y)  sont  nulles  identiquement,  en  prenant  pt^ir 
inconnue  c  — '•^i^)  —  'ii)')  ~^  'i^ ^)  ^*  la  place  de  c.  Cette  Iransfur- 
iiialion  modifie  seulement  lexprcssiou  de  /(.r,  t)  sans  cliangerles 
coeflicieiits  a.  h,  c.  Le  |»rciiii(r  ii  inic  r„(x,j)')  de  la  série  (i}))  est 
alors  «Hi.d  ;i  I  inté"iale  douhlf 


^y^,y)=   I     '/;  /    fil  -rjdr,. 
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D'une  façon  i;én('Tale,  sup[)osons  que  z„_,  soil  de  la  forme 
(23)  z,..,(x,y)=   f    d\   Ç SiX.r,)v^n-,{x,y-l,-c:)d-r,. 

gn-\{x^  y'i  H,  r,)  étant  une  fonction  coiilinue  des  deux  couples  de 
variables  (:r,  v),  (ç,  '^)  qui  admet  des  dérivées  partielles  continues 
jiar  ra|)port  à  :r  et  à  jk-  Nous  allons  montrer  que  z„{x^  y)  peut 
(■tre  mis  sous  une  forme  analogue.  Pour  appliquer  la  formule  de 

récurrence  (20),   calculons  dabord   ::„_,(  ç,  yi),     "'"~'  ,     """'  •    Par 

liypothèse,  nous  avons,  en  rejnplaçant  dans  (2.3)  :r,  y,  ;,  y, 
p;ir  ;.-/-,.  //,  c, 

et,  par  suite, 

•A) 

^2n-l(?,  T.)  /■''     ['""  dgn^x     ,       , 

L'expression  de  z,i{x,  y)  se  composera  de  trois  termes 
^«(•r,7)=|    f    d\  f   dr,  f^\du   T/^,,, ,•)[«(£,  r.)% 
•24;  '  -t-  Z'    f/^  f   dr^   f  'a(ï,  ■0/(£,  r)^'„-,(t,  r.  ;  t,  ç;)rf».- 

^   f    d\    ^     dr,    f    b(l  ■r,)f(u,  r,)f:„_,a.  r.  ;  u.  r, 


)  f/;/ . 


Intervertissons  Tordre  des  doux  |)rcmicres  inléiiralions  dans  la 
première  intéi;rale  triple  du  second  jnemhre,  en  apj)liquant  la  for- 
mule de  Diricidet  (1,  n"  121);  elle  jx'ut  encore  s'écrire 

f    d\    f   .A-   \     a(\,  rj/(ï,  .')..-„_,($,  T.;  $,  v)  dt^. 
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on,  en  periiiiil;iuL  les  lellres  r,  et  c. 


{■j/j)    < 


I        =   f    d;    f\f{\,  ■r^)dr,       f    ail  v)ff„^,il,  v:  \,  r,)dA. 


La   seconde   inléyrale   triple  de    la   formule   (^'-i-i)   jjeut   de   même 
s'écrire 

/^"^         /*  y  /■  ■** 

Quant  à  l'intégrale  ([iiadruple  (jui  forme  le  premier  terme  de 
z-,i(x.  )'),  elle  est  étendue  à  un  domaine  de  l'espace  à  quatre 
dimensions  qui  est  défini  |)ar  les  inégalités 

o  =  «  ^  ^  ^  ^,         f  =  ^^  =  'l  =7' 

Si  Ion  intègre  d'abord  par  rapport  aux  variables  ;.  y,,  les  limites 
seront  u  et  x  pour  ç,  e  et  j'  pour  r,,  et  les  limites  seront  ensuite  o 
et  .r  pour  it,  o  et  >'  pour  r.  Cette  intégrale  <|uadru[)le  peut  donc 
s'écrire  sous  la  forme  équivalente 


j      du    f      dv   j      d\   f     /(u,  l'Aad 


-0 


àz 


....>,, 


OU    encore  en    permnlani    les   deux   couples  de    \arial»les   [u,    r) 
et(ç,  "l). 


f    d\    {\hj{\,  -r}.    f    du    f     \cnu, 


'•) 


du 


■J 


dv] 


On  voit  donc  qii  après   toutes  ces  transformations   1  exj)ression 
de  z,t(x^y)  prend  la  l'oiine 

(26)  z„(x,y)=    f      dl   I     fC;,  r,)ffn(-r,y;  '^,  r,)dri 
en  posant 

,A'»(-r,/;  ^,  r,)  =  y^      du  j       ^n/^l•) — r-...j 

(27)  {  -f-    j^      h{u,  -r^jf^n-iiti.  ■'/,  \,  r^du 


dv 


^  ; 


/      «('$,   v)gn~\(X,  V\  $,   ■i,)dv. 
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l'.ii  |t;iii;int  (le  i,'o  =  I ,  on  raltuilt'i'a  de  pioelie  vn  ])r()cli»'  parci'He 
("oriimlc  i,'i  (  J7,  y;  ç,  r,),  ^'"2  (-^"j  V]  ??  '''.)?  •  •  ••  ^■•*^  résultat  i)l)lcmi  jtciil 
sV'iionccr  ainsi  :  ÏJ inlcij^riile  de  Vcqudtion  {i'!^)^  qui  est  nulle 
pour  x  =  o,  quel  que  soit  y,  et  pour  y  =  o,  quel  que  soit  .r,  est 
l'eju'ésentéc.  (hiiis  le  /•{'(•tu/ii; le  K,  /u//-  l' int(''^r(i le  double 


(a8) 


<-     M  «-'il 


G(j",  j)';  ;,  Tj  ;  ),)  désignant  la  somme  de  la  série 

(ucj)  G{x,y\\,  r,  ;  À)  =  I  -4-  ^^fT.ix,  y:  \,  r/;^ .  .  . -^  X"i'„  (a-,.)-;  ï,r.)  +  .  .  .. 

Cette  fonction  G  a  été  inli'odiiitc  par  llieinann  il  une  iaeon  tonle 
diflérente  qui  sera  ex|)Osée  plus  loin. 

On  pourrait  ('tudler  directement  cette  série  (y-(j)  comme  la 
série  (19),  mais  il  est  i'acih;  de  déduire  ses  propriétés  de  ce  (pii 
précède.  Observons  d'abord  ([u'elle  salislait  (ormellcment  à  li'cpia- 
lion  liomoiîène 


00) 


Ox  ày 


=  1 


()G  dG  . 

-—  ^- 6  -—  -+- c  G    ; 
(Jx  oy 


on  |)eul  ('crire  en  ellet,  d'après  la  lormule  de  l'écurrence  (2-),  en 
admettant  ipie  la  série  ('^(j)  est  uuiloiiiK'nient  converj^ente,  ainsi 
que  celles  (|u"()u  eu  di'duit  eu  dillV-rcnl  lanl  pai-  rapport  à  .r  et  par 
riipport  à  r, 


G(3",  j;  î,  r,  ;  A)  =  A   ^      du   f      \  n  (  11 .  r )  ^^^^ h. 

-^\(x:  ^,  r„  a;-4-V(7;  £,  r„  l). 
(  )n  a  doue  aussi 

- — —  =l\a(x,  y)  —^  -4-  ^(.r,  r) h  c(3:,  r)G 

iJautie  part,  pour  ,r  =  ;,  elle  se  réduit  à  bi  série 
(3i)  i-4-A'i(;,  J';  ;,  -^.)a  ^.  •  .-^  ^„(;,  J';  ;,  r.)X"-+-... 

cl  la  i<datHtn  de  ii'euireuci'  (2-)  de\ienl  ici 


l'A- 
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La  série  (3i)  est  j)ri'Ci.séinent  la  série  ([uOii  «ildicudrait  en 
dével(j|)[)aut.  siii\aiil  les  puissances  de  "/..  rintéi^ralc  de  l'équation 
linéaire 

<|ui    se    réduit   à    un    pdiir  j)'  =  r,,    intégrale    qui    a    |)f)ur    expres- 

sion   c-  n  .    On    verrait   de    même    ([ue,    pour    i  =''',.    O    se 

réduit   à  <? '  :  .   Nous   avons  démontré,   au   paragrajjhe   pré- 

cédent, qu'il  existe  une  intégrale  de  l'équation  ('Jo)  qui  se  réduit 

a   e'  A  pour  ^  =  ç,   et  a  C"^;  j)Ourj' =  •/•>.   LiCttc  inté- 

grale est  représentée  par  une  série  uniformément  convergente 
•  ImiiI  Ions  les  termes,  (ra|)rés  la  façon  ukmik^  dont  on  les  olitieiit, 
sont  des  fonctions  holomorplies  de  A.  Elle  est  donc  elle-même  une 
fonction  entière  du  jiaramétre  ).,  et  son  développement  suivant 
les  puissances  de  A  coïncide  forcément  a\ec  la  série  (2()).  Jùi 
r<'"sumé,  la  fonction  G(x,  y,  ç,  r,,  ).)  est  une  inlégj-ale  de  l' équa- 
tion (  3o)  qui  satisfait  aux  conditions  aujc  limites  ci-dessous  : 

),  /      b  II, Y,)  H  II  '/ I      «iç,i'k/i' 

(32)G  =  e'^'  {[)ouvy=rj,        G  =  c  "^  'î  (poui-a'  =  ;). 


iOf).  Première  solution  du  problème  de  Cauchy.  —  Reprenons 
<li'  même  le  |)roblèmc  de  Cauchv  pour  1  ('-(piatiou  générale  (i8),  et 
proposons-nous  de  développer  suivant  les  |)uissances  du  para- 
métre ).,  l'intégrale  satisfaisant  aux  mêmes  conditions  (pi  au 
11"  489.  Nous  prendrons  pour  premier  terme  de  la  série  liiilé- 
L;iale  Zo(x,y)  de  Tf-qualion  5  =  /"(./•.))  satisfaisant  aux  conditions 
doiUK'Cs.  et  nous  (h'h  rininorons  les  cocdlicicuts  successifs  :-t[x,y), 
z.,Ç7;,y),  .  .  .,  au  niovcn  delà  loi  de  rc^currence 


Oz„. 


(•}3)  <  "      "*'« 


■{\.   T,)c„_,(t,  YjL/^/r,, 


on  I  ou  pif-nd  le  signe  -f-  ou  le  signe  —  dcN  aiil  Jinh-grale,  suivant 
que  I  arc   \l>  (pii  porte  les  données  a  la  dispoMiion  {'^■\")  on  (i^î''). 


I  4 
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Le  floniiiinc  d  iiit(''i;rnlion,  qui  esl  le  trian;;!^  niixliliijne  PM(J.  est 
choisi  (le  li'llf  fiicon  (juc  z„(./\  V)  soil  nul,  ainsi  ([ue  ses  dérivées 
parlielles  du  premier  ordre  le  loni;  de  Tare  AB.  Plaeons-nous, 
pour  fixer  les  idées,  dans  le  cas  de  la  (ij;ure  84'',  et  sujiposons  le 
point  M  an-dessus  de  l'are  AI).  Il  suflit  d'un  ai'tifice  très  simple 
pour  ramener  la  formule  (.i))  à  une  foi'mule  de  récurrence  de  la 
forme  (20).  Imaginons,  en  elTet,  trois  fonctions  y.(x,^■),  '^(x,y), 
y(j7,  y),  nulles  dans  le  trian;;le  mixtiligne  ABD,  au-dessous  de  AB, 
et  égales  respectivement  aux  coefficients  «(.r,  j^),  b(a:,y)^c(x,i-). 
au-dessus  de  AB.  Il  est  clair  (|iic  si  l'on  a  i/„_i[x,  y)=^  ■^«-1  (-^î  J')> 
l'intéiirale  double 


u,,{x,x)- 


(33)' 


ff 


'xC. 


du,,. 


àu„- 


ôr, 


Y(?.  rj)«„_,(  i,-/))  L/ïrt'r,. 


étendue  à  l'aire  du  rectanule  P'.MQ'D,  sera  nulle  si  le  jxmit  M 
est  au-dessous  de  l'arc  AB  et  égale  à  z-„(x,  y)  si  le  point  M  est 
au-dessus  de  AB.  Malgré  la  discontinuité  des  fonctions  a(.r,  1'), 
^(x,  y)^  y(x,y)  le  long  de  AB,  cette  fonction  est  continue,  ainsi 

que  ses  dérivées  partielles  --^>  —-^,  dans  le  rectanjrle  R.  Cela  étant, 

imaginons  qu'on  veuille  d(;velopper,  suivant  les  puissances  de  A, 
1  inlégrale  de  I  é(jualion  auxiliaire 


(3.i 


&-  a 
dx  dy 


dx 


ày 


■(x,  y)u    -i-/{x,  y), 


(pii  prend  les  mêmes  valeurs  (|ue   :;„(.r,  >')  le  long  des  côtés  AD 
et  BD  de  11 


(35)        u(x,y)=  Uo(x,  y)-^-KUi(x,y)-^. 


'K"u„{x,y)- 


On  a  évidemment  Uo(x,  y)  =  Zo{x^  y),  et  les  coefficients  //,, 
//■2i  •  •  -i  sobtiennent  de  proche  en  proche  au  moyen  de  la  for- 
luiile  (33)'.  Maigri;  la  disconi  iiuiiu-  des  eoeflicienls  a,  |i,  v  le  long 
de  I  arc  AB,  les  raisonnemenis  du  n"  iUi  s'applitpient  sans  modi- 
fication, et  celle  S('rie  esl  uniforim-ment  convergenle,  ainsi  (pie 
celles  (pi  on  en  <l(''diiil  eu  d('ii  \  ml  Iciiiic  à  terme  j)ar  rappori  à  X 
ou  à  1  .  Si  le  point  M(jc,  )')  est  au-dessous  de  l'arc  Vli,  ou  a  évi- 
demment n„(x,y)  =  o(n^\),  et  la  série  (35)  se  réduit  à  son  pre- 
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inier  terme  Uo(.r,y).  Mais  si  le  point  M  est  au-dessus  de  AB,  on 
voit  de  proche  en  proche,  en  vertu  de   la  remarque   précédente, 

(pron  a   «,(x,  y)=Zt{x,  y),    ii„{Xj  y)z=  z„{x,  y),  et  la 

-i-rie  (35)  représente  précisément,  dans  le  triangle  mixtiligne  ACB, 
une  intégrale  z-(x,y)  de  l'équation  (i8)  telle  que 

rj  =  Z(  X,  jr)—Z^(x,  y), 

-oit  nulle,  ainsi  que  —  >  —  le  loii'^  de  AB.  La  série  obtenue  par 
^        dx     oy  ^  ' 

hi  méthode  des  approximations  successives  représente  donc  une 
intégrale  satisfaisant  au.v  conditions  de  Cauchv  au-dessus  de  AB, 
t't  Ton  verrait  de  la  même  façon  f|ue  cette  série  est  aussi  unifor- 
mément convergente  au-dessous  de  AB.  Le  raisonnement  s'achève 
lomme  plus  haut. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'intégrale  cherchée  doit  être  nulle, 
ninsi  que  ses  deux  dérivées  partielles,  le  long  de  AB,  le  premier 
terme  de  la  série  a  pour  expression 


)(^,y)=    Il         /';.  ■r,)d';dr„ 


MQ 

it.  j)ar  une  suite  de  transformations  d  intégrales  multiples,  toul 
;t  fait  analogues  à  celles  qui  ont  été  effectuées  au  n'^  49o,  on 
ili'montre  de  proche  en  proche  que  Zn{x,y)  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

^n(-r, y)=  I  /'  ;>  ■r>)S'n(^,  y:.  ;,  r,  l d\  dr„ 

•-     •     PMQ, 

les  fonctions  ^,  (jc,  jk;  ;,  r,),g'2(jC,j-;  ;,'/),   ...,  se  déduisant  de 

S'o(^,  y\  ;,  ■^)=  I. 

au  moyen  de  la  formule  de  n'-currence  (2-).  La  vah'ur  de  linlé- 
grale  satisfaisant  à  ces  conditions  est  donc  représentée,  en  un 
point  M(x,y)  du  rectangle  B..  |>ar  lintégrale  double 


(36) 


•^    •     PMI) 


G  étant  la  fonction  de  Biemann  di'-liiiK-  plus  haut;  dans  le  cas  de 

la  figure  «Si*,  l'intégrale  double  doil  rlii-  précédée   du  signe   — . 

Supposons,  en  second  lieu,  (pir  les  ddiinées  de  Caiicli\    le  long 

de  AB  soient  arbiliaires.   Soit  i^(.c,    )' )   une  lonction  (pielidiiipie 
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satlsiaisMiil    à   ces   conditions,    par  exeni|)l('   I  intégrale   de   1  é(|na- 
lion  s  =:  o.  lui  jtosant  c  i=  !^  -|-  /<,  on  esl  conduit  à  ri'(|n;ilion 


(3;) 


<r-u         -,  f     au        ,  du  \ 

]  <).r  cly  \     Ox  Oy  j      j       ^  ^ 


\{a 


^^;.'^ 


Ox 


b  ^  -f-c:    --— ^. 
(ty  '  )       Ox  Oy 


ùu     Ou 


(iiS) 


cl  la  fonction  u{x,y')  doit  être  nnlle,   ainsi   (|ue— ,— ,  le  Ion:; 

de  AB.  Les  coefficients  </,  6,  c  najant  pas  clianj^é,  la  fonction  de 
Riemann  G  est  la  même  pour  les  deux  équations  (i8)  et  (S^). 
l/inl('m'ale  cherchée  a  donc  pour  expression 

i  -C-^, y)  =  ^ (^,  y)-^   f  f      /^-'  r.  )  G ( :r,  JK  ;   J,  r,  ;  À  i  r/ï  ./r, 

(  )ii  aurait  de  même  linlégrale  })renant  les  mêmes  valeurs  ([iiiine 
fonction  donnée  'C{x,  y)  le  loni;-  de  VD  et  de  BD  en  prenant  comme 
'.hamp  d'intégration  de  l'intégrale  double  le  rectangle  ^Jl^'JJI''. 

On  peut  arriver  très  aisément  à  la  formule  (30)  par  une  mctliocle  syn- 
llu'lique.  On  a  vu  (II,  n»  401)  que  rinlégrale  d'une  équation  difToronliclle 
linéaire  avec  second  membre  l"(j')  =/{•''),  qu'  est  nulle  ainsi  que 
SCS  n  —  I  premières  dérivées  pour  a^  =  a:'o,  est  représentée  par  une  iiiit'-- 
"rale  définie 


£ 


ç(.r,  yL)f(x)  cItl, 


oCr,  %)  étant  une  fonction  (l(''l<Mininéc  de  x  et  de  a.  !*ar  analcj^ie,  clicr- 
cliOMS  à  d('tcrniiiicr  a  jiriori  une  fonction  o{x^  y\  ^,  r,  )  telle  que  l'inlé- 
i;rale  double 


(39) 


-(j-,  .r)=  I  I     fii,  'i)? (-f,  j';  ?,  ■'■. ) <■/;  ^^• 


éleudue  à  l'aire  du    tri;MiL;li'    l'M'J,   m'Ii    urn'   inlii,Mal('  de  l'équation   (i8); 

nous  supposerons  jiour  le  calcul  que   la  fonction  o  est  continue  et   ailnici 

I       1  •  ■    •  •  Oo     Oo      0^'j  .     Oz 

des  dérivées  continues —^  >  — -,  '— •  l.a  <l(ii\(c  —  se  coniposi-îa  dciliux 

Ox     Oy     Ox  Oy  'i.r 

termes,   dont   l'un    s'obtient    par   la    foiinule    babiiiudle   de    dillci  ciii  iai  ion 

sous  le  sij^ne  intéj^ral,  et  dont  l'autii-  pioviiiil  d<>   la    \arialiou   du   champ 

d'intégration.   Pour  calculer  ce  dernier  lermc,   idiser\fins  que,  loisipi  nu 

«iitnnc  à  X  un  accroissement  Aj"  >  o,  le  champ  d'intégration  est  augim  nié 
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d'une  bande  de  largeur  Ix,  ayant  pour  liauteur  MP  (  JifT-  84)  et  la  partie 
principale  de  la  valeur  de  rint<'f;rale  double  étendue  à  cette  bande  esl 
évidemment 

\x   f    /(x,r,)o(x,y,x,r,)dr,. 
-iPM) 
On  a  donc 

~iz  =  I   f     /<  î'  '^^  ;7;  ^^  ^^  -  /     /'  •^'  -^Jr'  ^^  r  :  ^.  M  ^'m 

formule  que  l'on  pourrait  aussi  établir  par  nn  calcul  élémentaire,  en  met- 
tant en  évidence  les  limites  variables  dans  l'intégrale  double  Oy),  On 
trouve  de  même 

'V  t^'     «-    |>.\ly  '^J  ^'  o» 

— -  =^    I     I         f(i,  'f.  }  —  (^z  dr  -r-    /       fix.  r  1  —  \'^(x.  v\  x,  r  d  di\ 

Oxdy       J   Jyy^^^f    ^'    '^OxOy      "  ._/,./  '     Oy  ^  ■       -   '      '    '  ^J      * 

—  /    /';.  y)  —  f'f  ^>r;  ;>  j'^l^î^'rC^-r;  ^^.r)f^^^ y)- 

«^  QM  "-^ 

Pour  que  la  fonction  z(x,y)^  représentée  par  la  formule  (  Sg)  soit  une 
intégrale  de  l'équation  (18  ),  quelle  que  soit  la  fonction  fix^y),  il  faut  et 
il  suffit  que,  après  la  substitution,  les  termes  sous  les  différents  signes 
d'intégration   soient   idenliquts,    ainsi   que   les   termes   en   dehors   de    tout 

signe    /  ,  c'est-à-dire  (ju'oii  ait 

d-o  .   V    ,  do        .  ^  do  .  "1 

•—  =  h\  a(x.  y  )  —^  -i-  oi  X,  y  )  —^  -<-  c(a:,  y  l'i    , 

OxOy  y  -^  '  Ox  dy  ^     '  •/  ^  .  J  ' 

^  ['f(^>r;  ly)]  ='/-b(T,y}'f(x,y\  ly), 
'^(x,y;  X,  y)=  i. 
Ces  conditions  sont  identiques  à  celles  qui  déterminent  l.i  fonction 

^(^,  y;  k,  ^.;  >0- 

En  eiïet,  la  première  exprime  que  ^(x,y:  ç,  tJ  est  une  intégiale  de  l'équa- 
tion  bomogéne  (3o).  Quant  aux  trois  dernières,  on  en  déduit  qu'on  a 

oix,  y;  x,r,)  =  e'^-''  ,         o(  x,  y;  l  y  )  r=  e'  '^ 

Il  suffit  de  remplacer  .r  par  ;  dans  la  première  de  ces  relations  et  )■  par  r, 
dans  la  seconde  pour  retrouver  les  conditions  (3ij. 

G.,  III.  H. 
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497.  Équation  adjointe.  — •  llifinanii  a  résolu  le  même  problème 
par  une  méthode  toute  diflerenle  qui  repose  sur  la  llu'orle  de 
l'écpiation  adjointe  (')  Etant  donnée  une  ('(jualion  linéaire  et 
lioMioyène  du  second  ordre, 

(,1o)        éF(5)  =  A  '-^  +  B  -^  +  G  ^  -4-  D  ^  +  E  ^  +  F5, 

si  l'on  multiplie  chaque  terme  par  une  même  fonction  u[x,y)  et 
qu'on  intègre  par  parties  autant  de  fois  que  possible,  on  obtient 
une  suite  d'idenlil('s 


) 


—  -  !L\  \      'Il  —  à(\u)  .]  ^  _  à'-  (  A  't 
ôx'        âx  L         àx  àx      " }       "      àx- 

B  u =  — •    B  «  — \  z  -f-  ::  - 

OX  Oy        ày  \        ()x  j       Ox  \  Oy     J  Ox  Oy 

_      d'^z  d    r,^      âz        diCu)      \ 

C  u  - —  =  —  \iju 

oy-         Oy  L         ày  Oy         J 


O-'-(C.u) 


r^         OZ  0        ^  0(V)ll 

Du  —  =  -—  (Du  z) 


ox       Ox  Ox 

d-         d  0(Ki,) 

Oy        dy^  oy 

F  HZ  =  z(  F  i(), 

et  l'on  en   déduit  la  relation  suivante  ([ui  a  lieu   pour  toutes  les 
formes  possibles  des  fonctions  //  et  z, 

^  ,..  0^        OK 

(40  «^^^>-^^'*'"  =  -^^ô[7/ 

On  a  pos('' 

O^-iku)        ot^B")        à'-iCui)        0{Du)        d(F.u) 
'    '    •'  Ox-  Ox  Oy  Oy-  Ox  Oy 

1    ,,        .       Oz  Oi  \u)  f)(B//)        _ 

\     \{    =  Au z   ; Z    ; h  UUZ. 

1  <ix  Ox  Oy 

(43)  ,    ., 

f   K  =  B  H h  Cu  —     —  z  — ; h  hu  z. 

Ox  Oy  Oy 

L"é<juali<)n  (|'(  //)  =  o  est  li^qualioii  mljoiiitc  de  létpialion  (^  jo). 

(')  Gotlini^en  Abhandlungen,  t.  VIII,  i8t)<);  Œuvres,  p.  l'jJ-  Voir  aussi  le 
Chapitre  IV  du  Tome  II  de  l;i  Tlieoiie  des  surfaces  de  M.  Darboux  (voir  Exer- 
cice 5).  La  métliodc  que  Uieiiiuiiii  ii'iiv.iii  ;i|ipli(|uce  qu'à  une  équation  parti- 
culière a  été  étendue  par  M.  Darboux  à  l'ciiuation  f;énérale  de  la  forme  (  i8). 
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On  pourrait  vérifier  par  un  calcul  direct  rpi'il  y  a  réciprocité  entre 
ces  deux  équations,  ce  qui  est  aussi  une  conséquence  de  l'iden- 
tité (4i)  {cf.  II,  n"  404).  Remarquons  que,  dans  cette  identité,  on 

peut  remplacer  H  jiar  H  -\ -,  et  K  |)ar  K —  —■,  0(.r,  y)  étant 

une  fonction  arbitraire  ('  ). 

Lintf'i^rale  double    /   {[ii^'iz)  —  z(î(u)]dx  dy,  étendue  à  un 

domaine  où  les  lonctions  z  et  u  sont  continues,  ainsi  que  leurs 
dérivées  jusqu'au  second  ordre,  peut,  d'après  l'identité  (ii),  être 
remplacée  par  l'intégrale  curviligne 

(44)  /      II  dy  —  K  dx 

prise  dans  le  sens  direct  le  long  du  contour  F  qui  limite  ce  do- 
maine. En  particulier,  si  z  et  u  sont  res|)ectivement  des  intégrales 
de  l'équation  (4o)  et  de  son  adjointe,  régulières  dans  un  domaine 
quelconque,  l'intégrale  curviligne  (44)7  pi'ise  le  long  du  contour 
de  ce  domaine,  est  toujours  nulle. 

498.   Méthode  de  Riemann.   — -     Vpj)li({uons  ce  rés^ultat  à   une 
équation  linéaire  du  tvpe  bvperbolifjue,  que  nous  écrirons  main- 


f ')  On  peut  étendre  la  définition  de  l'équation  adjointe  à  une  équation  linéaire 
à  un  nombre  quelconque  de  variables.  Pour  l'équation  à  n  variables. 

l'équation  adjointe  est 


!'<">=i:'^^-2 


-+-  eu  =  o 


Ox, 

et  l'on  a  l'identité 

Urf{z)  —  z(i{u)  =  — -^  -4-  -^  H-...-t-  -—2. 
■'  ()x^         ()x.,  (ix„ 

M,,  Mo,  ...,  M„  étant  des  fonctions  bilinéaires  par  rapport  à  ~,  u  et  ii  leurs  déri- 
vées du  [iiemier  ordre,  dunt  on  aurait  rcxpression  au  moyen  des  identités 

Ox-  Ox,  ôXi 

On  verra  des  exenipics  dans  la  suile  (  n°'  501,  5'28,  5.3'i). 
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lenanl 

.    ..  ^  f"-  (Jz        ,    dz 

'  '        Ox  dy  dx  dy 

on  a,  dans  ce  cas  particulier. 
(46) 


d"- 

u 

a 

du 
dx 

— 

/v 

-f- 

(:- 

da 
dx 

— 

dh 

dj- 

^y 

<(r 

H  = 

=  au  z 

-- 

du 

> 

K 

=  bu 

z  -^ 

u 

dz 
dx 

Soient  z-(x,  y)  Tinlégrale  de  Téqualion  (4^)  (')  satisfaisant  aux 
conditions  de  Cauchj  le  long  d'un  arc  AB  {fig.  84'*)  et  u{x,  y) 
une  intégrale  quelconque  de  l'équation  adjointe  régulière  dans  le 

rectangle  ACBD.  En  reniplaçanl  sous  le  signe    /    les  lettres  x  et  r 

par  les  lettres  ç,  r,,  nous  avons,  d'après  la   proposition  générale, 

(47)  f    \\dr,  —  Kcl\-^   I      Udr,-   f     Kr/;=<), 

«^    yp  •    l'M  '    MO 

la  même  substitution  avant  ('té-  faite  dans  11  cl  K:  le  pdinl  .M  e>t 
mi  point  du  rectangle  ACBD,  de  coordonnées  x,  y.  Par  livpo- 
ihése,  on  connaît  la  ^aleur  de  l'intégrale  cherchée  r-(;,  •/;  i  et  de  ses 
dérivées  partielles  le  long  de  l'arc  AB,  '/(ç,  r,)  est  une  solution 
dclmninée  de  l'écpialion  adjointe.  Par  conséquent,  la  piemière 
inté"rale  curviligne,  prise  le  lonir  de  1  arc  OP.  est  une  fonction 
connue  des  coordonnées  x  et  v  du  point  M.  Il  semble  au  contraire 
que  les  intégrales  curvilignes  le  long  de  PM  et  le  long  de  MQ  ne 
peuvent  être  calculées  sans  connaître  les  valeurs  de  c  le  long  de 
ces  droites.  L'artifice  de  Riemann  consiste  précisément  à  choisir 
la  fonction  u  de  façon  à  éliminer  ces  intégrales.  Nous  avons 

f    Iw/;=    (     (buz^U^-^)dl 


Mn  •    Mn 

ce  fpi  une  inté^^ralioii  p;ir  parties   inimt'diiilc   pcniu'l  d  ('(tiic 

f    KcI;=U.Z>^-^    f    .(f.u-^)ril 


MQ 


(  '  )  On  suppose,  pour  simplidci-,  /  (  x,  y)  =  o.  Si  /  n'était  pas  nul,  il  y  aiirail 
nn   Icrinr  dr  [ilus.  liitile  y  rétiihlir,  iluns  l'expression  de  rintci,'raie. 
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et  la  loniuile  générale  (47)  nous  donne 


(fi^) 


/  ^    J.y 


Pour  f'.iire  disparaître  les  intégrales  où  figurent  les  valeurs  incon- 
nues de  z  le  long  de  PM  et  de  MQ,  il  suffira  de  prendre  pour  u  i  ;.  -r) 
une  intégrale  de  l'équation  adjointe  (où  x  et  y  ont  été  remplacées 
par  ^,  r,).  satisfaisant  aux  conditions  suivantes 

—  u(\.  y)  =  il';,  J'i«C;,  y),         —  ii{x,  t.)  =  a{x,  r,)u(x,  r,). 

(Jr  «(;,  y)  et  u{x,  r,  )  représentent  respectivement  les  fonctions 
de  ^  et  de  y,  auxquelles  se  réduit  cette  intégrale  le  long  de  M()  et 
de  MP.  En  désignant  par  ii^^  la  valeur  de  celte  intégrale  lorsque  le 
point  (  ç.  Y,  I  est  venu  en  M,  il  laut  et  il  suffit  qu  on  ait 

/      b  I.Y  dl  la  .r,v)flv 

u(\.  y  )  =  «M s'  "'  j  M(T,  r,  )  =  iiMe"-  y  , 

pour  que  les  intégrales  le  long  de  MP  et  de  MQ  disparaissent 
dans  la  formule  (481.  En  supposant  «„^i,  nous  désignerons 
par  u[x^y\  ;.  r, )  la  fonction  des  deux  couples  de  variables  [x,  -)'), 
(;,  r, )  ainsi  déterminée.  Considérée  comme  fonction  des  va- 
riables (;,  Y,),  cest  une  solution  de  l'équation  adjointe 


d 


)- u  . ,  du         ,    ,  ou        [    ,,  <i'i        àh n        , 

7— ai  :.  r,  )  --  —61;.  r,  ) ^     c(  ;,  '',  ) :t r     " '  ;•  f,)  ~  ^\ 

,.  .  /   '"  »  ,i')rf" 

pour  ;  ^  X,  elle   se  réduit  à  c  r  et,   pour  r,  =  r,  elle    se 

réduit  à  f"  '•  ;  elle  est  donc  égal»'  à  un,  pour  ;  ==  ./•,  y.  ^y. 

Si  nous  supposons  qu'on  ait  déterminé  cette  intégrale  de  l'équa- 
tion adjointe,  la  f(jrmule  (18)  nous  donne  la  valeur  au  jtoint  (.r,  )) 
de  l'intégrale  qui  satisfait  aux  conditions  de  Caucliv  le  long  de 
l'arc  AH 

(  jo  I     z\\=(  uz  )n^-    I       uzi b  d'-  —  a  dr  )  -t-    /       u  —^  d\-^  z  —  dr.. 

Dans  cette  formule'  ne  figurent  que  les  \aleurs  de  z  et  de  -^  le 
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long  de  Ali.  l'^n  tenant  compte  de  1  identité 

r    odtz)    ,,        ii(u:-\    , 

on  peut  remplacer  la  formule  (49)  pai'  1  une  ou  l'autre  des  for- 
mules 


(.^g)       CM  =  (»^)i>-^    /     iiz{adr,  —  b  dz) -h    I     u  —  dr, -^  z —^  cf^, 

s\  =  ; —  -^   I     iiz(a  dr,  —  0  d; ) 

^  «    PO 

_^i    f     J^J±dr,-kd^^)^-    fc('4cil-'^dr), 


(49)' 


'(PQl        \"*J  "^         /  ^-'PQ 


dont  la  dernière  est  la  plus  symétrique,  mais  dépend  des  valeurs 
de  z    et  de  ses  deux  dérivées  le  lon<;  de  AB. 

Dans  toutes  ces  formules,  le  point  (.r,  r)  est  considéré  comme 
fixe,   et    les  variables  d'intégration  sont  ç,   r. ,    de    sorte    que    les 

variables  x  et  y  ne  figurent  sous  le  signe    /   ([ue  dans   //   et  ses 

dérivées.  On  peut  répéter  sur  ces  formules  toutes  les  remarques 
qui  ont  été  faites  à  propos  de  léqiiation  5  =  o  (n"  489);  la  fonc- 
tion de  Riemann  «(x,  y;  ç,  r,  )  se  réduit  à  lunilé  dans  ce  cas 
particulier. 

Ces  formules  s'appliquent  encore  lorsque  l'arc  AB  vient  coïn- 
cider avec  la  ligne  brisée  ADB;  les  points  P  et  Q  viennent  alors 
en  P'  et  Q'  et  la  formule  (49)')  par  exemple,  donne 

;:ji  =  («-)i.'-i-    /       (z—^  —  buz\d\ —    /       u[  —  -^az\dr,, 

,       .  .        .  .  lIu 

ce  (pi  on  peut  encore  écrire,  en  intégrant  par  |iailic  c-  —j, 
(',(>)        ZM=  (uz)it—   I       u(-^-^bz)d;~    /       u(  -^  -^  az)dr,. 

Pour  calculer  ;j|,  il  suffit,  conformément  à  la  théorie  générale, 
de  connaître  les  \aleurs  de  r  le  long  de  la   lii;ne  brisée  ADIi.  En 

efl'et,  c  (.r,  y)  étant  une  fonction  connue  ilc  ./  le  lonjr  de  AD,  —  est 

connue  le  lon<r  de  AD,  cl,  i)our  la  inOine  rtii>on.  —  est  une  fonc- 
lion  connue  de^  le  long  de  DB. 
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Soient  :r,,v',  les  coordonnées  du  point  D;  désignons  par 

l'intégrale  de  l'équation  :^{z)  =  o  qui  satisfait  aux  conditions  sui- 
vantes 

—  I        bt.\,dl  —  /      nl.r^,v)^t^> 

Cette  intégrale  est  égale  à  un  au  point  \)  et.  quand  on  remplace  x, 
y  par  ç,  t,,  elle  satisfait  aux  deux  relations 

,  dz  oz 

oz  -, ;=o,         az  -, =o 

le  long  de  AD  et  de  BD  respectivement.  Si  Ion  a  pris  pour  ;  celle 
intégrale,  la  formule  (5o  )  se  réduit  à  ;«:=  ;/£,,  cest-à-dire  qu'on  a 

(■ji)  z(x,  y;  Tj,  fi  )  =  u(x,  y:  Ti.  vi). 

Reniplarons  Xi.  y,  par  ;,  r,  respectivement,  nous  voyons  que  la 
fcinction  a{x,  y:  l,  Tj),  considérée  coniine  fonction  de  x.  y,  est 
une  intégrale  de  l'équation  proposée  qui  satisfait  à  des  conditions 
tout  à  fait  pareilles  à  celles  qui  la  déterminent  quand  on  la  consi- 
dère comme  fonction  de  (ç,  yi),  puisque  a  et  6  doivent  être  rem- 
placés par  —  a  et  — b  quand  on  passe  d'une  équation  à  son  adjointe. 
La  connaissance  de  cette  fonction  u(x,  y;  z,  r,)  permettra  donc 
aussi  de  résoudre  le  problème  de  Caucliy  pour  l'équation  adjointe, 
cl  l'on  peut  dire  que  U intégj-ation  (F une  éfjudlion  Uiu'aire  et 
l'intégration  (le  l'équation  adjointe  sont  deux  problèmes  érjui- 
valcnts. 

Les  dernières  conditions  qui  déterminent  u{x,  y\  \,  t,  )  sont  identiques 
à  celles  qui  déterminent  la  fonction  (^ix,  y\  \.,r\)  quand  on  suppose  X  =  —  i. 
Il  est  facile,  d'après  cela,  de  vérifier  lidenlité  des  deux  solutions.  La  for- 
mule (38)  s'écrit  en  effet,  en  supposant  f(x,  y)  nul.  cl  remplaçant  Ci 
par  —  H, 

(38/     zix,y)=:ZJx.y)-r-   I    j        -"^  [  r*  ;•  t,  )  ]  «(  .r,  j;  ?,  yj  </;  r/r,. 

Cela  étant,  il  snfdt  da|)pliquer  à  cette  intégrale  doiilde  la  ftirmule 
générale  (44)  qui  la  ramène  à  une  intégrale  curviligne,  et  les  transforma- 
tions qui  viennent   détre  effectuées  conduisent  précisément  à  la  solution 

de   Riemann.  Les  valeurs  de  r,  ^^»  —  >  le  long  de  l'arc  AB,  sont  en  eiïcl 

■    ox    oy 


t  »\f.     tiiAi'inti:  v\\i.  —  Koi  vTiuNs  i,im;\ihi:s  dc  tvi'i:  iivpi:nBoi.Ku  k. 

éjjales  par  li vpotliiîse  aii\   valeur-;   île  l'iiilt'^grale  cherciiée  cl  de  ses  déri- 

(i3     Oz     ,     ,  ,  .  ,  ,  , 

voes  — >  — «  le  Ions  <j<'   nn-me  arc.   On   peiil   remarquer  seulemeiil  (lue  la 
Oj:    fJy 

solution  du   prohiénie  de  (^aucliy  donnée  par  la   formule  (38)  sot:s  forme 

d'inlégrali'  double  ne  suppose  pas  l'existence  de  l'équation  adjointe,  c'est- 

.   j-       ...  ,        ....      Oa     ôb 

a-dire  1  existence  des  dérivées  — »  — • 

199.  Équations  à  coefficients  constants.  —  Toute  équation  linéaire  du 
type  livpcrboliqiie  à  coetlicients  constanls  admet  pour  caractéristiques 
deux  familles  de  droites  (n"  482;;  si  ou  la  rapporte  à  ses  caractéristiques, 
les  coefficienls  a,  b.  c  qui  figurent  dans  la  forme  réduite  (4V)  peuvent 
aussi  être  supposés  constants  (I,  n''(j3).  Si  l'on  pose  ensuite  z  =  ue  ''■^"'^y, 
on  la  ramène  à  une  équation  ne  renfermant  pas  de  dérivées  du  premier 
ordre,  et  où  le  coefficient  de  a  est  encore  constant.  Toute  équation  de 
l'espèce  considérée  peut  donc  être  ramenée  à  la  forme  simple 

{■3'i.) r-  CZ  =  O, 

^      '  ûx  Oy 

<■  étant  un  coefficient  constant.  Si  c  n'est  pas  nul,  le  changement  de  x 
en  fcx  permet  encore  de  donner  à  ce  coefficient  une  valeui-  arbitraire,  ±  i 
par  exemple.  L'équation  (5>.)  est,  après  l'équation  élémentaire  5  =  o,  un 
des  types  les  plus  simples  auxquels  s'applique  la  méthode  de  Riemann. 
On  sait  en  effet  trouver  la  fonction  u{x,  y\  ç,  r^)  pour  cette  équation, 
tar  il  suffit  de  trouver  une  intégrale  se  rédui«ant  à  l'unilc  pour  x  =  ;. 
(|ucl  que  soit  i',  et  pour  j-  =  r,,  quel  que  soit  x.  Posons  v  :={x  —  ^){y  —  f,) 
et  cherchons  une  intégrale  |)articulière  de  (52)  ne  dépendant  (|ue  de  «•, 
z  =  '^(v);  nous  sommes  conduits  à  l'équation  du  second  ordre 

V  »''(»')-+-  o'{v)-{-  c  o{v)=:  o, 

(|iii  est  une  des  formes  de  l'équalion  «le  Hessel  (II,  n"  414). 

On  a  vu  que  cette  équation  admet  pour  intégrale  une  fonction  entière 
de  c,  se  réduisant  à  un  pour  v  =  o,  et  celle  intégrale  a  pour  expression 
]{  —  cv ),  où  ]{l )  est  la  série  entière 

t  n  t" 

J(0=' 


I        (!.■>.  )^  («!)- 

'  )ii  peut  dune  toujours  ré>oudrc  le  problème  <le  (iauchy  pciur  une  é(|ua- 
liim  tlu  tvpe  liv|)erbolii|ue  à  cneflicients  constants. 

Considérons  par  exemple  l'ér/uation  des  lé/éirrap/iistes  qui  s'écrit,  avec 
un  choix  convenable  d  unités, 


r>î  V 

0*-\ 

d\ 

-  T!    =  o 

Ox-' 

'If- 

<)t 

(55) 

V  désigne  le  polenliid  au  temps  /  en  un  |)i.iiit  d'abscisse  x  sui   un   lil  n^cti- 
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liiriie  iiidélini,  dirigé  suivant  Ox.  qui  transmet  une  perturbation  électrique. 

1^5  caractéri>tiques  sont  ici   les  deux   familles   de   droites  xrrf  =  <>;    en 

.r  —  t 

>  et  posant  en 


T  —  t 
prenant  le?  deux  nouvelles  variaMes  x'  =  — - —  »  y 


même  temps  V  =  -  «   ',  l'équation  fiî)  devient 


z-:^ 


(54) 


On  suppo>e  qu'une  pLMlurbation  électrique  initiale  a  été  produite   sur  le 

fil  entre  les  deux  points  x  =o  et  x  =  a  (a  >  o),  et  l'on  demande  la  valeur 

de  V  au  temps  /  au  point  d'abscisse  x.  Analytiquement,  le   problème  à  ré- 

dz 
soudre  est  le  suivant  :  On  connaît  les  valeurs  au  temps  /  =  o  de  -3  et  de  — - > 

ot 

z=/(x),         j^=g{x), 

ces  fonctions   étant  nulles  en   dehors   de    l'iiiti'rvalle  (o,  a):   en    déduire 
z{x,  O,  quels  que  soient  x  et  t  (/>oi. 

C'est  précisément    le  problème  de  Cauchv,  et  la  courbe  qui   porte  les 
données  est  la  droite  t  =  o  dans  le  svstème  d'axes  (Ox,  Ot),  et  la  droite 


I-'ig-  ')■• 


y  =  t'  dans  le  système  d'axes  (Ox'.  Oi  '  i.  Les  valeurs  de  z  et  de  ses  déri- 

vées   partielles  — ;,  —  le  lon^'  de  celte  droite  résultent  des  données. 
'  Ox      f)y 

Soit  M    un   point  de    coordonnées  (r,  /  i,  /  ctanl    positif,  dans  le  s\stèn)e 

(Ox,  Ot).  F.a  valeur  de  l'inté^M-ale  rliorrlii-e  au  point   M  r>t  donnée  par  la 
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formule  générale  (  19  )"  (|ui  devient  ici 


(itz)p  -*-(  IIZ)Q 


(55) 


à  J  (  —  -)  ,  où  V  =  f^'— ;)C^'  — 7)): 


la  fonclion  u  de  Hieniann  «'tant  égale 

nous  la  désignerons  par  o(v).  Soit  N  un  point  du  segment  I*Q  de  coor- 
données (X,  o)  dans  le  système  {Ox,  Ot);  ses  coordonnées  dans  le  sys- 
tème (Ojr\  Oy  )  sont  ?  =  r,  =  -4  ?  et  À  varie  de  ^  —  t  à  x  -h  t  \e  long  du 

segment   PQ.  Pour  appliquer   la   formule  (5")),  il  est  nécessaire   de  con- 

du     du     dz     dz  ■       ^r   ■,     r./-. 

naître  u.  z.  —- ,  — ,  ^^,  —  en  tout  point  N  de  FQ. 
dl     dr,     0-     Or^  ' 

On  a  d'abord 


V  =  I  X  — 


^"•5 


\  ■>■ 


fx—  /  — X 


(  X  -  X 


[{  X  —  X  I- —  /- 
ï — 

du  ,  r ,  .r  —  X  |2  —  /-  "1  /  X  —  .r  —  A 

^  =  ■<"«'■-'■'= H. — i — \y^^} 

'/    N/t  '^         ,  r(.r  —  Xi'— /n /X  —  .r-^  A 

=  ?  (.)(^  -X  )=.  y ^ — J  (  ^TT-)' 


du 


On  voit  de  même,  en  tenant  compte  des  conditions  initiales,  qu'en  tout 
point  N  de  PQ,  on  a 


0:;  ^/o  Or,  ^/,^ 


Aux  point*  P,  Q,  on  a  «  =  i,  ;;  se   réduit   respectivement  à  /[X —  t)  et 
à  /(x  -T-  t  ),  et  la  formule  (55)  devient 


(56) 


f(T—t)-hf(x-^f) 


i   -^L  K^^-^j-.-'/^'^^[^-^ 


(Th. 


Les  variables  x'  el y'  ne  figurent  pas  dans  la  formule  définitive  (5()),  qui 
exprime  directement  la  solution  au  moyen  des  données.  Pour  discuter 
celte  solution,  rappelons  que  les  fonctions  /'(j-)et  f:(x)  sont  nulles  en 
dehors  de  rinlervallo  (o.  a  ).  Supposons  x^  «;  tant  qu'on  aura  t  <ix — a, 
X  —  l  el  x  -~- 1  seront  supérieurs  à  a,  et  le  second  membre  de  la  formule  (56) 
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sera  nul.  I^a  perturbation  électrique  n'atteint  donc  le  point  d'abscisse  x 
qu'au  bout  du  temps  x  —  a.  Si  <  est  supérieur  k  x  —  a  et  inférieur  à  j", 
X  —  t  est  inférieur  à  a  et  positif,  .r  -r-  /  est  toujours  supérieur  à  a.  fi  x  ^  t) 
est  nul  et  l'on  peut  remplacer  la  limite  supérieure  x -^  l  àe  l'intégrale 
par  a.  La  formule  (56)  peut  s'écrire 

(56/      z  = -^^^^—-^ -^  -    f     F(x,t,l)dl         (x—a<t<x), 

en  désignant  pour  abréger  par  Y ( x,  t^  À  i  la  fonction  sous  le  signe    /  .  Knfin, 

si  l  est  >  j?,  a;  —  t  est  négatif,  x  -\-  t  supérieur  à  a.  f{x  -4-  n  et  f(x  —  /) 
sont  nuls  ;  on  peut  prendre  o  et  a  pour  limites  de  l'intégrale,  et  la  for- 
mule qui  donne  z  devient 


(56)" 


-  f  F(x,  t,  i)(r>.      (f>x). 


On  voit  donc  que  la  valeur  de  z,  pour  une  valeur  donné  de  .r  >  a,  ne 
cesse  d'être  nulle  que  lorsque  t  atteint  la  valeur  x  —  a,  mais  à  partir  de 
cette  valeur  de  f,  elle  ne  redevient  pas  nulle.  Il  y  a  bien  pour  la  perturba- 
tion un  front  d'onde  à  l'avant  qui  s'avance  avec  une  vitesse  égale  à  un. 
mais  il  n'y  a  pas  de  front  arrière.  On  peut  dire  encore  qu'entre  les 
temps  t  =  X  —  a  et  ï  .=  a:,  il  passe  au  point  x  une  onde  représentée  par 
la  formule  (56/;  mais  cette  onde  laisse  derrière  elle  une  sorte  de  résidu, 
représenté  par  (56)".  Lorsque  t  croît  indéfiniment,  ce  résidu  tend  vers 
une  limite  indépendante  de  x.  F>a  discussion  serait  analogue  pour  x  négatif. 
Observons  que  le  potentiel  V  est  égal  à  ze-',  et  la  présence  du  facteur 
exponentiel  produit  un  amortissement  très  rapide. 

"JOO.  Autres  problèmes.  —  Le  problème  de  Cauchy  n'est  pas  le  seul 
qu'on  puisse  avoir  à  résoudre  pour  les  équations  linéaires  du  type  liyper- 
bolique.  On  peut  aussi  avoir  à  résoudre  des  problèmes  mixtes  comme  dans 
le  cas  de  l'équation  s  =  o.  La  méthode  des  approximations  successives 
s'applique  encore  à  ces  problèmes.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille 
obtenir  une  intégrale  de  l'équation 

5  =  'l( ap  -¥-  brj  —  cz)  -hf(x,  y) 

prenant  des  valeurs  données  le  long  de  la  caractéristique  r  =  <>  et  le  long 
«le  l'arc  de  courbe  Oi\D  (/^'a'.  i<5j  qui  n'est  rencontré  (ju'en  un  point 
par  une  parallèle  à  Ox.  En  désignant  par  z^)(x,y}  l'intégrale  de  l'équa- 
tion s=f{x,  y)  qui  satisfait  à  ces  conditions  (n°  iOO  ).  on  définira  de 
proche  en  |)roche  les  fonctions  ;;„  par  la  relation 

^n(T,y)=  f  f  r«(^,-0%^+^(^,r,)%^-r($,rJ.-„_,L/^/r., 
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l'inlégrale  étant  étendui'  au  rectangle  MNQP;  par  des  artilices  analogues 
à  ceux  (lu  n'  49i.  on  doniontie  que  la  série 

est  uniformément  convergente,  ainsi  que  les  deux  séries  formées  par  les 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  On  peut  également  employer  la 
méthode  des  approximations  successives  pour  déterminer  une  intégrale 
|)renant  des  valeurs  données  le  long  de  deux  arcs  de  courbe  situés  dans 
le  même  angle  des  caractéristiques.  M.  Hadamard  a  montré  aussi  qu'on 
pouvait  étendre  à  ces  problèmes  la  méthode  de  Riemann;  la  fonc- 
tion ii(.r,  y\  ;,  Tj  )  doit  être  remplacée  par  une  solution  tic  l'équation 
adjointe,  qui   présente  des  lignes  de  discontinuité  ('  ). 

La  méthode  des  approximations  successives  permet  aussi  de  traiter  les 
mêmes  problèmes  pour  une  équation  de  la  forme  plus  générale 

(  37)  s  =  V(x,  y,  z.  p,  q). 

Nous  nous  bornerons  au  plus  simple  de  ces  problèmes,  celui  qui  consiste 
à  déterminer  une  intégrale,  connaissant  les  valeurs  qu'elle  prend  le  long 
fie  deux  caractéristiques  de  systèmes  différents.  Pour  simplifier  un  peu 
l'exposition,  nous  supposerons  qu'on  cherche  une  intégrale  de  (37)  sannu- 
lant  pour  .r  =  o.  quel  que  soit  j',  et  pour^  =  o.  quel  que  soit  x;  il  est 
clair  que  des  transformations  simples  permettent  de  ramener  le  cas  général 
à  ce  cas  particulier.  Sur  la  fonction  ¥(x,y,  z,  p,  q)  nous  ferons  les  hypo- 
thèses suivantes;  cette  fonction  est  continue  dans  le  domaine  D  défini  par 
les  inégalités 

0^x1^,        o-.y^%         \z\^U,         \p\%P,         I7ISQ, 

a,  ^,  II.  P,  Q  étant  des  nombres  positifs.  De  plus,  dans  ce  domaine,  elle 
satisfait  à  la  condition  de  Lipschitz  relativement  à  ;:,  p,  q,  c'est-à-dire 
qu'étant  données  des  valeurs  de  .r,  y,  z,  z',p,p',  q,  q',  comprises  dans 
les  intervalles  précédents,  on  a 

,£„x  j  \r(x,y.  z'.  p'.  q')  —  V(x,y.  z,  p,  7  i| 

I       <K,|-'_-|^K,|//-;,|--K3l7'-7l. 

K|,  Kî,  K3  étant  des  nombres  positifs.  Soient  M  une  limite  supérieure  de  |F| 
dans  ce  domaine  D.  et  R  le  rectangle  limité  par  les  droites  a*  =  o.  o"  =  a. 
^  =  Oi  JK  =  ?•  Nous  prendrons  pour  premièn-  valeur  approciiée  de  l'inlé- 


{')  K.  l'icAUD.  Note  I  du  Ti>me  I\'  des  Leçons  sitr  fa  théorie  des  surfaces  de 
M.  Daubocx,  p.  3J3  et  snlvanle». 

E.  GounsAT.  Annales  <le  la  Farulté  des  Sciences  de  Tott/oiise,  2'  série,  t.  ^I. 
igo'i;  p.  î  1-.  /iii/lelin  de  la  Société  mathématique.  (Séance  du  a'j  mai  ign)    • 

J.  Hadamapt).  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  WXI.  p.  20S  cl 
t.  \\\II,  p.  2'rî- 
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;iale  clicrclu-e  Zo(  x,  y)  =  o,  puis  nous  poserons  d'une  fiiçon  gém-rale 


Soient  p  et  p'  (leu\  nombres  positifs  au  plus  égaux  à  a  et  à   3 


i37 


-r-  Ko  \p„-\  —Pn    2  I  —  K3  |<7„-,  —  qn-l\\  dr, , 

\Pn(^,r)—Pn~l(^,y}\<    I       |K,|^„_,(;,   r,  )  —  J,,_o  (  ;,  r,  1 1  -H  .  .  .  —  [  ^/r,, 
•-  0 


Posons,  d'une  manière  générale, 


Unix,  y)  =    I       dz,    I         K  1  »;,_!  (  ;,  T,  )  -^  Ko  ^  "j^   '   —  K3  ^  ""    '      f^-^.- 

et  supposons  qu'on  ait  pris  pour  iii(x,y)  une  fonction   n'gulière  dans   R' 
et  telle  qu'on  ait,  en  un  point  quelconque  de  ce  domaine  »i  «  x.^'  »  >>  |  -1  li 


ôx 


> 


dZi 
Ox 


ÔUi 

<)V 


> 


ày 


;   on  voit,  de  proche  en  proche,  qu'on  aura.  )i(»ur 


loult!  \aleur  de  n, 


\z,Jx,  y)  —  z„-i(x,  y)\  <  iiu(x,y), 


\Pn(x,j')—pn-\(T,y)\ 


àu„ 
ôx 


Ou,, 


»  \(Ju—f/n^l\<  — 


^  ...      v^         V7  ""'(    'V^  Ou,, 

Or,  on  a  démontré  plus  haut  ('n''494)  que  les  séries    7  u„.    7   — ->    ^  —— 

sont  uniformément  convergentes:  il  en  est  donc  de  même  de  la  série 

z,(x,  y)-r-[z.(x.  y)  —  Zi(x.y)]-r-...—  \z„iX.y)-z.,-i(x,y)]-h... 

et  de  celles  qu'on  en  déduit  en  différentiant  terme  à  terme  par  rapport 
à  a*  ou  à  y.  I.e  raisonnement  s'achève  comme  au  n"  -iOi;  li)rsque  n  croit 
infiéfinimciil,  z„  tend  vers  une  fonction  Z(x,j}  qui  satisfait  à  toutes 
les  conditions  du  problème.  De  plus,  c'est  la  seule  intégrale  de  l'équa- 
tion (57)  satisfaisant  à  ces  conditions. 

Le   domaine    dans   lequel  l'cxislencc    <le    l'intégrale   est   assurée  est,  <mi 


1  38       CIIVl'ITRK    WVI.    —    KOI  ATION>    IINKAIIIKS    DU    TVIMC    11  YIM'.RItOI.IQlE. 

g^t'iu-ral.  moins  étenilii  que  pour  une  équation  linéaire.  Il  est  un  cas  inté- 
ressant où  ce  domaine  est  le  même;  c'est  celui  où  la  fonction  V{  x^y,  z,  p.  q  ) 
reste  continue  pour  tout  svstème  de  valeurs  réelles  de  z,  /),  q.  lorsque  le 

....      ôV     d¥    d¥ 
point  I  .r.  y)  reste  dans  le  domaine  R.  et  admet  des  dérivées  —-,  —-,  -— » 
'  -    '  Oz     dp     dq 

restant    moindres  en   valeur   absolue   qu'un    nombre   fixe,  dans  les  mêmes 

conditions.    Nous    n'avons    pas   alors   à    tenir   compte    des    conditions   qui 

expriment   que  Zn,  Pn^  ^n   restent  dans  le  domaine   D  et  nous  pouvons 

prendre  p  =  2,  p'=  3.  La  série  fournie  par  les  approximations  successives 

converge  dans  le  rectangle  R.  Tel  serait  le  cas  de  l'équation 

s  ^  ap  ->r-  hq  -^  c  sine, 

où  a,  b,  r  sont  des  fonctions  continues  de  x,  y  dans  R  ;  l'équation  obtenue 
en  posant 

z  =  o(r)  -t-  '^{y)  —  '^{o)  +  ti 

satisfait  évidemment  aux  conditions  voulues,  pourvu  que  <^'{x)  et  '^'(y) 
soient  continues  dans  les  intervalles  (  o,  a)  et  (o.  ^)  respectivement. 


III.  —  KOIATIONS  A  PLUS  UE  DEUX  VMUMîLES. 

Il  »'lail  naUirel  de  chercher  à  éteiKh'e  hi  inélhode  si  simple  de 
Rieniann  aux  équations  du  type  hyperbolique  à  plus  de  deux  \a- 
rial)les.  MM.  KirchhoO'.  \  ollerra,  Tedone,  Coulon,  d'Adhémar 
avai(;nt  Iraitt"  1111  certain  nomhre  d'exemples  particuliers.  M.  Hada- 
manl  a  ohtt'iui  le  j)reinier  une  solution  gétiérale,  en  montrant  qn  il 
suHisail  do  connaître  une  inléj^rale  de  l'cquation  adjointe,  pré- 
sentant eu  un  point  arbitraire  une  sinjj;uiarilé  d  une  nature  déter- 
minée, j)Our  pouvoir  en  déduire  par  des  quadratures  la  solution  du 
prohlème  de  Cauchj;  comme  dans  la  méthode  de  Riemann,  celte 
intégrale  jiarticulière  est  indépendante  de  la  surface  qui  jiorte  les 
données.  Nous  renverrons  aux  travaux  (')  du  savant  géomètre 
jioiir  rétiidc  de  cette  difficile  question,  et  nous  nous  bornerons  à 
indiquer  la  méthode  élégante  de  M.  \  olterra  (-)  pour  1  (Miualion 
des  ondes  cylindriques. 


(')  Annales  de  l' Ecole  .\orntale  supérieure^  1904  cl  \<^*i'i\  Acto  malliematica, 
t.  XX\l,    i.,oS. 

(')  Acta  matlieniatica,  t.  WIII.  1894.  Voir  aussi  le  Mémoire  de  Imuciihùfi" 
Sitzun^sbericlite  cier  lierliner  Alxodemie,  1882. 


III.    —    KQI  ATIDNS    A    I'Ll>    DK    DEL  \    VARIABI.KS.  i5() 

oOI.  Formule  fondamentale.  —  Soit  LJfx,  y,  z)  une  fonction 
continue  admettant  des  d('"rivées  partielles  continues.  Il  est  souvent 
commode  d'introduire  la  dérivée  de  V  pr'if,e  suivant  une  direclioii 
délciniinée.  Considérons  x^  i',  z  comme  les  coordonnées  rectan- 
gulaires d'un  point  de  Tespace,  et  soit  L  une  direction  issue  d'un 
point  M.  Sur  celte  direction  prenons  un  point  M'  à  une  distance  k 
de  M;  on  appelle  dérivée  de  \j(^x.   y,  z)  suivant  la  direction  L  la 

1-     •        1                     U(iM')  — U(M)    ,  1  •      Aw  i 

limite  du  rapport rj^p '  lorsque  le  point  M    se  rapproche 

indéfiniment  du  |)oint  M  en  restant  sur  la  demi-ilroite  considérée. 
On  écrit,  pour  abréger,  U(M)  au  lieu  de  U(x,  y,  z)^  M  étant  le 
point  de  coordonnées  (\r,  y^  z).  Si  a,  ^3,  *'  sont  les  angles  de  la 
direction  L  avec  les  directions  positives  des  axes,  on  a 

U(M')  — U(M)  _  \}(x  —  h  co?a.  y—  h  cos3.c-t-  h  cosy)—  \](x.y.  z)  ^ 

la  limite  de  ce  rapport,  c'est-à-dire  la  dérivée  cherchée  -tt-j  a  donc 

pour  expression,  d'après  la  formule  cpii  donne  la  dérivée  d'une 
fonction  composée 

(  5q  )  -77-  =  —  cos  an cos  i  H — —  cos  y- 

^    ^  dL        Ox  dy         ^         dz         ^ 

Soit  .M\  le  vecteur  ayant  son  origine  eu  Al,  el  dont  les  composantes 

f){]     d\}    d\]     .    ^     .     .        ,.    .  .  dU  .     ,      .    , 

sont  — >  -— >  -— ;  la   relation  (ji»)  exprime  que  -77-  est  c"ale  a    l;i 

ôx      ôy     ôz  \    JJ         i  1        ^L  ^ 

valeur  algébrique  de  la  projection  du  vecteur  MV  sur  la  direction  L. 

Il    en  résulte    aussittU   cpie'    les   dérivées   suivant   deux    directiijiis 

opposées  ne  dillèrent  que  par  le  signe.  Rappelons  encore  ([ue  le 

vecteur  MV    est  dirigé  suivant  la  normale  à  la  surface   de  niveau 

U(;r,y,  c)  =  G  qui  passe  au  point  M  et  du  coté  où  la  foiuiioii  [J 

est  croissante,  et  que  la  longueur  de  ce  vecteur  est  en  raison  inverse 

de  la  portion  de  normale  com[)rise  entre  deux  surfaces  de  niveau 

inliuiment  voisines.   Toutes  ces  définitions  s'a|)|)li([uent  ('videm- 

ment  à  une  fonction  <le  deux  \ariables,  en  rem|)la(anl  l'espace  par 

le  plan. 

Gela  posé,  soit 

„ ,  ()-  Il       ()-  Il       ()"•  Il 

F  (  «  )  =  — -  H 

^     ^        Ox-^        iiy^        Oz'' 


i6o     C1IVPITIU-:  xwi.  —  i;oi  ATioNs  i,i.m;aiiu;s  du  TYpr;  iiyi'Eiiiîoi.iqlI': 
On  a  ridcnlilc  [cf.  n"  il>7.  noie), 

'  ^    '       dx\     0.C  <)x  J 

(I    /     (lu            âv  \         d   I     au  ()y 

V u  — i- u  — 


^y  \  ^y       ^y  1     oz  \  oz 

quelles  que  soient  les  fonctions  //  et  i\  Si  ces  fonctions  sont  con- 
tinues, ainsi  (|uc  leurs  dérivées  j)arlielles  jusqu'au  second  ordre, 
dans  un  domaine  borné  D,  limité  pai-  une  surface  ï.  on  déduit 
de  l'identité  précédente  la  relation 

Cl    f  \i>¥(u)—  uV{K-}]dx(lydz 
-   l    I     (  i'  — "  —  )  <://  dz  -z-  (  f u  —  )  dz  dx  —  .... 

J  J(V,V   <^^        '^J^l  \  ^y        ^>yJ 

l'intégrale  de  surface  étant  étendue  au  côté  extérieur  de  ï.  Soient 
a,  |j,  •'  les  angles  (|ue  fait  avec  les  axes  la  direction  extérieure  de 
la  normale  à  ï;  l'intégrale  de  surface  est  identique  à 


IL: 


[du  (lu         ,.        (lu  ,    , 

(  —  cosa  H cos  i COS-'  |  d-! 

\  ()x  Oy         '         Uz 


J  ./,v,     \<ix  Oy         '         Oz         V 

Or  cosa,  cos|3,  — cosv  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  diicction 

symétrique  de  la  normale  extérieure  par  rapport  au   plan  parallèle 

au  plan  c  =  o  inen(''  par  le  pied  de  la  normale;  suivant  une  exjires- 

sion  due  à  M.  d   \dlii'inar.  nous  appellerons  cette  droite  la  coiuir- 

inale  à  la  surface  ii  au   |)oint  consid<'ré.  La  direction  positi\c  sur 

la  conormale  correspond  à  la  direction  extérieure  sur  la  ntu-male. 

Les  coefficients  de  e  el  de  //,  dans  les  intégrales  de   mu  (ace   précc'- 

denles,  re|)résentent  respecti\ement    les  dt-rivées  des  fonctions  u 

et   (',  prises  suivant   la   direction   positive  de  la  conormale.  Nous 

,  ,   •    ,  du     dv  .  I-       •       I 

représenterons  ces  dérivées  i»ar  — ^»  -rr-. ,  ce  (iiii   permet  d  eciire  la 
'  '<(></.>  '       ' 

Itniiiule  (<)o)  sous  la  Idiine  aluéi;ee 
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o02.  Méthode  de  Volterra.  —  Considérons  l'équation 

,-  ,  ,,,    ,       o-u       o-u       (Pu       „ 

'  Ox-        Oy^        Oz- 

Ic  second  membre  étunl  une  fonction  connue  de  {  x,  )',  z  )]  \\  sufli- 
rait  de  supposer  Z  =  o  et  de  remplacer  z  par  at  pour  retrouver 
l'équation  des  ondes  cylindriques  (n°  i8o).  Cette  équation  appar- 
tient au  type  livperbolique,  et  les  surfaces  caractéristiques  sont  les 
surfaces  intégrales  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 


m-m- 


qui  exprime  que  le  plan  tangent  fait  un  angle  de  4-V'  avec  le  plan 
^  :=  o.  La  conormale  en  chaque  point  est  donc  située  dans  le  plan 
tangent,  et  cette  propriété,  il  est  aisé  de  le  voir,  n'appartient  qu'aux 
surfaces  caractéristiques.  Le  lieu  des  courbes  caractéristiques  de 
l'équation  (o3),  issues  d'un  point  quelcon(|ue  P  de  l'espace,  est 
un  cône  de  révolution  de  sommet  P,  dont  l'axe  est  parallèle  à  O^, 
et  dont  l'angle  au  sommet  est  droit;  c'est  le  cune  caractéristique. 
Dans  la  méthode  de  M.  \'olterra,  la  fonction  de  Kiemann  est 
remplacée  par  une  intégrale  de  Tc-quation  F(«)  ^  o,  qui  est  nulle 
tout  le  long  du  cône  caractéristique  de  sommet  (./■,,  1',,  ^,).  Pour 
obtenir  une   telle   intégrale,  cherchons  d'abord    une  intégrale   ne 


dépend. ml  (pi*-  de  -,  où  r  =  \/x-  -\-y--  ^i  1  on  fait  le  rhangeincnt 
de  variables  x  =  r  cos'^,  y  ^  r  sin'^,  l'écpialion  l"'(;/  )  =  o  devient 

(Lp.  i4<S), 


ry2 

ff. 

I 

()'- 

■u 

1 

<)u 

<r-i/ 

— 

— 

-1- 

— 

— 

-f- 

— 



= 

Ol 

■- 

/•- 

C/! 

yi 

/■ 

Or 

Oz^ 

en  cherchant  iine   intégrale  ne  dépendant  (]ue  de  n- =  -.  on  est 

conduit  à  I  ('([u.'ilKin  (lilliTcntirlIe 

,     „  <r/2«  du 

(  1^2  —    1  )    -   —    -^   II'    -—    =  O, 

d^v-  dw 

dont  l'intégration  est  facile.  (  )n  olilirnl  ain-<i  I  inli'grale  pailieuli«"'r<' 

log(  ^^^^ — )  )  qui  est  nulle  en  tout  [Html  du  (  /me  i  aiaeté- 

ristique  ayant  l'origine   pour  sojnmel,    |t(uii\ii    ipi  ou    |ireiiiie   un 
G.,  m.  11 


i6>.     ciiAi'iTui:  \\\[. 
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signe  con\onal)l('  dcviint  c.  Conimo  1  ('(jualion  F(«  )  =  o  ne  change 
|)as  par  un  (li'|»larenit'ul  trorigine  arl)ilraire,  onvoilqiie  la  fonction 


(C^i) 


('  —  lo; 


est  iiiio  inlcgrale  parliculirre  de  li^jualion  F(//)  =  o,  (jni  est  nulle 
en  tous  les  points  de  la  nappe  inférieure  du  cône  caractéristique 
ayant  pour  sommet  le  point  P,  de  coordonnées  (xi,  j)'i,  z-i).  Cette 
fonction  r  présente  une  discontinuité  tout  le  long  de  l'axe  de  ce 
cône  caractéristique. 

Supposons  que  l'on  connaisse  les  valeurs  d'une  intégrale  u  de 
lécjuation  (62)  et  de  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  le 
long  d'une  surface  S,  et  qu'on  veuille  calculer  la  \aleur  de  cette 
intégrale  en  un  point  P(a:,.  i',,  ;,)  extérieur  à  -.  Ce  point  P 
étant  supposé  au-dessus  de  I,    comme  l'indique  la   figure  (92), 


Fig.  92 


considc'rons  le  domainr  I)  liuiih';  par  la  iKippc  inférieure  du  cùnc 
caractéristupie  A  de  sominel  P,  cl  par  la  portion  ï  de  i]  inlt'-- 
rieure  à  ce  cône:  en  admettant  (juil  existe  une  inlé'grale  île  It-qua- 
lion  (<)2)  satisfaisant  aux  conditions  de  ("au(di\  et  régulière  dans  D, 
nous  allons  montrer  comnieut  ou  peut  ealeuler  la  Naleurde  c<Ute 
intégrale  au  point  P.  On  ne  peut  applupier  immédialeuicut  la  for- 
mule générale  ((\\)  aux  deux  fonctions  //  et  r  tians  le  domaine  13, 
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parce  c|ue  la  fûnction  c  est  discontinue  le  long  de  l'axe  du  cône, 
et  aussi  parce  que  les  dérivées  de  f  sont  discontinues  sur  le  cône  A . 
Pour  éviter  ces  difficultés,  on  isole  d'abord  la  ligne  singulière  au 
moyen  d'un  cylindre  de  révolution  G  de  rayon  très  petit  r\  ayant 
même  axe  que  le  cône,  et  Ton  remplace  le  cône  A  par  un  cône  de 
révolution  A'  de  même  sommet  et  de  même  axe  dont  le  demi-angle 

au  sommet  '^  est  un  peu  inférieur  k  -y  z,  =  -  — z,  et  l'on  considère 

le  domaine  D',  formé  par  la  portion  du  domaine  D  qui  est  exté- 
rieure au  cylindre  G  et  intérieure  à  la  nappe  inférieure  du  cône  A'. 
Les  deux  fonctions  u  et  v  étant  régulières  dans  ce  domaine  D',  la 
ibrmule  (6i)  est  applicaljle.  La  surface  qui  limite  D'  se  compose 
de  trois  portions  distinctes,  une  portion  X"  de  Z',  une  surface  cvlin- 
drique  -4  et  une  portion  de  surface  conique  provenant  du  cône  A'. 
La  formule  (Oij  devient,  en  remplaçant  F(w)  par  Z  et  F(i')  par 
zéro, 

Ln    un   point   de   la  surface  du   cône  A',   à   une  distance  /  du 
sommet,  on  a,  comme  le  montre  un  calcul  facile, 

I      /      .  y :: >  ''''''  '    y/cos-io 

f  =  logi  coto -:- v/cui-'i  —  I  ),       -TT  =  —  T  ^^ — ■■ '-; 

'  ■  a\  l       sino 

lorsque  l'angle  '^  tend  vers  ^,  r,  -^  et  par  suite  l'intégrale  double 

le  long  de  A',  tendent  \er5  zéro  (').  L'intégrale  double  étendue  à 
la   surface  ï,    du    cylindre  ne   peut   être    calculée    piii'Miiron    ne 

connaît  pas  les  valeurs  de  u  et  de  -rrr  sur  celte  suil'ace.  Mais  on 

peut  trouver  la  limite  de  cette  intégrale  lorsque  le  ravon  y,  du 
cylindre  tend  vers  zéro.  En  elTet,  nous  pouvons  prendre  pour  élé- 
ment d'aire  sur  ce  cylindre  (/7  =  r,  dmd::,  l'angle  m  \arianl  de  o 


(')  La  fonction  i' éliinl  nulle  lu  long  de  A,  la  ilérivcc  de  v  suivant  uuc  direc- 
tion quelconque  du  plan  langent  doit  être  nulle  aussi.  Or,  la  conoriiialc  est  prc- 
cisinrienl  dan-s  le  plan  langent. 
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à  2  7:.  En  un  point  de  la  surface,  r  a  pour  expression 


i-  =  loi:(  xji 


-  ,2_y.;j  )_  In. 


la  direction  de  la   conorniale  se  confond  avec   la  direction  de  la 
normale  intérieure  au  cylindre,  et  l'on  a 


d? 


^{z  —  Zi)-^—r;-[:.^  — 


vA^ 


z)^-r,q' 


Le    produit    ■/■,(■   a    pour    limite    zéro,    tandis   que    /■,  -tt-   i'    pour 

limite   -h  i .    On   en   déduit   aisément   que   la  limite   de   lintégrale 
double  étendue  à  la  surface  du  cvlindre  est  éj^ale  à 


—  ■X-  I        u(Xi,Ji,   z) 


)dz, 


z-o  étant  la  coordonnée  du  point  où  l'axe  du  cône  rencontre  la 
surface  S.  D'ailleurs,  lorsque  s  et  r,  tendent  vers  zéro,  les  inté- 
grales étendues  à  D'  et  à  1"  respectivement  ont  j)our  limites  les 
intégrales  étendues  à  D  et  à  1' .  On  a  donc  à  la  limite 


(05) 


//. 


/     (•  Z  d.r  dy  dz 


du 
dS 


"È^'^' 


—  î-  I      u(xi,yi,  z)dz. 


En   prenant  les   dérivées    des  deux  membres  de  légalité   précé- 
dente par  rapj)ort  à  r,  nous  trouvons  enfin 


(66) 


«ï^n^.,--.)  =  -;^,4;  ./././ 


i  z  dx  dv  </c 


I 


"/.4//"^~"^)''' 


du 


La   fonction    auxiliaire   v  est   connue;   //   et  -7^  sont    su|>i)Osées 

dM  '  ' 

connues  sur  S,  et  par  conséquent  le  second  membre  de  cette  for- 
mule est  une  fonction  déterminée  des  coordonnées  (.c,,  j',,  Zf) 
<lu  sommet  1*  du  cône  A.  La  formule  (G(J)  fournit  donc  la  solution 
du  jirobléme  de  Caucliv,  en  admettant  que  celte  solution  existe, 
ce  qui  nest  nullement  évident  a  priori.  Il  est  donc  nécessaire  de 
démontrer  inversement  rpie  la  fonction  //(./,.  j',,  ^i)  représentée 
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par  celle  formule  esl  une  inlégrale  de  Téqualion  (<)2),  dunl  la 
valeur,  ainsi  que  celles  de  ses  dérivées  premières,  tendent  vers  les 
valeurs  données  lorsque  le  point  P  tend  vers  un  point  de  }î].  Celle 
question,  que  M.  Vollerra  avait  laissée  de  côté,  a  été  ('-tudiée  par 
M.  d'Vdhémar,  qui  a  établi  la  réciproque  ('). 

FvOrsque  la  surface  ï  fpii  porte  les  données  esl  une  surface 
caractéristique,  la  direction  de  la  conormale  en  cliafjue  point  est 
située  dans  le  plan  tangent  à  la  surface.  Si  Ion  se  donne  la  \aleur 

de  u  en  chaque   point  de  I,   la  valeur  de  -7^^  esl  connue  par  là 

même.  Lne  intégrale  est  donc  déterminée  si  Ion  connaît  sa  valeur 
tout  le  long  dune  surface  caractt'-ristiqiie  {cf.  n°  494  ). 

Ereniple.  —  Supposons  que  la  surface  X  soil  le  plan  c  =  o.  el  en  outre 
qu'on  ait  Z  =  o.  Nous  avons  à  trouver  une  intégrale  de  l'équation  F(  «  )  =  o, 

saclianl  qu'elle  se  réduit  pour  j  =  o  e'i  une  fonction  /"l'a:,  j').  tandis  que  — 

se  réduit  à  9(^0-,  y).  Nous  nous  bornerons  encore  à  calculer  la  valeur  de 
cette  inlégrale  en  un  point  P(.ri,  y\.  z^)  dont  la  coordonnée  ^1  est  posi- 
tive. En  chaque  point  du  plan  z  =0,  la  direction  de  la  conormale  est 
parallèle  à  0^,  et  l'on  doit  prendre  par  conséquent 

sur  la  portion  du  plan  des  xy  qui  intervient  dans  le  calcul  de  l'intégrale. 
D'autre  part,  on  a,  sur  le  plan  des  xy, 


\^  z  ']  —  /•-  \  dv         dv 


dy,     dz     ^/T\~;^^ 

Le  cliamp  d'intégration  Z'est  ici  le  cercle  de  rayon  -1  ayant  pour  centre 
le  point  de  coordonnées  (xi,  Vj  ),  dans  le  plan  c  =  o.  En  supprimant  les 
indices,  on  peut  donc  écrire  la  formule  (0(3), 


(67) 


"<^-^= r.  J^  j//h(^^4^)'^<«- ^- ;«1"->| 


où  r-  =  {a.  —  x)--^  {'^ —yf,  l'intégrale  douMe  étant  étendue  au  cercle  V 
de  rayon  z  ayant  le  point  {x,  y)  pour  centre  dans  le  plan  îles  xy.  La  pre- 


(')  Journal  de  Lioiu'ille,  5'  série,  t.  X,  p.  i3t-i<)-;  liendiconti  del  Circolo 
niatematicu  di  Palermo,  t.  XX,  igoS. —  l'oir  aussi  les  .Méinciires  cités  plus  haut 
de  M.  Hadaniard. 
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inicre  intégrale  double  devient,  en  passant  aux  coordonnées  polaires, 

=    /       df)   I     log(^^^ j '^{  X -T- r  coiO,  y -+- r  sin()) r  dr. 

I/intégrale  du  second  membre  est  uniformément  convergente  (I,  n°  100) 
si  la  fonction  o  est  bornée,  et  Ion  peut  appliquer  la  formule  de  dilleren- 

tiation  habituelle,  ce  qui  donne  pour  expression  de  — ? 
*  '  '  Oz 

dix  _    r~   u.    /''' o(.r-^  /-cosO.    v_/-«infi)  _     T   /"   cpfst,  3  W/a  û?3 

Il  suffit  de  remplacer  z  par  t  pour  retrouver  la  formule  (20)  du  n"  -isri,  où 
l'on  aurait  a  =  i. 


COMPLEMENTS  ET  EXERCICES. 

1.  ICludier  le  mouvement  d'une  corde  vibrante,  «achant  que.  pour  t  =  o, 
elle  a  la  forme  d'un  arc  de  parabole,  symétrique  par  rapport  à  la  perpen- 
diculaire au  milieu  du  segment  qui  joint  les  extrémités,  et  que  la  vitesse 
initiale  est  nulle  en  chaque  point. 

"1.   Résoudre  le  problème  de  Cauchv  pour  l'équation  ;= -■>  en 

appliquant  la  méthode  générale  du  n"  -iNO. 

Si    les   conditions   initiales   sont   z  =  f{x),  —  =  -c(x),   pour   /  =  o,   en 

posant  X  -{-  at  =^  z,  ^  —  at  =  r .  l'équation  devient     ,        =  o,  et  les  condi- 

lions  initiales  deviennent  les  suivantes  :  le  long  de  la  droite  ç  =  r,,  on  doil 
avoir 

3.  Résoudre  le  problème  d'Hugoniot  (^notc  de  la  page  \'i~)  en  supposant 

<^Juelle  devrait  être  la  fonction  y'(  <  )  pour  que  la  surface  S  soit  un  cône? 
\.  Ktablir,   par  la  méthode  des  approximations  successives,  la   formule 


I 
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de  Caucliy  (  II,  n'    iOI), 

pour  l'inléjirale  de  l't  riualion  linraire  F(y)  =f{x),  qui  est  nulle,  ainsi  que 
ses  {n  —  i)  premières  ilérivées  pour  x  =  Xq  {cf.  n°  493). 

/?.   On  écrit  léqualion  sous  la  furnic 

^  -  >-  («1  ^!^  +  •  •  •+  ^ny) -^fix)  =  \VAy(^ ']  ^f(^) 

et  l'on  remarque   que  l'intégrale  cherchée   satisfait   à   l'équation   intégro- 
diflérentielle 

ce  qui   permet  de  la  développer  suivant  les  puissances  de  )..  On   trouve 
ainsi  pour  expression  de  cette  intégrale 

r(-^)=    f    At)dt[ffo(x,t)-r-lff,ix,t)-^...~l"'ff,n(x,t)-^...], 

où  j^oix,  t)  =  ^5  et  où  les  coefficients  suivants  s'obtiennent   par 

*         '     ^  (  «  —  I  j  !  ' 


la  lormule  de  récurrence 


^1  0  =  /     -7 r  '^■-'  I  ■■^ 


-1  (5,  O]  ds. 


o.    Kqiialion  de  Rieniann.  —  La  fonction   u{x,  y;  ;,  rj  de   Riemann 
pour  l'équation 

d'^-z  ^'       ôz  [i        0: 


Ox  Oy        X  —  y  Ox        x  —  y  Oy 

pdur  expression 


=  o 


uia:,yr,rr,)=-(r,-:v)-';^'iy-h'>P['^/p\^/f^Zr^^ 

V  désignant  la  série  hypergéométrique  (II,  n"  413)  (vo/r  Dahijoix,  '/'/icoric 
des  surfaces,  t.  II,  p.  81  et  suivantes).  On  pourra  consulter  aussi  un 
Article  de  M.  Jamet  (Dulh-tln  -des  Sciences  nwl}iéiniiti<iiics,  >.''  série. 
t.  XIX,  189J,  p.  aoS). 


CHAPITRE  XXVII. 

ÉQUATIONS  LlNfcAlUHS  DU  TVPK  l'LMl'TIQUE. 


1.  _  FONCTIONS  IIAI{MONIi^)IT;s.  INTKGKALK  1)K  POISSON. 

503.  Propriétés  générales  i  'j.  —  L'é(jtiali()n  de  L;ii)l;ice  joue  le 
même  vCAc  dans  I  élutle  des  équations  linéaires  du  Ivpr  elli|)li(ju(' 

que   l'éfiuation =  o    dans   la    théorie   des  éciuatlons   du    Ivpe 

hjperboIif|iie.  JMais  les  problèmes  qui  se  posent  pour  la  nouvelle 
équation  sont  lout  diOV-rents  de  ceux:  (pie  nous  avons  étudiés 
jus(pi  ici. 

On  dll  «piune  fonction  uix,y)  des  deu\  variables  réelles  .r,  t, 
est  harm()in(jue  dans  un  domaine  D,  lorsqu'elle  est  régulière 
dans  ce  domaine,  c'esl-à-dire  continue  ainsi  (jue  ses  dérivées  par- 
tielles jusqu'au  second  ordre,  et  lorsqu'elle  satisfait  en  tout  point  de 
ce  domaine  à  Féquation  de  Laplace,  que  nous  écrirons,  en  suppri- 
mant l'indice, 

it"-  u         à-  Il 
^  Ox-         Oy- 

La  parli(,'  rc'cilr  dune  fonction  /"(:;)  de  la  variable  z  ^  x  -\-  iy., 
holomorpbe  dans  un  domaine  I),  est  barmonicpie  dans  ce  domaine 
(II,  n"  261).  inversement,  à  toute  fonction  barinoiiique  //(.r,  y), 
<tn  peut  associer  une  aiilrc  loiiclion  vi^x^  y),  délinie  à  une  con- 
stante; adijilivf  près,  satisfaisant  aux  deux  relations  (-) 

^  ().r  ~       ôy  '  Oy        Ox  ' 

{').Ie  mo  suis  l)caucoup  servi,  pour  lu  rédaction  de  ce   Cliapilre,  du   Traité 
d'Analyse  de  M.  Pinard,  en  parliculier  des  Ciiapilres  I,  III,  X  du  Tome  II. 
C  )  Soient  ml.  ml'  deux  directions  rectangulaires  telles  (jue  l'angle  tmt'  ail  la 

même   disposilioii  ijue  l'angle  xOy;  -j-i  -T—,f  désignant   les  dérivées  prises   au 
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<lc  telle  sorte  (jue  u  -!-  /f  est  une  lonction  analvtifjuc  de 
z^x-^iy.  (Jette  fonction  r(x,  y)  est  aussi  une  intégrale  de 
l'équation  (  n ;  elle  est  encore  uniforme  et  régulière  dans  le 
domaine  D,  et  par  suite  harmonique  dans  D,  si  ce  domaine  est  à 
contour  simple  ('),  et  u -+- iv  est  holomorphe  dans  ce  domaine. 
De  cette  liaison  avec  la  tliéorie  des  fonctions  dune  variable  com- 
plexe on  déduit  aisément  (|uel(|ues  propriiHés  im|)ortantes  des 
fonctions  harmoniques.  Ainsi,  nous  allons  montrer  f|ue  toute 
fonction  lunnioniquc  est  uni-  fonction  analytique  des  vciriables 
X  et  )',  au  sens  que  nous  avons  attaché  à  ce  mot  (I,  n"  1V)7). 
Supposons  u{x,  y)  régulière  à  l'intérieur  d'un  cercle  G  de  rayon  II 
décrit  du  point  (j^oi^o)  pour  centre;  il  en  est  de  même  de  i'(x,y) 
et  j)ar  suite  f{z)  =  u  -^-  à-  est  une  fonction  holomorphe  de  z  dans 
ce  cercle.  On  a  donc,  à  l'intérieur  de  G, 

(3;    /(z)  =  ao  —  ait  z  —  z^l  ~.  .  .-^  a,i(  z—  Zo)"  ^..  .,         Zo=cco-^  iyo, 

les  roefficients  cin  étant  en  général  des  nombres  complexes.  Rem- 
pl;ii()u>  c  —  ^0  P^i"  -^  —  -^oH-'Xj' — .To)  et  séparons  les  parties 
réelles  et  les  coefficients  de  /  dans  la  série  (3);  u{x,  y)  se  présente 
sous  forme  d'une  série  entière  à  double  entrée 

(4)  u(x,y)  ^^l^r^fi^  —  ^0 )''(>'  —yo)'f, 

P'I 

point  m  suivant  ces  directions,  un  peut,  lenijilarer  les  nlatii)ns  (  >)  par  les  rela- 
tions équivalentes 

du  _  dv  du  __       d\.- 

^'^^''  dt   ~  dï'        dt  ~  ~  dt' 

La  démonstration  directe  est  facile,  mais  il  suflit  d'observer  que,  d'après  leur 
bignilication  dans  la  théorie  des  fonctions,  les  relations  (  >  )  ne  changent  pas 
quand  on  fait  tourner  les  axes  d'un  angle  quelconque;  il  suffit  donc  de  les  faire 
tourner  de  façon  à  les  rendre  parallèles  aux  directions  nit,  ml'. 

Supposons  que  le  point  m  décrive  une  courbe  fermée  C  dans  le  sens  direct  ;  si 
l'on  prend  pour  mt  la  direction  de  la  tangente  dans  le  sens  du  parcours,  ml'  sera 
la  direction  nui  de  la  normale  inlérieuuc.  et  les  relations  (  j  )"  deviennent 

du  _  dv  du  _        f/i' 

ds        dn  '         dn  ds 

—r  et   —  dé>ignant  Iirs  di-rivécs  -uivant  ces  deux  directions. 
ds        dn 

(')  Si  le  domaine  I»  est  limité  par  plii^iciiis  courhcs  di-^tinctcs.  la  fonc- 
tion v{x,y)  peut  avoir  des  déterminations  multi[)les.  Prenons  par  exemple  la 
fonction  Loge;  la  partie  réelle  est  harmonique  à  l'extérieur  d'un  cercle  décrit  de 
l'origine  pour  centre,  tandis  ipie  le  cocflicicnl  de  *  admet  la  période   ir.. 
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l/cgalilc  [^  )  |)roii\c  fjiic  i/(j\  r  )  est  égale  à  la  somme  de  celle 
série  double,  quand  on  groupe  ensemble  lous  les  lermcs  du  même 
degré  en  x  —  ^"05  JK — .Vo-  mais  cela  ne  suflil  pas  pour  prouver  la 
convergence  absoli  e  de  la  série.  Pour  établir  ce  point  essenliel, 
il  faul  montrer  <|u"elle  reste  convergenle  quand  on  remplace  cliaque 
terme  par  sa  valeur  absolue  pourvu  que  \x  —  Xo\  el  \y  — yo\  soient 
assez  petits.  Or,  lensemble  des  termes  de  degré  n  dans  la  série  (4) 
est  égal,  en  posant  (/„  =  y.„  4-  /3„,  à 

['  s         'i<  n  —  '^  /  ,,  ,  1 

-i-  ^„  F-  «(.r  -  .r,)"-'(r  -JKo) 

n( n  —  \)( n  —  ■>)  ,  , ,  „  "1 

H j-^-^ (x  —  xo)''-Hy-yo)^  —  ..-    . 

I  est  clair  (|U('  SI  l'on  rcm|)la('e  cbafpio  terme  par  sa  vab'tir 
absolue,  la  somme  obtenue  est  inférieure  à 

\a„\\\X  —  X^\^   \y-y^\*^'>. 

R  étant  le  rayon  de  convergence  de  la  série  entière  (.i),  la  série 


est  convergenle   pcmrvu    cpidn  ait    /•  <;  R    el.    par   conséciuciil .    h» 
série  (4)  est  absobiment  convergente  pourvu  qiidn  ait 

(^)  \x-x,\~\y—y,\<ï\, 

c  est-à-dire  lorsque  le   j)oint   [x.  y)  est  à    rintéiicur    dun   carré 
facde  à  dc'-fiuir. 

I  )(,'  celle  im|>()rlaulr  prf)posili(»n  loulle  toute  une  série  tic  con- 
séquences tout  à  fait  pareilles  à  celles  qui  oui  été  développées 
jjour  les  fonctions  analvtiques  d^iue  \aiialtle  complexe.  Ainsi, 
toutes  les  dérivées  dune  fonction  baruionicpie  dans  un  domaine  D 
soul  <ll('s-uiéuies  des  fonctions  aiiaUlnpics  régulicres  dans  ce  ilo- 
maine;  ce  sont  aussi  des  fonctions  liariiiouiques,  comme  on  le  voit 
aussil»')t  en  (bUtTeutiant  I  écpiaticui  (  n.  Si  deux  fonctions  harmo- 
niques coïiicidciit  d.iiis  une  ai/i'.  cpiclipic  pclilcs  (ui^'U  soient 
les  dimensions,  elles  sont  identicpies,  car  toutes  leurs  dérivées 
partielles  sruit  égales  en  un  pfiint  de  cctie  aire,  et  Ton  pourrait 
répéter,  jxnir  le  prolongement  anahlnpic  dune  lonclion  barmo- 
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nique,  tout  ce  qui  a  été  ilit  à  propos  des  fonctions  dune  variable 
complexe  (II,  Gliap.  \\  I  i.  ]\ous  n  v  reviendrons  pas  (  '  i. 

L'ensemble  des  termes  de  degré  n  dans  la  série  (0  est  de  la 

forme 

Cl  p"cos/i'v  -f-  C2p"sin«ç, 

en  posant 

X  —  a"y=pcos'j.         y — j'o:=psinci. 

On  voit  donc  que  le  polvnome  iiarinoni(juc  et  homogène  le  plus 
général  de  degré  n  en  x  —  x^^  v  —  Yo,  ne  dépend  que  de  deux 
constantes  arbitraires  C|  et  Go.  De  la  forme  générale  des  termes 
de  la  série  (4),  on  déduit  aussi  qu'une  fonction  liarmoni(jue  ne 
peut  [)résentcr  ni  maximum  ni  minimum  au  point  (jTo?  ^'oj-  En 
effet,  si  le  développement  de  u{x,  y)  —  uix^,  yo)  commence  par 
des  termes  de  degré  /i,  l'ensemble  de  ces  termes,  étant  de  la  forme 

s"  (  Cj  cosrt  o  -r-  Co  siri  ii  o  ), 

change  de  signe  pour  n  valeurs  dislinrles  de  ç;  (-)  (voir  I.  n"  il). 

(')  Toute  fonction  harmonique,  étant  une  fonction  analytique  de  a:,  y,  est 
définie  virtuellement  pour  les  valeurs  complexes  aussi  bien  que  pour  les  valeurs 
/•eeZ/e5  de  ces  variables  dès  que  l'on  connaît  un  élément  de  la  fonction  (II,  n''355). 
Voici  une  conséquence  intéressante.  Soity"(^)  une  fonction  holomorphe  de  la 
variable  complexe  z  =  x  -^  iy  dans  le  domaine  de  z„  —  x^,-^-  iy„ 

f{z)  =  a„+t-l„-^...-^(a„^/3j(c-;:J"-+-.... 

La  partie  réelle  u{x,  y)  de  f{z)  est  représentée  dans  le  même  domaine  par  la 


série 


u(x,  y)  =  oL^-i-  2_.   ,    "    ..    '""  [^  —  ■ro-^i(r  —  .r,)]" 

-^  — —  [x  —  X,-  i (y  —  yj] 


I 

—  1  ■ 

"r 


Hcmplarons,   dans    cette   formule,   x  —  x„    par  ^^ — — --^'  X  ~ }'«    P*""  — ~^~^'   *^"<^ 
devient 

u{x„  -t- —  >    VoH- ^  )  =  «0  -^   -/(-)  — 


2„- 


ccttc  relation,  établie  lorsqu'on  a  [c  — z„|<H,  subsiste  évidemment  d.ms  tout 
le  domaine  d'existence  de  /{z),  puisque  les  deux  membres  sont  des  fonctions 
analytiques  de  z.  Kn  particulier,  si  u(x,  y)  est  une  fonction  rationnelle  ou  une 
fonction  algébrique  de  x,  y,  f{z)  est  une  fonction  de  z  de  même  nature. 

{"■)  Le  point  (j7„,  y^)  ne  peut  être  qu'un  point  ordinaire  ou  un  p<.int  multiple 
à  tangentes  distinctes  sur  la  courbe  u{x,y)  =  «(x,,,  !'„),  mais  jamais  un  point 
isolé  ni  un  point  de  rebrousscmenl. 
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I,,i  |)lii|)arl  (les  aulres  |)ii)|)rictcs  des  fonctions  liarinoni(|iu'S  (iiil 
\(»nt  tire  dt-inontrées  poiitraienl  de  même  se  déduire  de  la  théorie 
des  lonctions  d'une  variable  complexe.  Cependant  elles  seront 
étahlies  direelement,  de  façon  à  pouvoir  étendre  la  démonstration 
au  cas  de  trois  variables.  Observons  daboi-d  qu'on  peut  appliquer 
aux  fonctions  harmoniques  les  remarques  faites  |)lus  haut  à  propos 
des  équations  linéaires  (n"  -i83).  Ainsi,  de  toute  solution  de  l'équa- 
tion (r)  dépendant  d'un  ou  plusieurs  paramètres,  on  ])eut  déduire, 
par  des  dillerentiations  ou  des  quadratures,  une  infinité  d'autres 
solutions.  Parmi  les  solutions  connues,  la  fonction  M^log/\ 
où  /■  est  la  distance  des  deux  points  (.r,  r),  (a,  b),  qui  dépend 
des  deux  j)aramètres  ((.  b.  \a  jouer  un  rôle  important.  Les  dérivées 
partielles  de  u  par  rapport  à  l'une  ([uelconque  des  variables  a, 
b^  X,  r  sont  aussi  des  fondions  harmoniques  et  il  en  est  de  même 
de  toute  combinaison  linéaire  de  ces  dérivées  dont  les  coefli- 
cienls  sont  indépendants  de  x  et  (\c  y.  Par  exemple,  soit  1.  une 
direction  quelconcpie,  issue  du  point  f«,  b),  faisant  avec  la 
direction  allant  du  point  (  <7,  //)  au  j)oint  (.r,  r)  un  angle  '^. 
La  d('riv('-('.  prise  suivant  celte  direction,  de  log/-,  considérée 
(•oMHue  fonction  des  paramètres  «,  6,  est  une  nouvelle  fonction 
harmonique  des  variables  x^  j)',  car  c'est  une  combinaison  linéaire 

m    ■  II'-'       d\n^r     d\o<ir     <-,    ..       i-    ■     - 

a  coeiiicients  constants  des  dérivées  — - — >  — ; —  luette  dérivée  a 

oa  do 

i    dr       .  <      !•  coso     ,         ,,   o  /.  \  '     i- 

nom-  expression  — jr-,  c  est-a-dire ^(  1.   u     ol-);   on   venue 

'  '  /•  a\j  r      ^  ' 

directeiiiiiil   (jue  — ^  est  um»  foncli(jn  harmonujue  en  observant 

(lue  c'e^l    1.1  p.irlir  i-i-elh^  de  la  fonction  c''^  r^»  0  étant  lar- 

1  '  z  —  a  —  bi 

....  .  \  r^  1  <  COs>^ 

i;uMieul  (|ui  convienl  a  la  diiet^lion  L.  (  )u  voit  de  même  (pie  — —  ■> 

oi'i  <\  est  langle  que  fait  la  direcliou  allant  de  (.r,  y)  en  (</,  />)  avec 
une  direction  fixe  A,  indépendante  du  point  (;r,  y),  est  une  fonc- 
tion harmoui(pie,  car  cette  expression  est  égale,  au  signe  près,  à 
la  il('-i'iv(''t^  de  lo-/-,  cousidi-n'e  comme  foncliou  de  (.r,  j'),  prise 
suivant  la  direction  A. 

(observons  encoi-e  (pie  loule  ti-aii>;roi-iHalion  poueliielle  ipii  con- 
serve les  auLilr-,  eliaiii;!'  une  foiuiioii  liairiioiiKpie  en  une  noii\elle 
fonction  harm(Mii<pie.  ( -(Hle  propriéti'  a  d'|à  ete  établie  iinj)licite- 
ment(^ll,  p.  <Jo;  1,  j>.  i')<>.  ex.  8). 
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oOi.  Intégrales  uniformément  convergentes.  —  Pour  éviter  des 
répétitions  inutiles,  nous  allons  diiltonl  démontrer  une  jjropriélé 
de  certaines  intégrales,  sur  laquelle  on  s'appuiera  sou\ent.  Soit, 
d'une  façon  générale,  //(M,  Pi  une  fonction  des  coordonnées  de 
deux  points  .M  et  P,  dont  chacun  peut  décrire  un  certain  domaine, 
et  qui  est  continue  pour  tous  les  systèmes  de  positions  de  ces 
deux  points,  sauf  lorsque  les  deux  points  sont  confondus  ;  telle  est, 

par  exemple,  une  expression  de  la  forme  —    \     ?  '"(^J?  P)  étant 

Ml' 
continue,  et  a  étant   jjositif.  Supposons   dabord   que  le  point  M 
décrive  une  courbe  plane  déterminée  C.  tandis  que  l'  peut  occuper 
une  position  (pielconque  dans  le  plan.  Lintégrale 

{](P)=    f  «(.M,  P,ds, 

prise  en  supposant  le  point  P  fixe  et  faisant  décrire  à  M  l'arc  C, 
est  une  fonction  continue  des  coordonnées  du  point  P,  tant  que 
ce  point  ne  vient  |)as  sur  C  (I,  n"  98).  Lorsque  le  point  P  coïn- 
cide avec  un  point  Mo  de  C,  l'intégrale  U(Mo)  peut  avoir  un  sens 
quoiqu'elle  ait  un  élément  infini,  mais  la  présence  de  cet  élément 
infini  ne  permet  plus  d'affirmer  sans  autre  examen  que  l'intégrale 
est  continue  en  ce  point,  c'est-à-dire  que  U(P)  —  L(Mo)  tend 
vers  zéro  avec  la  distance  Mo  P. 

Nous  dirons  que  l'intégrale  L'(P)  est  uniformcmenl  conver- 
gente dans  le  domciine  d' un  point  Mo  de  C,  si  la  condition  sui- 
vante est  remplie  :  étant  donné  un  nombre  jxisilil  aibilraire  e,  on 
peut  trouver  sur  l'arc  G  un  arc  C  sur  lequel  est  situé  Mo,  et  un 
nombre  positif  p,  tels  que  pour  tout  |»oint  P  pris  à  l'intérieur  du 
cercle  Cp  de  rayon  p,  décrit  de  Mo  pour  centre,  la  valeur  absolue 

de  l'intégrale    /  //(M,  P)  ds  soit  inférieure  à  e.  Lors(pie  cette  con- 

»  (;• 
dition  est  remplie,  il  suflil  de  reprendre  le  raisonnement  classicpie 
employé  si  souvent  pour  démontrer  que  L'(P)  —  U(Mo  )  tend  vers 
zéro  avec  MqP.  On  peut  écrire  en  eflet 

U(P)  -  U (.Mo  )  =  U'(  P;  —  U'(  Mo j  -^  j  ll"( P)  -  li'lMo)!, 

en  désignant  par  U'  et  U'  les  intégrales  étendues  à  l'arc  C  et  à 
l'arc  C'=  C  —  C.  L'arc  C  et  le  nombre  o  avant  été  choisis  comme 
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on  \ieiil  (II-  !<•  iliif.  les  v;ilenrs  absolues  de  L;'(P)  et  de  U'(Mo) 
sont  inférieures  ii  £,  lors<|ue  F*  est  à  linlérieur  de  Cp.  Mais,  le 
nombre  p  pouvant  être  remplacé  par  tout  nombre  positif  plus 
petit,  on  peut  supposer  lare  C  tout  entier  à  l'extérieur  de  Cp. 
L'intégrale  U'(P)  est  alors  une  fonction  continue  dans  ce  cercle  Cp. 
Choisissons  un  nombre  positif  p'i^p  tel  qu'on  ail 

|U"(Pj-U"(Mo)l<£, 

lorsqu'on  a  MoP<;p  •  H  est  clair  qu'on  aura  aussi 

|U(P)  — U(Mo)|<3e, 

lorsque  MqP  sera  inférieur  à  z' . 

La  définition  des  intégrales  uuiforniément  convergentes  dans  le 
domaine  d'un  point  s'étend  aux  intégrales  doubles  et  aux  inté- 
grales triples.  Supposons  que  le  point  P  puisse  occuper  toutes  les 
positions  dans  l'espace,  tandis  que  le  point  M  est  assujetti  à  rester 
sur  une  surface  -.  Nous  dirons  encore  (|ue  lintégrale  de  surface 


U{P}=fJ^u(M,  P)ch 


est  uniformément  convergente  dans  le  domaine  d'un  point  Mo 
de  i]  si,  étant  donné  un  nombre  t  positif,  on  peut  trouver  une  por- 
tion S'  de  I  entourant  le  |)oint  Mo,  et  un  nombre  positif  c,  tels 
que  pour  tout  pDint  P  pris  à  1  intérieur  de  la  sphère  de  ra_)on  o 
avant  j)0ur  centre  M,,,  la  valeur  absolue  de  l'intégrale 


ff     u(M,ï')>h 

soit  inférieure  à  t.  Enfin,  si  le  point  M  décrit  lui-même  un  domaine 
à  trois  dimensions  D,  on  dira  que  l'intégrale  trij)le 

U(P;  -=  I   I   I    l'CSl,  P)c/i- 
•    •     "    Il 

est  unilormt'incnt  convergente  dans  le  doniiiint^  «l'un  |)oinl  My 
de  D  si,  étant  donné  un  nombre  positif  z.  on  peut  trouver  un 
domaine  D'  renfermant  M^  à  l'intérieur  et  un  nombre  positif  o 
tels  (jue,  pour  tout  point  P  pris  dans  la  sphère  de  rayon  payant  Mq 
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pour  centre,  la  valeur  abàolue  de  Tintégrale  trijile 

f  I    f  in  M.  V)dv 

•    •     •   Il 

soit  inférieure  à  t.  11  n'y  a  rien  à  changer  à  la  démonslralion  pour 
j)rouver  dans  les  deux  cas  que  l  (P)  est  continue  au  point  Mq. 

oOo.  Potentiel  logarithmique.  —  Des  intégrales  particulières 
de  léquation  (i)  citées  à  la  iin  du  n"  o<)3,  on  peut  déduire  une 
infinité  d'autres  fonctions  harmoniques  par  des  quadratures.  Nous 
n'étudierons  dabord  que  les  fonctions  représentées  par  des  inté- 
grales définies,  prises  le  long  dune  courbe  C.  Sui-  les  courbes  G 
dont  il  sera  question  dans  la  suite,  nous  ferons  les  hypothèses  sui- 
vantes :  nous  admettrons  qu'elles  se  composent  d'un  nomhrc  fini 
d'arcs  de  courbe  tels  que  les  coordonnées  d'un  point  (jui  décrit 
l'un  d'eux  sont  des  fonctions  continues  d  un  paramètre  admettant 
des  dérivées  continues.  Ces  conditions  sont  évidemment  remplies 
pour  une  courbe  qui  se  compose  d'un  nombre  fini  d'arcs  ana- 
lytiques (I,  n"  198),  mais  il  y  a  intérêt  j)Our  la  théorie  à  ne  pas 
se  limiter  à  ce  cas. 

Soit  'JL  une  foncti(jii  (pii  prend  une  valeur  délerininée  en  chaque 
point  M  de  C,  et  qui  \arie  d'une  manière  continue  avec  la  posi- 
tion de  ce  point,  par  exem|)le,  une  fonction  continue  de  l'arc  s 
compté  à  parlii"  d  une   oiigine  fixe  arbitraire.   L  intégrale  définie 

(G)  V  =   f  yAo'^rds, 

où  /•  est  la  distance  d'un  point  \ariable  M  île  C  à  un  j)oint  li\e  I' 
du  plan,  et  où  ds  est  essentiellement  positif,  représente  une  fonc- 
tion harmonique  des  coordonnées  (a,  b)  du  point  P,  dans  tout 
domaine  ne  renfermant  aucun  point  de  C.  Cela  résidte  des  pro- 
priétés de  log/",  et  de  la  formule  habituelle  de  dillé-renliation  sous 
le  signe  intégral,  qui  est  ici  applicable,  puistpie  l'intégrale  (())  et 
celles  qu'on  en  dé-diiit  par  dillerenliation  n'ont  aucun  élément 
iiiliiii.  On  ap|)i'lli'  cetli'  fonclion  \  mu  p'ih'rtdcl  hii^aiitlinidjuc 
de  simple  couche  (  cf.  Chap.  \\\  111  ). 

La  fonclion  \{o.  h)  est  continue  su/-  la  combe  C  elle-nu'nn- . 

Il  suffit  de  prouver  que  l'intégrale    /  |j.log(  r)dses\.  uniformément 
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convergente  dans  le  domaine  dun  jioint  Mo  île  ('.  Prenons  pour 
ori'ïine  le  point  Mq.  pour  axes  des  x  et  des  j-  la  tangente  et  la 
normale  en  ce  point,  el  soit  C  un  petit  arc  de  C,  représenté  par 
létjuationy  =  /'(.r\  où  x  varie  de  —  h  'd  —  h.  Ii  étant  un  nondjre 
positif  assez  petit  jtoui-  que  cet  arc  C  soit  à  l'intérieur  du  cercle 

de  ravon  -  décrit   de   I  ori<;ine   pour   centre.    Soient   Cr,  un  cercle 

concentrique  de  rayon  :«_/';  et  Vui.  b)  un  point  intérieur  à  Cp. 
La  distance  /•  du  point  P  à  un  point  M  de  C  est  inférieure  à 
l'unité  ;  en  désignant  par  H  une  limite  supérieure  de  ||jl|^  i  -\-f'-[x) 
sur  une  portion  de  C  renfermant  l'arc  C,  la  valeur  absolue  de 


[ji  log/'  ds 
est  inférieure  à 


L 


—  II    /        log[/(.r  —  ai-  —  i  y  —  b)-\dx<i  —  II    /        \o^i\x  —  a\)  dx-, 


a  étant  compris  entre   —  A  et  -i-  A,  cette   dernirre   intégrale   est 

elle-même  inféiieure  à  —  :i  \\    i      log(7  i  dt  et  tend  vers  zéro  avec  h. 

On  étendrait  aisément  la  démonstration  au  cas  où  M„  est  un  point 
anguleux  de  C.  Au  contraire,  les  dérivées  partielles  de  \  éprou\ent, 
quand  le  point  P  traverse  la  courbe  C,  des  discontinuités  (jui 
seront  étudiées  plus  loin  (Chap.  XW  111  i. 

On  obtient  encore   des   fonctions  harmoniques  en  rem[daçanl, 

dans  la  formule  (<)  ),  log/"  pai-     cos^  /•.   /,  >.  où  cos( /•.  a)  désigne  le 

cosinus  de  l'angle  que  fait  la  direction  MP  a\ec  une  direction 
arbitraire  issue  du  poini  M.  indépendante  de  la  position  du 
point  (rt,  ^),  car  nous  avons  remanjué  que  cette  expression  est 
une  fonction  harmonique  de  («,  b),  quelle  que  soit  la  position  du 
point  M.  Si  l'on  prend  en  particulier  une  direction  sur  la  nor- 
male en  M  an  ((tnloiir  (  "-.  <in  (d)lient  \('  jiolenlicl  hii;(irit  linii<iti(' 
de  double  cou e lie 

(7)  ^^■=f.'-^ds^ 

9  étant  I  an^le  ue  la  diiection  MP  avec  une  direction  choisie  sur 
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Ja  normale  en  M;  \V  est  encore  une  fonction  liarmoniqiie  des 
coordonnées  de  P,  dans  tout  domaine  ne  renfermant  aucun  point 
de  C,  mais  elle  est  discontinue,  quand  P  traverse  le  contour 
dintéj^ration.  Pour  étudier  cette  discontinuité-,  nous  supposerons 
que  C  est  une  courbe  fermée  sans  point  double,  et  qu'on  a  pris  la 
direction  intérieure  sur  la  normale. 

Si  'j.  se  réduit  à  une  constante,  lintégrale  /    — '-^  ds.  à  la(piclle 

on  est  conduit,  a  une  signification  géométrique,  qui  met  en  évi- 
dence la  discontinuité.  Elle  est  égale,  en  effet,  à  l'intégrale 

—  b         C  ^  ^  —  a)  dr  —  (y  —  b  )  dx 


Cl  y  —  '>      C 

I   «arc  tan""- =   / 


(  X  —  rt  /-  -t-  (  V  —  b  )- 


prise  le  long  de  C  dans  le  sens  direct.  On  le  vérifie  au  moyen  des 
formules  dv  =  ds  cos  3',  dy  =  —  ds  cosa',  où  y.'  et  '■!»'  sont  les  angles 
(comptés  de  o  à  tt j  que  fait  la  direction  de  la  normale  intérieure 
avec  Ox  et  Oy  (voir  p.  179).  U  suffit  encore  de  considérer  le 
triangle  infinitésimal  PMM',  où  M  et  M'  sont  deux  points  infi- 

nimcriL   \oisins    de    (v,    pour  reconnaître  (jue    -as   est   égal  a 

1  angle  dto,   affecté  d  uu    signe,   sous  lequel   on   \(iil  du    point   P 

1  ('•It'inenl  d'arc  MM'.  J.  intégrale    /   — -  ds  est  donc  égale  à  'j.-,  si 

•  c  '' 
le  point  f*  est  intérieur  au  contour  (],  et  à  zéro  si  le  point  P  est 
extérieur  à  ce  contour.  Si  le  point  P  est  uu  point  ordinaire  du 
contour,  l'inti-giale  est  égale  à  t:;  en  un  point  anguleux  du  con- 
tour, elle  est  égale  à  l'angle  a  sous  lequel  se  coupent  les  deux 
tangentes,  compté  de  o  à  'i-  dans  le  sens  convenabir. 

L'étude  de  ce  cas  particulier  suffit  pour  montrer  que  l'inté- 
grale {-)  n'est  pas  uniformément  convergente  dans  le  \oisinage 
d  un  point  M„  d»;  C.  Sup[)Osons  par  exempir  (pic  M,,  «-t  u\\  poiiil 
ordinaire  de  C,  et  soit  C'  un  arc  très  [)etit  sur  lequel  est  M„;  >i 
l'on  néglige  la   varuilion   de   'j.   le  loii^  de  C  .   ou   \oit   que   I  luli'- 

,        r      coso    ,  I ,    ■       ••  /  '    .    • 

grale     /   y.  -as,    p(jur    un    point    l     lulerunir    ;\    (-   ln>    \(ii>iii 

de  Mo,   est   à    peu  près   égale  à  — u,,  =  "^(Mo  ),    tandis  cju  ille  ol 
très  voisine  de  zéro  pour  le  point  Mo  lui-même.  Mais  l'intégrale 

(8)  I(P;  =    f(,x—ix^)'-^  ds 

G.,  III.  12 
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est  unifornirincnt  converiienlc  dans  le  domaine  du  jxiint  M,,. 
Siip|)()>ons,  en  ellet,  lare  C  assez  petit  j)our  (juc^ii  ail 

|a(M;  — ;jl(Mo)1<ï, 

en  toiil   jioinl  .M  de  (!  .  l'oiir  un  point  (juelconcjue  P  voisin  de  My, 

la  \alenr  absolue  de  I  intégrale    /  {'x  —  Un)  ^  (^/v  est  inIVrieure 

.  ',  .    '         '     '      /■ 

à   -jL-t,   et  par  conséquent    jieul  être   rendue    moindre    que    tout 

nontbre  donné,  en  prenant  l'arc  C  assez   petit.    L  intégrale   1(P) 

est  dont-  continue  au  point  M,,. 

Cela  t'iani,  dé-signons  |)ar  \A  „  la  \aleur  de  lintt'yrale  (-')  lorsque 

le  point  P  est  en  M,,,  par  W'/q  et  W^o  les  \aleurs  limites  de  \\  (  P) 

lorsque  le   point  P  tend  vers  le  point  M„  en  restant  à  l'intérieur 

ou  à   l'exlf-rieur  de  C.   Si  le  j)oint  M,,  est  un   point  ordinaire  du 

contour,  on  a  [(Mo)  =  Wo  —  -;jlo,  et  d'autre  j)art  la  limite  de  1(P) 

est  V\ /o — 2~|ji.o  ou  Weo,  suivant  que  le  point   1*  tend  vers  Mo  en 

restant    à    l'intérieur    ou    à    l'extérieur    du    contour.    En   écrivant 

que  1(1*)  est  continue  au  point  M„.  on  a  les  deux  égalités 

Wo  —  ~[^o  =  ^^^•o  —  ■'•  ~\h  =  w^o, 

d  où  Ton  di'diiit  les  relations  fondamentales 

(9)  W,„=Wo-^7:a„,         \V,o  =  W„_ -a,,. 

Ki)  un  priinL  anguleux  où  les  tangentes  font  un  angle  a,  ces 
relations  doivent  être  remplacées  par  les  suivantes 

(  9 )'  ^^  f 0  =  W'o -f-  (  •-'■  7^  —  X )  [J-o,  ^^'eo  =  W„  —  a;jto . 

oOO.  Seconde  formule  de  Green.  —  iJans  le  cas  particulier  de 
l'équation  de  Laplace,  la  Ibrmuie  g(''néiale  (  ji)  du  n"  \\)~  prend 
la  forme  simple 

'^  l'I  —  'l  y:.  =  —  1  9  — ^  —  "^  — ^  1  H (  c  — ^  —  -L  — i-  ) . 

Ox\'  âx        '  dx /       ày  \'  ây  Oy / 

Si  les  fonctions  'C>  et  -l  sont  régulières  daii^  un  doiiiaiiu'  1) 
limili-  |)iir  un  cont<uir  fermé  C,  on  a  ilonc,  ira])rrs  la  première 
foiiiiiile  de  (jreen  (I.  n"  1-3), 

/  <-^y.  —  -l  A'i  )  </./•  (/y  =    /    (  -j  -i-  —  •!/  —     r/i'  —  (  '^  —  —  d;  -1.     dx, 
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linlcgrale  curviligne  étant  prise  dans  le  sens  direct  le  long  du 
contour  C.  Soient  a  et  |j  les  angles  (comptés  de  o  à  tt)  que  fait  la 
direction  MT  de  la  tangente  à  C  dans  le  sens  direct  avec  les  axes, 
a'  et  |j'  les  angles  de  la  direction  intérieure  MX  de  la  normale  avec 
les  mêmes  axes.  11  est  clair  qu'on  a  cosa  cosa'H- cos^îi  cos|j'=  o. 
D'autre  part,  supposons  que  par  un  point  M  de  C  on  mène  deux 
demi-droites  Mx',  Mv'  l'espectivement  parailt-les  à  O./'  et  à  Or  ; 
une  rotation  qui  amène  M.r'  sur  MT  amènera  aussi  M)''  sur  MN, 
et  par  suite  on  a  cos  j'=cosa,  ce  qui  entraîne  cosa'^  —  cos|j. 
On  peut  donc  remplacer  dx  par  cos  ,j' û?5  et  c(>' par  —  cosa' <:/5dans 
l'intégrale  curviligne,  et  la  formule  précédente  devient 

/     I    (ri  l-l  —  -l  !■:,  i  dx  dy  =         /   '^  (  — ^  ces  a'  -r-  — ^  cos  S'  )  ds 

—    /   G     — ^  cos  a  -i cos  i     ds. 

J^   '  \da:  Oy         "^  ] 

Or  — ^cosy.  H =-cos  j  ,  — cosa  -i — -^cosi    représentent  preci- 

ôx  oy         ^       Ox  kX 

sèment  (n"  oOl  )  les  dérivées  -r^j  -r->  prises   suivant  la   normale 

dn     dn     ' 

ialéi'ieure.   et  nous  oLlenons  ainsi  la   nouvelle   li)nnule  de  Green 

Nous  ferons  remarquer  une  fois  j^our  toutes  (pie,  dans  cette 
intégrale  et  dans  toutes  les  intégrales  analogues,  ds  est  essentiel- 
lement positif,  et  par  suite  il  n"v  a  pas  lieu  de  spécifier  dans  quel 
sens  le  contour  est  décrit.  Ce  contour  peut  se  composer  de  plu- 
sieurs courbes  fermées  distinctes,  mais  la  direction  de  la  normale 
intérieure  au  contour  est  toujours  celle  qui  pénètre  dans  le 
domaine  1);  elle  coïncide  donc  avec  la  direction  extérieure  de  la 
normale  à  la  courbe  géométrique  lorsque  celle-ci  limite  intérieu- 
rement  le  domaine.    Il   est  essentiel    aussi    d'observer   que    cette 

lorniule  <I0),   ou   li^urent  -7-^»  -H-»   suppose  (luc  les  dérivées  par- 
^  '  dn     du  III  1 

<)'j     d'il 
tielles  — ^>  -^  ?  •  •  •   ont  des  valeurs  limes  sur  le  loniuui'.  <  >ii;ind  on 

(Jx      <).r 

dit,  j)ar  exemple',  qin.'  —  a  une   \aleur  lime  cii   un   point   M   Je  C. 
cela  si^rnifie  ciue  la  valeur  de —^  en  \.\\\  point  ///  de  I),  situé  sur  la 

=  1  IJX  ' 
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parallt-le  à  O.r  menée  par  M,  tend  vers  une  limite  lorsque  m  tend 
vers  M,  et  de  m^Miie  j^onr  les  autres.  Ces  conditions  sont  certaine- 
ment vérifiées  si  'c>  et  'l  sont  régulières  dans  un  domaine  à  Tinté- 
rieur  duquel  est  situé  le  contour  C,  mais  cette  condition  n'est  pas 
nécessaire:  nous  n'avons  besoin  d'aucune  iivpothèse  sur  les  fonc- 
tions 'j  et  'il  en  dehors  du  contour. 

De  la  formule  générale  (lo),  on  déduit  plusieurs  formules  par- 
ticulières importantes.  Si  es  et  'i/  sont  deux  fonctions  liarinoniques 
dans  D.  elle  devient,  en  remplaçant  'i  et  'l  par  L  et  V, 

Prenons  encore  <{>  =  i,  et  remplaçons  o  par  une  fonction  harmo- 
nique U  ou  le  carré  U-  d'une  fonction  harmonique;  nous  obtenons 
les  deux  nouvelles  formules 


(12)  f  —  ds  =  o, 

•   c, 


du 


T^a  première  de  ces  relations  caractérise  les  fonctions  harmo- 
niques, car  le  premier  membre  est  égal,  d'après  la  formule  géné- 
rale (10),   à  —  /    /    W  (Ixcly  et.  {)ar  suile,   I  intégrale  (12)  ne 

peut  être  nulle,  quel  (pic  soit  le  contour  C,  que  si  I  on  a  identi- 
quement AU  ==  o. 

.*)07.  Application  aux  fonctions  harmoniques.  —  Soient  P  un 
point  du  doiiiiiiiie  D  de  coordonnées  (^</,  b)  et  L  <  ^•,  -)' )  une  fonc- 
tion harmoni(pie  dans  (.'c  domaine.  Posons  V=log/',  /■  étant  la 
dislance  du  point  I*  à  un  point  variable  {x^y}^  et  applnpions  la 
formule  générale  (i  1)  au  domaine  D'  limité  par  le  contour  C  et  un 
cercle  v  décrit  de  P  pour  centre  avec  un  rayon  p  assez  petit  pour 
qu'il  soit  tout  entier  à  linlérieiir  de  I).  Les  fonctions  l  et  \  étant 
régulières  dans  \)\  nous  avons  la  relation 
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les  dérivées  -r-  le  lonir  de  v  étant  prises  suivant  la  direction  int<;- 

rieure  à  y.  L'intégrale  curviligne  suivant  v  est,  par  suite,  indépen- 
dante du  rayon  p.  Il  suffit  donc,  pour  avoir  sa  valeur,  de  chercher 
sa  limite   pour  0  =  0.   La  seconde  partie  de  cette  intégrale  peut 

s'écrire    /       —r-  oXoszd'z.  et   tend  évidemment  vers  zéro  avec   0. 

.  l        dn  >       ^  >       . 

<  hiant  à  la  première  partie,  remarquons  que  le  long  de  ",  on  a 
d\o'jr  I 


dn 
et  cette  intégrale  peut  s'écrire 


ds  =  0  d'z>, 


•-0 

z  étant  infiniment  petit  avec  z.  La  limite  est  donc  égale  à 

—  2  7:  U  (a,  b  ) 
et  nous  obtenons  la  formule  fondamentale 

les  dérivées  -y-  ('-tant  toujours  prises  suivant  la  normale  intérieure. 

il  est  à  peine  Ijesoin  de  faire  remarquer  l'analogie  de  ce  résultat 
avec  la  formule  fondamentale  de  l'intégrale  de  Gaucliy  (II,  n"291) 
dont  on  pourr^iit,  du  reste,  le  déduire  {^Exercice  1). 

Si  le  contour  G  est  une  circonférence  de  rayon  R  et  de  centre  P, 

on  a,  tout  le  long  de  G,  log/-  =  logR,  — j-^—  =  —  -  et,  en  tenant 

comple  de  la  relation  (12),  on  ohticnl  la  forinulc  <!<■  la  /mnc/i/w 
de  Giauss 

(14;  []{a,  b)=  -^    f\Jds  =  —    f      i;('Mrf-^ 

U(t[i)  élant  la  N.dciir  de  I  .1  r(;\tréiiiil<';  du  rayon  (pii  fiiil  un 
angle  à  avec  une  direction  fixe  arbitraire.  Il  est  aisé  d'en  déduire 
i[ii  une  fonction  karnionir/ne  ne  peut  avoir  ni  maximum^  ni 
minimum  (Cf.  n"  503).  Supposons,  par  exemple,  que  li(jc,  y) 
soit  maxiinuiM  au  jxunt  I*.    Décrivons  de  ce  point  pour  centre  un 
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cercle  G  de  rayon  assez  pelit  pour  qu'on  ait,  en  tout  point  de  C, 
U('i/) -<  l^^(<7,  b).  Il  est  clair  que  l'égalité  (i4)  serait  impossible. 
La  démonstration  s'applique  aussi  au  cas  où  \j{x^y)  aurait  en  V 
un  maximum  impropre.  L'iivpolhèse  où  L  ('!/)  serait  constamment 
égal  à  la  valeur  dt-  L  au  point  P.  aussi  petit  que  soit  le  ravon  de  C, 
est  évidemment  à  rejeter,  car  la  fonction  se  réduirait  à  une  con- 
stante (n"  o03). 

Soient  A  et  B  les  valeurs  maximum  et  minimum  d  une  fonction 
harmonique  le  long  d'un  contour  C.  Cette  fonction  ne  peut  prendre 
aucune  valeur  supérieure  à  A,  ni  inférieure  à  B.  à  l'intérieur  de  C, 
ni  ces  valeurs  A  et  B  elles-mêmes,  car  elle  aurait  forcément  un 
maximum  propre  ou  impropre  en  un  point  intérieur  au  contour. 

Lue  autre  conséquence  importante  est  celle-ci  :  ou  dit  (pi'une 
fonction  u(x,  y),  définie  à  l'intérieur  de  C,  prend  la  valeur  ;/„  en 
un  point  M  de  C  lorsque  la  différence  «p —  w>,  tend  vers  zéro  en 
même  temps  que  la  distance  MP,  P  étant  un  point  quelconque 
intérieur  à  C.  Il  ne  peut  exister  plus  d'une  fonction  harmonique  à 
l'intérieur  d'un  contour  fermé  C.  et  prenant  une  valeur  donnée  en 
cliafpie  point  M  de  C,  cette  valeur  variant  d'une  manière  continue 
avec  la  j)ositiou  du  point  M.  l'.n  elTet,  s  il  en  existait  deux,  leur 
dilVérence  serait  une  fonction  liarmonicpie  à  1  intérieur  de  C,  s  an- 
nulant tout  le  long  de  C;  si  cette  différence  n'c-tait  pas  identique- 
ment nulle,  elle  aurait  forcément  un  maximum  ou  un  minimum  à 
l'intérieur  de  C,  ce  qui  est  impossible.  La  formule  (i3)  ne  donne 
pas  la  solution  du  problème,  appelé  problème  de  Dirichlet,  qui 
consiste  à    déterminer  U,  connaissant   ses  valeurs  sur  C,   car  le 

second  membre  renferme  L    et—;—-  Il  r('>nllc.  au  contraire,  de  ce 

(in 

fpi  on  vient  de  dire  tpiOn  ne  peut  choisir  ai  liilr,iironu'nl  les  valeurs 

de  L  et  de  — r-  le  Ion:;  de  C:  la  formule  (  i3)  renferme  donc  des 

an  '  ^       ' 

données  surabondantes.  Ceci  n'est  point  en  contradiction  avec 
les  théorèmes  d'existence  de  Cauchy,  car  le  problème  à  résoudre 
est  tout  différent  du  problème  de  Caucliv.  iJ'une  part,  le  con- 
tour (j  (pu  poite  les  données,  et  les  (loiiines  elles-mêmes  ne  >niit 
pas  forcément  analvliques.  D'autre  l>art.  il  s  agit  de  déterminer 
une  fonction  dans  tout  l'intrricur  d'un  contour  fermé,  et  non 
|»oinl  s<'uleiiienl  d;iiis  le  roisina ne  d  un  are  de  courbe,  de  part 
et  d'autre  de  cet  are. 


ds. 
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o08.  Intégrale  de  Poisson.  —  Les  propriétés  du  jjolenliel  de 
double  cuuclie  conduisenl  facilement  à  la  solution  du  problème  de 
Dirichlet  lorsque  le  contour  G  est  une  circonférence.  Soient  U(M  ) 
une  fonction  qui  varie  d'une  manière  continue  avec  la  position  du 
point  M  surC.  I*  un  point  intf'rieur.  Le  potentiel  de  double  couclie 

(i5)  V(a,  6)=  fi:(M)'-l!ll 

où  /•  et  'jf  ont  le  sens  liabituel,  est  une  fonction  liannoniqne  des 
coordonnées  («,  0)  du  point  1*,  à  rintérieur  du  cercle.  Lorsque  le 
point  P  coïncide  avec  un  point  quelconcpie  de  C,  on  a,  pour  toute 
position  du  point  ^I  sur  ce  contour.  /•  =  2R  cos-i.  Pi  »'tant  le  rayon 
du  cercle,  et.  par  suite,  l'intégrale  (i5)  a  une  valeur  constante 

en  un  point  rpielconque  de  C.  D'après  le  tln-orènie  géïK-ral  du 
n'oOo.  lorsque  le  point  P  intérieur  au  cercle  tend  vers  un  point  Mq 
de  la  circonff'rence.  la  louctioii  \(a,  b)  tend  vers 


Je         ^^ 
La  fonction  représentée  par  l'intégrale  définie 

(16)  {:(a,b)=^f{J{M)(^--^\ds 

fournil  donc  la  solution  ilii  j)roblème  de  Dincblct  pour  le  cercle. 
On  éciit  liabiluelleinent  cette  intégrale  sous  la  fonue  sui\anle, 
considérée  [)ar  Poisson.  Le  centre  du  cercle  étant  pris  pour  ori- 
gine, soient  (0,  h)  les  coordonnées  polaires  du  point  P.  (P»,  •!/) 
celles  d  (111  |)0]iit  M  de  (j.  La  tenant  (•oinf)te  des  relalioiis 

p2  =  K2  _  ,-2  _  .j,  H  /•  cos  cp,  ,-2  =  K2  -+-  s2  —  A  H  p  cos  (  '!/  —  0  ), 

la  formule  (l'i)  s'é-crit  sous  les  formes  ('(juiv. dentés 


1  L7a,  6)=-L  r7(.^jii!^%/.^ 

(•7)  ■       V,- 

où   l'on  uretyï'l/)  au  lieu  de  l   (M). 
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La  lonimlt'i  i-)  jxmiI  aussi  se  déduire  tic  la  formule  générale  (i  3) 
au  moveu  <\'\iu  aililice.  fondé  sur  une  propriété  géométrique  de  la 

circonf(''reii(<\  (jui  j)erinel  (réiuninor  -^  •   Soitiil    1',    le   coniiigué 

liai-iii(iiiii|uc  i\o  I'  par  lajipoil  aux  exlr(''iiiilés  du  (li.iinrlrc  |)assant 
par  P.  «i  y,  la  dislance  de  i*,  à  un  point  (.r,  v).  La  fonction  log/-, 
élanl  liarni(mi(pie  à  l'intérieur  du  cercle  C,  nous  avons  la  relation 

U  ('tant  la  lonclion  liainionique  cherchée,  dont  on  se  donne  les 
valeurs  sur  C.  lin  aj(jiilant  les  relations  (i3)  et  (i3)',  il  vient 


(i8) 


car  le  coefficienl  de  -i—  sous  le  signe  iuli'':ural  est  logf  —  \,  (pii  reste 

constant  sur  C,  et,  par  suite,  l'intégrale  correspondante  est  nulle, 
d'après  la  relation  (12).  Soient  p,  p,  les  distances  OP  et  OP,, 
'i,  l'angle  de  la  normale  intérieure  en  un  point  M  de  G  avec  MPi- 
On  a  les  relations 

^/lo";/-  COSC5  rflo^/'i  cosO|  ,  /'i         R 

-z = f  j = '—  >  p^i  =    1\-,  —    =:    —  j 

an  r  an  /•,  '  /  p 

p2  =  U--f-  /•- —  2  Rr  coso,  p^  =  R2  -(-  r\  —  ■>.  R  /•,  cos-^i, 

d  où  I  on  di'ijinl .  m  /'iiniinaiit  ■:,,  '^, .  /•, ,  ■:, , 
coso         COSÇi  R- — p2 

ce  qui  prouve  hirn  iidcnlit*''  des  formules  (i-)  el  (18).  Celte 
seconde  (l(iiiiiii-.|i  ,iiion  e^t   moins  complèle  (pie  la   pi-eiinère,  car 

elle  suiipii-r   (iiKî  —r~  a   une   xaleiir  lime    le    loii^  de   (,.   el    d'autre 
'  '  '         lin 

part,  elle  \w  yvwww  pus  (pu-  la  \  a  leur  de  I  ml  ('ivraie  1  1  S  1  lend   hien 

vers  la  \aleur  donnée  de  I     en  un  point   M    di'  (  ",  loixpie  le  point  P 

lend  vers  le  point  M . 

Applicdt  ion .  —  Su|)posons  /*('!/)  ^  o  le  long  de  C;  Lu/,  h)  est 
alors  j)Osilif  pour  tout   |)oinl    inti-rieiir.   (loimiie  /•   varie  du    mmi- 
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muiu  II  —  0  au  niaxinium  Pi  -^  p,  on  a  évidemment,  en  remplaranl 
successivement  r  par  R  —  p  et  par  R  +  p  dans  la  formule  (17),  et 

en  observant  que    /      /"(  -V)  <r/y  ^  2-1  01 

R  — 0  ,.        ,.         R^o  ^. 

(.9)  R— ^^»<^''<]r=r-p^'>' 

t  0  ft  l  ,.  ('-tant  les  valeurs  de  l  (a,  l>\  au  centre  du  cercle  et  au 
point  P.  On  en  déduit  que  la  valeur  absolue  de  Lp —  Lq  est  infé- 
rieure à  la  différence  des  deux  termes  extrêmes  de  cette  double 

inégalité  tt^ — ^  l  o-  ^'  "ne  fonction  liarmoniqueU  est  régulière  et 

positive  dans  tout  le  plan,  ou   peut  suppDsrr  le  nombre  R  aussi 

grand  rpiOn  le  \eut.  et.  par  suite,  j^^ — ^  l  0  pli^i^  petit  que  tout 

nombre  donné.  On  a  donc  L,,=  l  01  ee  qui  prouve  que  toute 
fonction  liavmonique positWe  dans  tout  le  plan  se  réduit  à  une 
constante. 

Plus  généralement,  toute  fonction  harmonique  dans  tout  le 
plan^  qui  est  bornée  dans  un  sens,  est  une  constante.  En  effet, 
si  Von  a  par  exemple  L  {x,  y)  <<  C,  la  Jonction  C  —  L  (.r,  y)  est 
une  fonction  harmonique  positive  dans  tout  b;  plan.  Cette  propo- 
sition correspond  au  théorème  de  Liouville  (11,  n"  l29i). 

Gonsidtirons  encore  le  cas  où  la  fonction  /{'l)  présente  sur  le  cercle  un 
nombre  (ini  de  discontinuités  de  première  espèce.  L'intégrale  de  F*oisson 
représente  encore  une  fonction  harmonique  à  l'intérieur  du  cercle.  Lorsque 
le  point  P  intérieur  au  cercle  tend  vers  un  point  iM  du  cercle  où  fi'^)  est 
continue,  la  limite  de  l'intégrale  est  encore /('L);  il  n'y  a  rien  à  changer 
au  raisonnement.  Il  nous  reste  à  étudier  comment  se  comporte  la  fonc- 
tion Lîi^a,  b)  dans  le  voisinage  d'un  point  de  discontinuité  de  fi'^)-  Pre- 
nons d'abord  le  cas  particulier  ou  /(-I^j  =  6,  6  étant  l'angle  au  centre 
compté  dans  le  sens  direct  de  —  -  à  -(-  t  à  partir  du  rayon  OA'  opposé  au 
rayon  OA  qui  aboutit  à  un  point  de  ilisconlinuité  A.  L'intégrale  (16)  peut 
s'écrire 

(.0)  u(a,  b)  =  Lj.i(21!ll  _  _L),/.v  =  '-f^l^d^o, 

(O    étant    l'angle,     compté    de    o    ;'i     >-    «iaiis    if    ^(mis    dirccl,    que    fait    la 
direction  PM  avec   une   direction  fixe;   il  e^t  évident,  en  ellet,   que  l'intc'- 

grale    j  '^i  -77  c>t  "ullc,  tandis  que  — — i-  ds  est  égal   à  dm  (n°  505 j.   Il   est 
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clair  que,  si  le  point  P  est  sur  le  diamètre  qui  passe  au  point  A,  on  a 

u(a,  b)  =  o, 

car  les  élôincnts  symétriques  par  rapport  au  diamètre  se  détruisent   iloux 
à  deux.   Si   P  n'est   pas  sur  ce   diamètre,   soit    A]   une    des   extrémités   du 

diamètre    passant    par    P,    et    Ul^a,    b\    l'intégrale   -    /  '^i^Ao,    6]    étant 

'"  «^  ('. 
l'angle  au  centre  compté  de  — -   à  -4- -  dans   le  sens  direct  à  partir  du 
rayon  OA',  opposé  à  OAj.  D'après  ce  qu'on  vient  de  remarquer,  »i  (a,  6)  —  o. 
On  peut  donc  écrire 

H(rt,  b)  =  u(a,  b)  —  «i(a,  b) 

=  Z    f        (•>  — 'i'ilfl^w-r-  ^    f  ('l  —  'li)dM; 

"•^'A,MAi  ■•«''iAMA,) 

le  long  de  A,  MA,  on  a  ■!/ — '^j  =  y.{Jig.  90),  tandis  que  le  long  de  A  M'A,, 

Fia.  rp. 


V — '^1  =  ^ —  'J~-  l'ar  (onséquent 

u{a,  b)  =  -  a(2z  —  ^)  -+-  -  (a  —  27:  li  =  2(a  —  P)  =  2-;. 

Par  conséquent,  dans  le  cas  de  la  ligure,   l'intéf^rale  nia,  b)  est  égale 

au  double  de  l'angle  v,  compte  de  —  -  à  —  -  dans  le  sens  direct^  que 

fait  la  direction  AP  avec  la  direction  kO.  Il  serait  facile  de  vérifier  que 
cette  relation  a  lieu  dans  tous  les  cas  de  figure,  mais  il  suffit  d'observer 
que,  si  elle  a  été  établie  dans  une  partie  du  cercle,  elle  subsiste  dans  tout  le 
cercle,  car  les  deux  membres  sont  des  fonctions  barmoniques  dans  ce  cercle. 
Prenons  maintenant  le  cas  général,  où /(•{/)  a  une  discontinuité  de  pie- 
mière  espèce  en  A.  L'angle  •!>  étant  compté,  comme  on  vient  de  le  dire, 
•'c  — -a  -T- -,  à  partir  du  rayon  OA',  supposons  cpi'on  ail  J\-  —  o)  —  /, 
f{  —  -  -T-  o  )  =  ni(  l  =^  m  }. 
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La  (lifTérence /('!>) — -  ■!;  est  une  fonction  cnnii nu ey"i('i;)  clans  le  voi- 

1         •       i         •            Il         .         ^  — ^  ''^ 
sinage  du  point  A,  qui  prend  la  valeur  en  ce  point,  et  1  intégrale  de 

Poisson  (17)  est  la  somme  des  deux  intégrales 

^  —  "^       /  /  r-    /  7  '         r     "^   /  I       ^-—  ^-    ji 

u(a,b),         L,(«,  6(=  —    /       fi(-l) 7-^  d-l>, 

qui  représentent  l'une  et  laulre  des  fonctions  harmoniques  dans  C.  Lorsque 
le  point  P  tend  vers  le  point  A,  la  limite  de  l  l'rt,  6)  est  égale  à ' } 

tandis  que  la  limite  de  nia.  b  1  dépend  de  la  façon  dont  le  point  P 

2- 

1  I  •        1  •      .  ^  —  f>i    ,    l  —  //*     -,  .      ,. 

tend  vers  le  i)oiiil  A.  et  varie  de a hn  particulier,  si  le 

■j.  1 

point  P  décrit  le  rayon  0.\,  la  limite  de  Lia,  6  )  est •  Lorsque  le 

point  P  se  rapproche  de  A  sans  que  la  direction  .\P  ait  une  limite,  il  n'y  a 
pas  non  plus  de  limite  pour  U(a,  b)  (  •  ). 

.'iOVI.  Relations  avec  la  série  de  Fourier.  —  L'intégrale  de  Poisson  est 
étroitement  liée  à  la   théorie  des  séries  trigonométriques.   Nous  poserons, 

pour  simplifier,  K  =  i,  ce    qui    revient    à    écrire   s  à   la    place  de  jr»   Une 
décomposition  en  fractions  simples  nous  donne 

1  —  p2  I  I 


I  —  •x'j  cos (0  -f-  p-  I  —  0 e^ 

d'autre  part,  on  a,  p  étant  inférieur  à  i, 

I 

:  =  I  -h-  pew  -f-  p- e-"^'  -(- . .  . 


et   une  identité   analogue  obtenue  en   ciiangeant    i  en   —  /.  ()n   aura  donc 
aussi  en  les  ajoutant 

=  I  -i-  'J!  ^    s"  C0S/i(0. 


I  —  '2  0  cos  O) 


la  série  du  second   membre   étant   uniforniénicnt  curwrrgcnlf  puisciu'on 
suppose  p  <C  I  •  Piemplaçons  to  par  '1/  —  0.  miilti[>li<Mis  par  /'('i'  )el  inlégron»^ 


(')  M.  Fatou  a  étudié  l'intégrale  de  Poi:^son  en  faisant  sur /(<^)  des  hypo- 
tlièses  beaucoup  plus  i;éiiéralcs.  {Acta  matlieniaiica,  t.  X\X,  i<)()7.)  Voir  aussi 
un  Mémoire  récent  de  AL  Liclilenslein  dans  le    Tome  1  il  du  Journal  de  Crelle, 

p.    12. 
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cnlrc  o  el   «r::  la  foiimile  (  \~)  devient 

U(a.h)=^f    f  ri  )  d'I -^  ^^z"  f     f  (<l)  cos  n{'h  —  ^)-di^ , 

n— 1 

nu  encore 

-t-  oo 

(2i)  U(rt,  ^)  =  ^  -+- Vp«(a„cos«0  -h  3„sinn0), 

n  =  l 

a,j  et  [j,j  riant  précisément  les  coefficients  de  la  série  de  Fourier  relative  à 
la  fonction  continue  y"('I/)  (I,  p.  5oi).  Remarquons  que  ce  développement 
de  U(  a,  b)  est  identique  à  la  partie  réelle  de  la  série  entière  tn  z  ^=  a  ^  ib 


qui  est  certainement  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  un,  car  les 
valeurs  absolues  des  coefficients  a„  et  ^„  sont  inférieures  à  la  borne  supé- 
rieure de  |/(<V)|  (cf.  n"  o03). 

J>a  formule  (ai)  est  établie  en  tous  les  points  intérieurs  au  cercle  de 
rayon  un;  si  la  série  de  Fourier  déduite  dey"('^  )  est  convergente  pour  une 
valeur  de  'I/,  l'égalité  subsiste  pour  p=i,  0  = 'i/.  En  effet,  lorsque  le 
point  (a,  b)  se  rapproche  du  point  (cosi!;,  sim!/)  du  cercle  suivant  le 
rayon,  la  limite  de  U(«,  b)  t=>l  f{'^),  tandis  que,  d'après  le  théorème 
d'Abel,  la  limite  du  second  membre  est  égale  à  la  somme  de  la  série 
obtenue  en  posant  p  =  i,  0  =  6. 

Mais,  sans  faire  aucune  hypothèse  sur  la  convergence  de  la  série  de 
Fourier,  la  théorie  de  l'intégrale  de  Poisson  montre  qu'on  a  toujours, 
pour  une  fonction  continue  quelconque,  l'égalité 


ii-i.) 


y(rli)  =  lim  I  —  -f-  ^p"(a„  cos/n^  -^  p„  sin //  6)  I , 


a,,,  «n,  p,,  étant  les  coefficient*  de  la  série  de  Fourier  déduite  de  f{^)- 
M.  Picard  en  a  déduit  une  élégante  démonstration  d'un  théorème  de 
Weierslrass  (voir  plus  loin,  n°  ."jlU  ). 

Inversement,  on  pourrait  se  proposer  de  déduire  l'intégrale  de  Poisson 
de  la  série  de  Fourier.  Soit  fi'l)  une  fonction  continue  de  période  at. 
développable  en  série  de  Fourier 

<23)  /(<>)=  ^  -^  ^  (  a„  cos  «•;. -f- ;i„  si  n  «•;/). 

n  =  l 

La  série  ( '?.i  t  ohi.niir  rn  prenant   pour  a,,.  a„,  p„  les  même*  valeurs  que 
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dans  la  série  (23),  est  uniformément  convergente  dans  tout  cercle  de 
rayon  p  <i,  décrit  de  l'origine.  On  peut  donc  appliquer  à  cette  série  les 
transformations  inverses  de  celles  qui  ont  été  ellectuées,  et  remonter  de 
celte  série  à  l'intégrale  de  Poisson.  La  fonction  ainsi  obtenue 


\^{a,b)=^    f"'/(^)j 


I    -    02  )  d'I 


—  iZ  COS( 


représente  bien  une  fonction  harmonique  à  l'intérieur  de  C.  Mais,  si  cette 
intégrale  n'avait  pas  déjà  été  étudiée  directement,  nous  ne  pourrions 
affirmer  qu'une  chose  :  c'est  que  la  valeur  de  U(«,  61  tend  vers  ./'(<}'), 
lorsque  le  point  (a,  b)  tend  vers  le  point  (  cos'i;,  sinij  suivant  le  rayon 
qui  aboutit  à  ce  point.  La  première  démonstration  est  donc  plus  complète 
et,  en  outre,  elle  ne  suppose  pas  (\ue.f('l)  est  développable  en  série  de 
Fourier. 

olO.  Théorème  de  Harnack.  —  I.e  théorème  de  Ilarnack  est 
l'analogue  (hi  théorème  de  \\  eiersliass  sur  les  séries  de  fonctions 
holomorphes  (II,  n"  297).  Soient  ;/o(-^-  y^^  Hii^c,  y),  .,., 
Un{jc^  y),  ...,  une  suite  de  fonctions  harinoni(|ues  dans  un 
domaine  fini  D,  limité  par  un  contour  Y ,  pouvant  se  composer 
d'une  ou  plusieurs  courbes  fermées.  Si  la  série  ^Ui(x,  y)  est 
uniformément  convergente  le  long  de  \\  elle  est  uniformé- 
ment convergente  dans  le  domaine  D. 

Soit  \ji  la  valeur  de  Ui{x,r)  en  un  point  de  V.  D'après  hi  déli- 
nition  de  la  convergence  uniforme,  t  étant  un  nombre  positif 
arbitraire,  nous  j)Ouvons  choisir  un  nombre  enlur  //  tel  ipi  on 
ait,  en  un  j»oiiil  (pielconque  de  T,  (piel  ipie  -olt/^ 

I  L/j+i  -T-  L„-+-2-T-. . .  -f-  {jn-i-p\  <C  î  ; 

celte  inégalité  sera  vérifiée  aussi  pour  hi  valeur  maximum  du  pre- 
mier membre  lorsqu'on  décrit  F.  Par  consé(|uenf,  (j:,  r)  étant  les 
coordonnées  d'un  point  quelcon(jue  intérieur  à  D,  on  a  donc  aussi 

\u„^i(x,  y) -{-... -^  Un+,,(T,  y)\  <£, 

ce  ciui  prouNc  l)ien  la  convergence  uniforme. 

-H  « 

La  somme  de  la  série  Y{x.,  y)  ^^^^Ui{x,  y)  est  une  fonction 

0 

continue  dans  D,  et  sur  le  contour  lui-même;  lors(pi'un  point  V 
de  D  tend  vers  un  j)oint  M  de  P,  la  somme  de  la  série  en  P  tend 


IQO 


ciiAi'iKu:  xwii. 
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vers  la  soiiiiiic  de  la  série  on  M,  (iiielle  (|iie  soil  la  façon  dont  P 
se  ra[)|)rorlie  «le  M.  Cclti-  fonction  Vioc^y)  est  une  fonction 
Iiarnionii/iic  dans  I). 

11  siillil  t'-N  iJemint'Mt  di?  promer  (|u  il  en  est  ainsi  à  1  iult'iiciir 
d'un  cercle  tjuelconcjue  C  conlenu  dans  O.  Soient  {x^  y)  les  coor- 
données diin  point  P  intérieur  à  C;  nous  avons,  d'après  la  formule 
de  l^oisson, 

R,  0,  r  avant  le  même  sens  (jue  plus  haut  (n"  o08),  et  U,-  étant  la 
valeur  de  ///  en  un  point  de  C.  On  en  déduit 


^'--■}>-h.^i 


R2 


Rr^ 


^5  = 


car  la  série  -L,  étant  uniformément  convergente  sur  C,  il  en  est 

de  m<hîie  de  la  série  — -l  ,.  et  l'on  peut  intervertir  les  signes    / 

et  7  .   La  dernière  expression  de  F(^,  j  )  montre  bien  (pie  c'est 

une  fonction  liarnionupie  dans  C.  On  démontrerait  de  la  même 
façon  que  les  dérivées  partielles  de  ¥[x^y)  sont  les  sommes  des 
séries  obtenues  en  dillei-entiant  terme  à  terme  la  première  [cf.  Il, 

P-  99)- 

Application.  —  Soient  G,  Ci  deux  cercles  ayant  pour  ceiilie  l'origine, 
de  rayon  R  et  Rj  (  R  >  R|),  et  U((p),  V(ç»)  deux  fonctions  continues  pé- 
riodiques de  période  ît:,  satisfaisant  aux  conditions  de  Dirichlet.  Ces 
fonctions  sont  développables  en  séries  de  Fourier  iiniforinéinent  conver- 
f^entes  i  n"  493,  p.  iS'j  i  : 

L(o;  = 7  (  a,i  cosno  -T-  o„  sinno), 


^  (?)  =  —  -^  2_k'^n  cos/iç  -I-  [i„  sin  /iç). 


I.e  llii'urcnie  de  Ilarnuck  permet  do  former  aisément  une  fonction  har- 
monique dans  la  couronne  comprise  entre  les  deux  cercles  G  et  Gi,  et  se 
réduisant  à  U(cp)  ou  à  V(tp)  respectivement  sur  ces  deux  cercles,  ç  étant 
l'argument  qui  correspond  ù  un  point  sur  (\  ou  Gj. 
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Posons  en  edet 

F(/-,  G)  =  Ag-+- BJogr-T-  V  [(A„,/-"' -H  B,„ /•-'")  coswi'f 

—  (  G„,  /•"'  -+-  D„,  /— '"  )  si n  AU  cp  ] , 

A„,,  B„,,  G,„,  D,„  élanl  des  coeflicienls  constants.  Tous  les  termes  de  celte 
série  sont  des  fonctions  harmoniques  dans  la  couronne  considérée,  comme  il 
résulte  de  l'égalité  z-"'  =  /-'"(  cos/no  —  /  sin  m-j  i.  Il  suffira  donc,  d'après 
le  théorèm'e  de  HarnacU,  de  choisir  les  coeflicients  de  façon  que  la 
série  F(/-,  cpj  se  réduise  à  U(ç>)  pour  /•  =  H,  et  à  \'(  '^)  pour  /•  =  Rj.  On 
obtient  ainsi  les  relations 

Ao  +  I3o  Log  1^  =  ^  '       A „,  R'"  +  B„,  R—  =  a„, ,       C„,  R"'  --  D „,  R-"'  =  b„„ 

Ao  +  BoLogR,  =  ^,       \,„  R;"~  B,,  Rf"  =  a,„,      C„,R',"  +  D,„  R7'«  =  3„„ 

qui  déterminent  ces  coefficients. 

Lorsque  lotîtes  les  fonctions  liarnioniques  diinc  suite  sont  posi- 
tives dans  un  domaine  connexe  D,  on  a  le  llu'orème  suivant   : 

Si  la  série  ^^i(i(x,  y),  dniii  tous  les  termes  sont  des  fonctions 

i 
harnioni(jues  positives    dans    le   domaine  1),    convei\^e  en  un 
point  O  il  V intérieur  de  D,  elle  converge  en   tous  les  points 
fie  D.  et  sa  somme  est  une  fonction  harmonirjue. 

Du  I  II  mil  ()  comme  cc'nlre,  (l(''(Mi\ons  un  cercle  ij  de  rayon  R 
assez  petit  pour  qu'il  soit  tout  entier  à  l'inti-rieur  de  D,  et  soit  I' 
un  point  quelconque  intérieur  à  C,  à  une  distance  p  <C '^  <lii 
point  O.  iJaprès  rinégalité  (19)  élablie  plus  haul,  on  a,  pour 
toutes  les  valeurs  de  liudice  /, 

R  -+-  p 

rv  —  0 

ce  qui  prou\e  que  la  si-rie  ï//,(./-,  y)  est  converj;ente  au 
point  l\  La  mèiiK;  inéj^alih;  prouve  ([uelle  est  unilormciucnt 
convergente  d;in^  tout  crrclc  ('/'  de  centre  O.  cl  de  ravonlV-  !»  ; 
elle  représente  donc  une  lonction  liarinoniipu!  dans  ce  C(M(le  C. 
l^artons  maintenant  d  un  aulre  jjoint  (J|  inh'ricur  à  C,  et  «h'-crivons 
un  uou\ eau  cercle  C|  <le  centre  0(  intérieur  ;i  I  )  :  ch  laixiiinaiit  de 
proche  en  proche,  cuiuiue  |)oim-  le  proloni^cmcut  iinalylKpic.  ;iu 
moyen  dune  cliaîne  de  cercles  (il,  (  Jiaji.  \  \  1 1.  (ui  \  oii  (juc  la  >cnc 
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esl  convcri;cnle  en  tt)ut  point  de  D  et  représente  une  fonelion  luir- 
monlqiie.  II  serait  faeile  d'établir,  de  celte  faeon,  que  la  série  con- 
veiye  unilornu'inent  clans  tout  domaine  intérieur  à  D,  et  n'ayant 
aucun  ])oint  commun  a\ec  la  frontière. 

oll.  Prolongement  analytique  d'une  fonction  harmonique.  — 
Rappelons  d'abord  la  définition  d'un  arc  analytique  (I,  n"  198). 
in  arc  de  courbe  AB  représenté  par  les  équations  tc^=f{t), 
y  z=  Z){t),  où  le  paramètre  t  varie  de  a  à  />,  est  analytique  si  les 
deux  fonctions  f{t),  '^{t)  sont  développables  en  séries  entières 
ordonnées  suivant  les  puissances  de  t  —  /q  dans  le  voisinage  de 
toute  valeur  t^  comprise  entre  «  et  ^>;  il  va  de  soi  que  les  coeffi- 
cients de  ces  séries  doivent  être  des  nombres  réels.  Si  les  deux 
dérivées  /'{h)-,  '^  (^o)  ne  sont  pas  nulles  à  la  fois,  le  point  Mo 
correspondant  est  un  point  ordinaire  ou  régulier.  Si  ces  deux 
dérivées  sont  nulles  pour  t  =  t^,  M(,  est  un  point  singulier,  à  moins 
(pi'à  un  point  M  de  l'arc  voisin  de  Mo  ne  correspondent  plusieurs 
\aleurs  de  t  voisines  de  (q,  d'après  le  choix  du  paramètre  /.  Un 
arc  analytique  sans  point  singulier  est  dit  un  arc  régulier. 

Soit  u(x,y)  une  fonction  des  deux  variables  x,  y  définie  dans 
un  domaine  D  à  l'intérieur  duquel  est  l'arc  analytique  AB.  La 
valeur  de  cette  fonelion  en  un  point  de  l'arc  est  une  fonc- 
tion F(f)  du  paramètre  t,  qui  sera  évidemment  analytique  si  la 
fonelion  u(x,y)  est  elle-même  analytique  dans  D,  et  en  particu- 
lier si  «(:r,  y)  esl  lKinHoiii(|ue.  Cela  étant,  soit  u{j'.  y)  une 
lonclion  harmonique  dans  un  domaine  D,  limité  [lar  un  contour  T 
dont  une  portion  esl  formée  par  un  arc  analyli^pie  Al>.  Nous  dirons 
(jue  cette  fonction  haiiuonupic  //(.r,  j)  ])eiil  èlre  prolongée  au  delà 
de  Tare  AB,  si  1  on  pciil  trouver  une  fonction  1'(j:,  v),  harmo- 
nique dans  un  domaine  (0,  renfermant  D  et  l'arr  AB,  (pii  soit 
égale  à  u{x,y)  dansD(c/".  II,  n"  3i2).  Pour  (pie  le  prolongement 
soit  possible  à  travers  AB,  /'/  esl  nécessaire,  on  \ienl  de  le  re- 
marrpier,  que  la  suite  des  valeurs  prise  par  u[x,  y)  le  long 
de  AB  forme  une  fonction  analytique  de  t.  M.  Schwarz  a 
d(''iii(tiilré  que  la  ((tudilioii  esl  sufli'-aiitc  si  I  arc  AB  t'st  régulier  : 
Toute  Jonction  harmonique  dans  un  domaine  dont  la  fron- 
tii're  contient  un  arc  analyti<jue  régulier  \B  peut  être  pro- 
longée   au   delà   de   cet   arc,    si  la  suite  des   i^aleurs   quelle 


I.  —  roxcrioxs  iiarmomqles.  intéghale  dk  poisson.  i()3 

prend  sur  cet  arc  forme  elle-même  une  fonction  cinalytKjue. 

Supposons  dahord  que  l'arc  AB  soit  un  segment  de  l'axe  des  x 
et  qu'une  fonction  u( x,  y),  harmonique  dans  un  domaine  D  situé 
au-dessus  de  O^  et  limité  en  partie  par  AB,  soit  nulle  tout  le  long 
de  ce  segment.  Soit  D'  le  domaine  symétric|ue  de  D  par  rapport 
à  Ox  et  ^-{x^y)  la  fonction  (|ui  en  tout  point  I*  (^\  — y)  de  D' 
prend  la  \aleur  — n{x^y),  symétrique  de  la  valeur  que  prend 
u{x,  y)  au  point  1*  symétrique  de  P'.  Il  est  clair  que  i-{x^y)  est 
harmonique  dans  D';  la  fonction  F(x,  i  ),  qui  est  égale  à  u(x,y} 
dans  D,  elîn>(x,y)  dans  D',  est  continue  dans  tout  le  domaine 
D  +  D'.  Il  n'en  résulte  pas  qu'elle  soit  harmonique  dans  tout  ce 
domaine,  car  rien  ne  permet  encore  d'affirmer  qu'elle  admet  des 
dérivées  continues  en  tout  point  ilr  AI!,  l'oui-  déiiiontrer  <<■  point 
essentiel,  prenons  autour  d'un  |)oint  quelconque  de  AB  un  seg- 
ment 7.[j  de  Ox  assez  jtetit  [)our  que  le  cercle  C  décrit  sur  a|j 
comme  diamètre  soit  tout  entier  dans  le  domaine  D  —  U';  la  pro- 
position sera  établie,  si  l'on  prouve  que  F(x,y)  est  harmonique 
dans  ce  cercle.  Soient",  v'  les  demi-circonférences  situées  respec- 
tivement  au-dessus  et  au-dessous  de  a^S. 

Considérons  la  fonction  re[)résentée  par  l'intégrale  de  Poisson, 
où  Fv,  p,  /•  ont  le  sens  habituel  ( n"  508), 


dans  laquelle  on  prend  |j.  =  //  [x,  y)  le  long  de  v  et  a  =  v{x,  y)  le 
long  de  y'.  Cette  fonction  U{x,  y)  est  harmonique  dans  C;  elle 
est  nulle  le  long  de  a^,  car  les  éléments  svm('ln(pies  de  l'intégrale 
se  détruisent. 

Cette  fonction  [^[x^y)  coïncide  avec  u[x^y)  dans  le  demi- 
cercle  supéiieur,  et  avec  v(^x^  y)  dans  le  demi-cercle  iiih'iieur,  car 
elle  pr(!nd  les  mêmes  valeurs  que  u(x,y)  le  long  de  a^S  et  de  v,  et 
les  mêmes  valeurs  que  v[x,  y)  le  long  de  a|i  et  de  y'.  On  a  donc 
\}{x,  y)^  ^{^1  y)  dans  tout  le  cercle  C. 

Supposons  en  second  lien  ipie.  le  lon^  <bi  -ie^nienl  AB  de  ()./', 
une  fonction  u{x,y)^  harinonirpie  dans  le  domaine  I)  situé  au- 
dessus  de  O.r,  prenne  une  suite  de  valeurs  formant  une  fonction 
anai\  licpie  y'(  ./•  ).  Cette  foiu  lion  f{x),  (-t. ml  (l(''\  eloppable  en 
série  entière  dans  le  voisinage  de  tout  |ioinl  ./„  de  Ai»,  est  di'linie 
G.,  III.  iJ 
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parla  même  ilaiis  un  domiiiiio  l\  du  pi, m  de  la  variable  eom|)lexe 
^  =  a;  +  M',  renfermant  le  serment  AB  (II,  p.  241,  noie).  I.a 
parlie  réelle  //,  (x^  y)  de  celle  l'onclion  /(  z)  est  harmonique  dans  R 
et  se  réduit  k/{x)  le  long  de  AB.  Supposons  le  domaine  13  situé 
dans  R;  la  diirérence  ff(.r,y)  —  fi\{x,  y)  est  liarmonicpie  dans  I) 
et  nulle  le  long  de  AB;  on  vient  de  démontrer  (ju'elle  peut  être 
prolongée  au-dessous  de  AB.  Comme  la  fonction  Ui(.r,y)  peut 
être  j)rolongée  au-dessous  de  AB,  il  en  est  de  même  de  u{x,r). 
Prenons  enfm  le  cas  0(1  AB  est  un  arc  analytique  régulier 
quelconque,  et  soit  u{x.i  y)  une  fonction  harmonique  définie  d'un 
côté  de  cet  arc,  et  telle  que  la  suite  des  valeurs  qu'elle  prend 
sur  AB  forme  une  fonction  analvti(pi('  du  |iiuamètre  /.  ^<ous  allons 
montrer  qu'étant  donné  un  j)oint  <pielconque  Mo  sur  AB  on  peut 
prendre  autour  de  i\l„  un  arc  a[j  assez  petit  pour  que  la  fonc- 
tion iiix,  y)  puisse  être  ])r()li)ni;ée  à  li-avers  a|j.  Soient 

X  =  a^-^  ax{t  —  to)-^ . .  .^  a„{t  —  ^oV'-t-. .  ., 

les  développements  de  x^y  dans  le  voisinage  de  la  valeur  /^  q"' 
correspond  au  point  M».  Posons 

,,  \  -  =.r -+-«>  =  rtoH-i'/joH-(a, -h  i6,)(Z  —  ;o)-^-- • 

el  soit  /•  un  nombre  positif  assez  petit  pour  que  la  série  (24)  soit 
convergente  lorsfpi'ou  a  |'/ — f()\''^r.  La  relation  |>récé(iente  fait 
correspondre  à  tout  point  du  cercle  v  de  ravon  /•  décrit  du 
point  (X  =  f„,  \  =  o)  comme  centre,  dans  le  plan  de  la  variable 
complexe  Z  =  X  -{-i\,  un  point  (.r,  y)  d'un  domaine  d  autour 
du    point    .M,|   dii    pi, m   des  xy.    Les    Avwx    coefficients   a,    el   Oi 

n  étant  pas  nids  à    la   fois,  -Qu'est  pas  nul  pour-  7  =  /,,.   L"ét|ua- 

tion  (24)  adnici  donc  inversemeni  une  racine  et  une  seuh^ 
Z=cp(:;)  (pii  tend  vers  /„  lorscpie  r-  lind  vers  Zo^=  Oo-'r  iOo,  ol 
celle  racine  ^(-)  <'sl  liolomorphe  dans  le  domaine  du  point  3,). 
Nous  supposerons  (piOn  a  pris  le  lavon  /■  de  ■'  assez  pciii  pour 
que  o(^)  soit  holomoiplic  d.ms  Ntut  h-  domaine  tl  (;oi'r<'S|)ondant . 
La  rel.ilion  (24)  établit  alors  ujie  correspondance  univoque  enlie 
1<>  points  du  cercle  y  du  j)lan  des  X\    et  le  domaine  d  du  plan 
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âes.ry,  avec  conservalion  des  an<îles;  à  Tare  y.j  de  ABsilii»'-  dans /^Z 
correspond  un  sei^inenl  a' j'  de  Taxe  réel  dans  le  plan  des  \^  . 
La  fonction  liarmonique  u(.r,y)  définie  diin  côté  de  lare  a  j  se 
change  en  une  fonction  harmonique  L(X,  Y)  des  variables  \.  ^  . 
définie  d'un  côté  du  segment  a'|îi'  de  l'axe  réel,  et  il  résulte  des 
hypothèses  que  la  suite  des  valeurs  qu'elle  prend  le  long  de  a'Jj' 
est  une  fonction  analytique.  Cette  fonction  U(X,  V  )  peut  donc  être 
prolongée  de  l'autre  côté  du  segment  a'^',  et  par  suite  n( x,  y)  peut 
être  prolongée  à  travers  Parc  a  j. 

Lorsque  l'arc  AB  présente  des  points  singuliers,  il  peut  arriver 
que  le  prolongement  analvtique  ne  soit  pas  possible  à  travers  l'arc 
tout  entier.  Par  exemple,  la  partie  réelle  de  ^/x  -i-iy,  qui  est  po- 
sitive à  droite  de  l'origine  sur  l'axe  des  x^  est  barmoniqueà  droite 
delà  parabole  semi-cubique  t-  =  j:''.  La  suite  des  valeurs  qu'elle 
prend  sur  cette  courbe  est  analvti(pie,  car  si  l'on  pose  x^t-, 
y  ^  t^,  on  a  \/x  -^  /)'  =  ^  y/i  -4-  ;'/,  et  cependant  l'origine  est  un 
point  singulier  pour  cette  fonction.  Ce  point  divise  la  courbe  en 
deux  arcs  réguliers,  la  fonction  harmonique  peut  être  prolongée  à 
travers  chacun  d'eux,  mais  les  deu\  j)rolongements  ne  se  raccor- 
dent pas  à  gauche  de  la  j)arabole. 

Si  une  fonction  u(x,  y)  est  lianii()ni([ue  à  l'intérieur  d'un  con- 
tour C  form('  d'un  certain  nombre  d'arcs  analytiques  réguliers,  et 
prend  des  valeurs  analytiques  sur  le  contour,  elle  peut  être  pro- 
longée au  delà  de  chacun  de  ces  arcs,  et  les  seuls  points  singu- 
liers possibles  sont  les  points  du  contour  où  se  rejoignent  deux 
arcs  analytiques  réguliers.  Kn  particulier,  si  le  contour  est  formé 
d'un  seul  arc  analvtique  régidier,  comme  un  cercle  ou  une  ellipse, 
toute  fonction  hariiM)ni(|ii('  à  rintiTieiir,  (|iii  prend  des  \aleurs 
anaiyli(|ues  sur  C,  peut  être  prolongée  dans  un  doinaine  icnicr- 
mant  ce  contour  (  '  ). 

C)  Le  lliéoréme  de  Scliwarz  prouve  que  le  prcblùnie  de  Caucliy  se  présoiile 
tout  autreinenl  pour  l'équation  de  Laplace  que  pour  une  équalion  liyperl>olique. 
Soieot  u{x,  y),  v{x,  y)  deux  fcjnclioiis  harmoniques  dans  un  domaine  I),  à 
droite  de  Oy,  limite  en  partie  par  un  segment  AB  de  0_)-.  Si,  le  long  de  AH,  ces 
deux  fonctions  u  et  f  se  réduisent  à  une  même  fon(!tion  de^, /(>),  la  diflé- 
rence  u  —  v  est  une  fonclion  harmonique  ijui  peut  être  proltmgée  à  gauche  de  0_>',  et 

par  conséquent est  une  fonclion  anals  lii]ue  de  _i'  le  Ions  du  segment  AH. 

Il  s'ensuit  qu'on  ne  (jcut  se  proposer  de  trouver  une  fonction  h.iniinniquc  m  (x,  J' ) 
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M!2.  Démonstration  de  Riemann.  —  (  )ii  <i  «It-nioiilré  plus  haiii 
([lie  le  problème  de  hiridilel  ne  poii\ail  atluutlre  |»lus  d  une  solu- 
tion (')  et  trouvé  elleeliveinenl  celle  solution  dans  le  cas  où  le 
contour  est  une  circonférence.  Nous  allons  inaintenanl  nous 
occuper  du  même  problème  dans  le  cas  général,  et  nous  repro- 
duirons d'abord  la  démonstration  par  laquelle  Riemann  établit  que 
ce  problème,  qu'il  appelle  \e  pri/icipe  de  Di/ich/et,  admet  toujours 
une  solution.  Soit  I)  un  domaine  borné,  limité  par  un  contour  V 
composé  d'une  ou  plusieurs  courbes  fermées  distinctes.  Nous  dirons 
pour  abréi;er  qu'une  fonction  i'(x,  jk),  définie  dans  1)  et  sur  le  con- 
tour r,  appartient  à  la  classe  (  A)  lorsqu'elle  satisfait  aux  conditions 
suivantes  :  i"  elle  est  continue  dans  le  domaine  D,  y  compris  le 
contour  f;  2"  elle  prend  sur  ce  contour  des  valeurs  données,  la 
\aleur  en  chaque  point  de  F  variant  d'une  manière  continue  a\ec 
la  position  de  ce  point:  3"  elle  admet  des  dérivées  partielles  con- 
tinues des  deux  jn-emiers  ordres  en  toul  point  i/itcfiei/r  à  \). 
Nous  ne  faisons  aucune  livpotbèse  sur  ces  déri\('TS  en  un  point  du 
contour. 

Pour  toutes  les  fonctions  de  la  classe   (A),   l'intégrale  double 

dans  le  dumuine  l  •,  se  réduisant  pour  x  =  d  à  une  fonction  donnée  /  (y  )  le  long 
de  AM,   tandis   que  —  est  égale  à   une  autre  fonction  donnée  de  y,  giy)-.  ces 

deux  fonctions  y{j')  et  giy)  étant  arbitraires. 

Soit  en  effet  v{x,y)  une  fonction  harmonique  satisfaisant  à  la  première  con- 
dition; la  différence  — est   une   fnnction    analytique   de    )'   le   long  de  AH. 

Ox        Ox  ' 

et  par  suite  la  fonction  g{y)  est  définie,  à  une  fonction  analytique  près,  quand 

on  se  donne /(r). 

(')   L'impossibilité  de  deux  solutions  pour  le  problème  de  Uirichlet  peut  aussi 

se  déduire  de  la    formule  (li)  bis  (  n°  .500).  Cette  formule  prouve,  en  effet,  que 

si  une  fonction  L!  est  nulle  en  tout  point  d'un  contour  C  et  harmonique  dans  le 

.       ,  ,         .       fJU        dU 

doriiaine  intérieur  a  ce  contour,  cm  a  en  tout  point  île  ce  domaine  — —  ^  -r—  =  o. 

Ox       ôy 

La  fonction  est  donc   constante  et   par  suite   nulle,  iiiiis<|u'elle  est  nulle  sur  C. 

Mais  celle  démonstration  suppose  que  L'  admet  des  dérivées  continues  sur  C.  ce 

que  n'exige  pas  la  première  démonstration. 
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est  évideinincnt  positive,  à  moins  <[iie  u  ne  soil  constant  dans  I) 
et  par  suite  sur  V.  I^^cartons  ce  cas  où  la  solution  est  évidente,  et 
soit  i(j;,  r)  une  fonction  de  la  classe  (V)  pour  hupielle  l'inté- 
grale 1  est  niininiuin.  Il  est  facile  de  démontrer  avec  Riemann 
que  v(x^y)  est  une  fonction  harmonique.  Soit,  en  elFet,  -t^x^^y) 
une  fonction  s'annulant  sur  F  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées 
partielles  des  deux  |)remiers  ordres  à  l'intérieur  de  D  et  sur  le 
contour  T  lui-même,  et  a  un  paramètre  arbitraire.  La  fonction 

u  =  r  (^  T.  y  )  -+-  xr^ix,  y) 

est  de  la  classe  (  \),  qiud  que  soil  a,  et  la  dilierenee 

doit  être  positive.  Or  celle  différence  est  égale  à 

^V./,,,  \^  ^^  ^  Ô^'j'^ '•^~'''.'  J,,  L\^/   "~\^/   J'"^^-'" 

l*our  quelle  soit    positive  (juel  que  soil  a,   il  faut    ('■videuimenl 
que  le  coefficient  de  a  a  soit  nui. 
En  tenant  compte  de  l'identité 

f>r    Or,  âv  f)r  d    /       ()v  \         ù    /       di'  \ 

-^  -. ^  ■'.-^''  =  —  (  •n  —  M-  T-    ■'•-  — 

(Jx   (IX        ây  dy  Ox  \      Ox  /        Oy  \      '>}'  I 

et  de  la  [)renii(Te  formule  de  Green  (I,  n"  l!23  ),  ce  coefficienl  s'écrit 

/     r  (  —  (Iv dx  ) —  /     /   r,\v  dx  dy  \ 

t\  étant  nul  tout  Ir  lon<;  d<-  \\  on  voit  (|iii'  liulégrale  double 

/     /  r,  Ai  ,lx  dy 

doit  être  nidie  |)Oui-  toutes  les  tonno  posMlilcs  de  la  lonc- 
tion  'fi{x,  )■)  satisfaisant  ;iu\  comlilioiis  ('■uomim'cs.  (  )r  ccl;»  ne  peut 
avoir  lieu  cpie  si  Ton  a  Ar  =  o  en  tous  les  |)oiiii-<  de  I  ).  Supposons 
en  ellet  qu'on  ait  Ar  >  o  [)ar  exemple  en  un  poinl  ./„,  )o  int»'-- 
rieur  à  D.  De  ce  [XMnl  couinK-  centre  décrivons  un  cercle  ('-  de 
rayon  p  assez  petit  pour  qu'il  soit  loul  entier  à  l'intérieur  de  I), 
et  (]u'on  ait  Ar  >»  o  en  tout  poinl  de  C^.  Si  l'on   prend  r^(x,  y)  =  o 
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à  rexlérieiir  de  ce  cercle,  et 

■'.(^-r)  =  [?'-  —  (^  —  ^o)-  —  (r—yo)^]"', 

à  I  intérieur  de  C,  cette  fonction  est  continue,  ainsi  ([uc  ses  déri- 
vées partielles  du  premier  et  du  second  ordre  si  nt^o,  et  elle 
s'annule  sur  V.  Il  est  clair  (jue  l'intégrale  double  correspon- 
dante   /    /  V,  Ar  (/./  ch\  étendue  à  I).  aurait  une  valeur  positive.  La 

fonction  r(^./ ,  y)  est  donc  harmonique  dans  le  domaine  D. 

La  fin  du  raisonnement  est  inattaqual)le,  mais  il  repose  sur  deux 
postulats,  qui  paraissaient  évidents  à  liiemann,  etdonl  une  critique 
plus  rigoureuse  a  démontré  la  fausseté.  D'une  part,  on  admet  (ju'il 
existe  des  fonctions  de  la  classe  (A)  pour  lesquelles  l'intégrale 
double  I  a  une  valeur  linic:  d  autre  part,  on  admet  aussi  (pi  il 
existe  au  moins  une  de  ces  f<»nclions  pour  laquelle  l'intégrale  I 
atteint  eirectivement  sa  borne  inférieure.  M.  Weierstrass  (')  a 
montré  d'abord  que  ce  dernier  point  ne  pouvait  être  admis  sans 
démonstration.  Plus  récemment,  >L  Iladamard  a  fait  connaître 
un  exemple  simple  dans  lecjuel  il  n'existe  aucune  fonction  de  la 
classe  (A)  pour  laquelle  l'intégrale  double  lait  une  valeur  liuie  (-). 

La  méthode  de  Riemann  ne  fournit  donc  pas  de  démonstration 
rigoureuse  du  prin(i|)e  de  Diriclilet,  mais  elle  nous  ollre  un 
exemple  d'un  mode  de  démonstration  souvent  employé  en  l^hysique 
mathématique,  et  ([ui  rend  tout  au  moins  vraisemblable  le  résultat 
«pion  veut  étal)lir. 

Remarque.  —  On  a  déjà  expliqué  ce  qu'il  fallait  enlendre  quaml  un  dit 
qu'une  fonction  harmonique  dan"?  un  domaine  D  prend  une  valeur  donnée 
«Il  lin  |)oint  du  contour.  Si  I  on  n'a  pas  éj^ard  à  la  signification  précise  de 
l'énoncé,  il  peut  sembler  que  le  |)robiéme  de  Diiichlet  admet  dans  certains 

cas  plusieurs  solutions.   Par  exeinide,   la   fnntliiMi  u  =  : — ^ —  s'an- 

nule  en  tout  point  du  cercle  (".  qui  a  pour  équation  x-  -+- J-  —  >.x  =  o,  el  elle 

est  harmonique  dans  ce  cercle,  car  c'est  la  partie  réelle  de  i ';  en  ajou- 

lani   Kii   à  une  autre  fonctiun    liai  inoiiiquc   dans  (],   il   semble  qu  on  aura 


(')  Whikhsthass  {Mathcmalische  Werke.   t.  II.  i>     19).      '-'    ' 

(')  Bulletin  de  la  Société  niatlie/nalit/iie,  t.  \\\I\  ,  p.  i35.  Dans  <  cl  exemple, 

le  contour  Test  un  cercle,  el  par  con<c(pioiit  le  pruLliine  de  Iiiriclilct  ailiiiet  bien 

une  soluiiun  ^voir  Exercice  5). 
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une  infiniU"  de  fonctions  harmoniques  dans  C,  prenant  les  mêmes  valeurs 
sur  le  contour.  Pour  expliquer  ce  paradoxe,  il  snlTit  d'observer  que  la 
valeur  de  u(x,  y)  en  un  point  V  intérieur  au  cercle  <>  et  voisin  de  l'origine 
ne  tend  vers  aucune  limite  lorsque  ce  point  I'  tend  vers  l'origine.  Il  est 
donc  inexact  de  dire  que  la  fonction  ii{x,y)  est  nulle  à  l'origine. 

rJll}.  Méthode  de  C.  Neumann.  —  On  doit  à  M.  C  \cuiuann  (') 
une  mélliode  célèbre  pour  résoudre  le  problème  de  Diriclilcl  dans 
le  cas  d'un  contour  convexe^  ne  présentant  qu'un  nombre  fini  de 
points  anguleux.  Nous  allons  exposer,  avec  quelques  modifications 
de  détail,  cette  méthode  qui  est  fondée  sur  les  propriétés  du  poten- 
tiel de  double  couche.  Pour  fixer  la  position  d'un  point  M  sur  le 
contour  fermé  C,  nous  prendrons  pour  paramètre  variable  la  lon- 
gueur s  de  l'arc  \M  compté  à  partir  d'une  origine  arbitraire  A. 
Toute  fonction  <pu  a  une  valeur  déterminée  en  chaque  point  du 
contour  est  alors  une  fonction /'(5)  de  période  /,  si  /  est  la  longueur 
du  contour  fermé.  C  est  uniquement  afin  de  préciser  les  notations 
que  nous  adoptons  cette  convention;  les  résultats  eux-mêmes  sont 
absolument  indépendants  du  choix  du  paramètre.  Soit  'J-{s)  une 
fonction  continue  sur  C:  nous  avons  démontré  (n"  oOo)  que  le 
potentiel  de  double  couche 


(  26  )  \\  =   /    a  _-^ 


ds 


est  une  fonction  harmonicjue  dans  C,  cjui  en  un  [)olnl  de  ce  con- 
tour, d'abscisse  curviligne  x,  prend  la  \aieur 

(27)  wix)  =  -x-iLix )-^   I  [ii{s)—  ix{x}]( — ^j    ds, 

,    /cos'i\                 .                ros'ij.  ,  II-  I 

ou  (  — ^  I     est  mis  pour  •— ^  /•,,■  étant  la  distance  du  point  .r  au 

point  variable  s,  et  -j^  l'angle  de  la  direction  sw  av<'(;  la  noiniale 
intérieure  au  contour  en  s.  Cette  formule  {:i~)  est  générale  et 
s'a|)pli(|ue  aussi  aux  point-;  anguleux  du  ciniloiir. 

Cela  étant,  soity(.v)  une  ionclion  conlinuc  donnée  de  période  /. 
Pour  résoudre  le   problème  de  Diiichlet,  nous   chercherons  avec 


(')   Unlersiickungeii    liber    das    loi^'arit/iinisc/ic    uiul    .Xcivloiiisclw    /'oWn/ial 
(  Leipzig,  1X77). 
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Nciimaiin  nue  (V)iirli()ii  inixiliaire  ;-'.(■?),  continue  cl  de  période  /, 
telle  que  le  potentiel  de  double  couclie  \A  ,  représenté  par  la  for- 
mule (2())  à  l'intérieur  de  C,  prenne  précisément  la  valeur  ./"(.r) 
en  chaque  point  de  C.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  cette  fonc- 
tion u(A")  vérifie  la  relation  fonctionnelle 

(28)  ■2-lx{x)-^    l'[:J.is)-lxix}](^^-^^'j^ch=f{x)- 

nous  allons  résoudre  cette  équation  intégrale  par  une  méthode 
d'approximations  successives  qui  sera  rattachée  plus  tard  à  une 
théorie  générale.  Pour  cela,  écrivons  cette  équation  en  introdui- 
sant un  paramètre  A,  (pi'on  fera  ensuite  égal  à  l'unité  [cf.  n"  i94), 

(29)  ,a(a;)=  -5-/(3-) -<- —    l  \'i.(x)-\i.{s)\r-^^\    ds, 
et  cherchons  un  développement  de  la  forme 

(30)  \t-{x)=  -^  [,ao(jr)-t-X;jLi(3")-i-..  .-i-X";jL„(.r)-+-...] 

satisfaisant  for  nielle  nie  ni  à  léqualion  (2;)).  On  trouve  ainsi 
successivement 

[z„(a?)=/(ar),         V-\{x)  =  —\   VM^c)  —  \x^{s)\\—^  \    ds, 

et,  d'une  façon  générale, 

I         f  /C0'!'i\ 

(3i)  ix„{x)=  —    /   [[i„_,(x)— ,a„_i(5)]      ■-)    ds. 

'>■  '•  Jf  \        '  I  X 

Il  est  (lair  (jue  toutes  ces  fonctions -JL/Ùr)  admettent  la  pi'iiodc/: 
si  elles  sont  continues,  et  si  la  série  (3o),  où  l'on  fait  ).  ^  i ,  est 
uniforniénient  convergente,  la  somme  >ji.(j:^)  est  une  fonction 
continue  qui  satisfait  bien  à  la  relation  (28).  On  le  vérifie  immé- 
diatement en  intégrant  terme  à  terme  la  série  qui  donne  le  déve- 
loppement de  [jl(.ç)  —  ii.(a:)et  en  tenant  compte  des  relations  (3i). 
Il  suffira  de  remplacer  ^x[s)  par  la  fonction  ainsi  déterminée  dans 
la  f(»rmule  (2<^)  pour  avoir  la  solution  du  pi'oblrnie  de   Diiichlet. 

Nous  allons  mainlenaiil  «•\aiiiiiicr  1rs  poinl^  i|u  il  reste  à  établir 
pour  fpic  cette  solution  ne  soil  pas  |)uremcnt  fornjelle.  Va\  premier 
lieu,  les  fonctions  [J-/(^)  sont  continues.  Dune  façon  générale. 
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SI  J\x)  esl  continue,  il  en  est  de  même  de  la  fonction 

en  eflet.  x„  étant  une  valeur  quelconf|ue  dc.r,  nous  pouvons  t'-crirc 

Le  raisonnement  de  la  pai^e  178  s'applique  ici  sans  modification 
et  prouve  que  la  première  inté|^rale  est  une  fonction  continue  de  x 
pour  x^.r„,  et  il  en  est  évidemment  de  même  de  la  seconde 
partie.  On  voit  ainsi,  de  proche  en  proche,  (jue  toutes  les  fonc- 
tions -j.),  'j.^.  .  .  .  sont  continues. 

Pour  prouver  la  converi,^ence  uniforme,  nous  allons  d'abord 
établir  deux  lemmes  relatifs  aux  contours  lermés  con\exes. 

LeniDir  I.  —  Soient  P,,  l'j  deux  points  quelconques  de  C,  et  C 
une  portion  quelconque  de  C,  pouvant  se  composer  de  plusieurs 
arcs  distincts.  11  est  à  peu  près  évident,  d'après  sa  signification 
géométrique,  que  l'intégrale  définie 

■=X[('^)..,-("^)J'"=.(/^i.,*-.(('^)..* 

esl  moindre  <|ue  -  en  valeur  absolue.  Pour  qu'elle  fut  égale  à  tt, 
par  exemple,  il  faudrait  que  la  première  intégrale  fût  égale  à  t,  et 
la  seconde  nulle.  Or  la  première  intégrale  ne  peut  être  égale  à  - 
que  si  C  se  confond  avec  le  contour  (1,  ou  si  C  se  compose  d'un 
arc  AU  joignant  deux  points  V  et  B,  le  point  l^  étant  sur  le  seg- 
ment de  droite  AU;  dans  les  deux  cas,  la  seconde  intégrale  ne  peut 
être  nulle,  à  moins  rpie  C  ne  soit  le  conlour  d  un  tiianglc.  La 
valeur  absolue  de  J  reste  donc  inférieure  à  un  maximum  //-. 
h  étant  un  nombre  ^os'xûî  in fr rieur  à  Vunih'\  qui  ne  dépend  t|uc 
du  contour  C('),  et  nullement  de  C. 

Leniine  II .  —  Soit  J\s  )  une  fonction  positi\  e  ou  nulle  en  chaque 

(')  Celle  conclusion  ne  peut  passer  pour  ahsolumenl  rigoureuse:  mais  il  esl 
clair  qu'elle  esl  exacle  pour  les  conlours  convexes  icis  que  ceux  (|uc  l'on  considère 
lialiiluellenieiil. 
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poiiil  (le  (î  el  .1  rinlt'ijrale 

rarlas;eons  C  en  deux  parties  C,  et  Co,  telles  qu'on  ait 

'coscpN     ^  /cos'f\ 


sur  c,  et 


< 


costp 


sur  C-i,  et  soient  J,  et  Jo  les  intégrales  étendues  à  C|  et  C,  respec- 
tivement. Ona  J=J,4-Jo,  et,  par  suite,  |J|  est  inférieur  au  plus 
grand  des  deux  nombres  J|  et  |Jo|.  Soit  L  une  limite  supérieure 
dey'(5);  d'après  le  lemme  précédent,  chacun  de  ces  deux  nombres 
est  inférieur  à  L  x //t.  On  a  donc  aussi  |J|<C~/<L,  quels  que 
soient  les  points  P,  et  f^^- 

Cela  posé,  soient  M  et  /;?  le  maximum  et  le  mmliniim  (lcy'(.ç) 
sui-  C;  P|  ('[  V-2  étant  deux  |)()iuls  du  contour,  nous  pouvons  écrire 

Si  les  poliil>  I',  et  P.j  ne  sont  pas  des  points  ani^uicux.  la  dernière 
iiil(''<;ralc  est  nnile,  et  la  \al<Mir  al)>^olll(■  du  prcuiiei'  terme 

•     ,•.    •              .M  —  ni      ...  /    V 

est    intérieure   a IJ  aulic    part,    •/„(.?)  —  f})   reste   compris 

■2  '  '     ^    - 

enlie  o  et  M  —  /?/,  et  par  suite,  d  après  le  lemme  II,  la  valeur  absolue 

,  I      ,  11-  •    ,. ,   •  ,    iM  —  ni  , 

(lu   premier  terme  ne    la    >ecoii(lc    Iiliuc  est   iiileneuie  a  //. 

'  '  ■/ 

l*ar  consécpicnl,   la  valeur  absolue    de    |/,  (./•,)  —  [J-i  (.^u  •  6st  inlé- 

rieure  à  (M  —  ni)( '-j  =  (M  —  /'')p,  p  ('tant  un  nombic  positif 

inférieur  à  un.  La  fonction  u,(.r)  étant  continue,  celte  inégalité 
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a  hc'ii  quels  que  soient  les  points  P,  et  1*^.  Par  conséquent,  en 
appelant  M,  et  ///,  le  inaxiinuiii  et  le  niinimum  de  •j.t(x),  on  a 
r inégalité  fondamentale 

(3v.)  M,  — mi<  (M  —  m)?. 

On  en  déduit,  de  proche  en  proche,  (ju'on  a  en  général, 

M, —  /»,<  (M  —  "i)p', 

M<  et  m/ étant  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction  u/.  La 
valeur  absolue  de  'j./.,  (x)  —  ;ji./_,  [s  )  restant  inférieure  ou  au  plus 
égale  à  M< —  m,,  on  a  donc  a  fortiori^  d'après  la  formule  (3i), 

et,  par  conséquent,  la  série  (3o)  est  uniformément  convergente 
pour  A=  I.  La  somme  •ji.(,r)  de  cette  série  est  une  fonction  con- 
tinue qui  satisfait  à  l'équation  fonctionnelle  (28),  et  en  rempla- 
çant a  [)ar  celle  fonction  dans  la  formule  (^G)  on  a  la  solulion  «lu 
prohième  de  Ijirichlet  pour  le  contour  convexe  C. 

Exemple.  —   Supposons  que  C  soit  une  circonférence  de  rayon   R  :  on 

/coso\  I  ,  ....  ,, 

a  dans  ce  cas  ( 1    =  — j-»  quel  que  soil  le   poinl  x  du  conlour.  (Jn   a 

V     /•    /.r       iK 

dijnc  iiiiiné(Ii;U('iiieiiI ,  en  prenant  \i.Q  ^^^  f{x ), 

\>-\{x)^  -^\J'(-^)—'^\^         <ji'  '''=.7^    I  f{s)(l^^ 

et  la  relation  de  récurrence  i'U)  donne  ensuite,  quel  que  soit  «, 
V-nior)=  _V  \f(x)-K]. 

On  a  donc  \i.{x)  =  -  f\x)  —  - — — -    /  fis)  ds,  et  en  reniplaianl  a  par  colle 
-  4--K./|. 

expression  dans  la  formule  (v.()),  on  retrouve  l'inlé^rale  de   l\)iss()ii  (id), 

où  l'on  aurait  écrit  Um  à  la  place  de/(5).  D'ailleurs,  dans  ce  cas  particulier, 

l'équalion    (7,8)    c^t    fiiciie    j'i     rc>ninlir    dirt-cti'iiifiil .     <  hi     \(iil.    en     cIlVl, 

f{  X)  -+-  \\ 
que  jJiCx;  est  d«;  la  forme  ~ ,    Il  il;iiit    une   (on-lanlc  ((u'on  drler- 

mine  en  remplacanl  u.(.r)  par  celle  e\|)ressi()n  dan->  i'<i|u;ii  imi  ( -^S  ). 

i>a  iiK'tliodc  de  NiMiiiiaiin.  cl  la  mclliode  analogue  dans  l'espace 
pour  les  siiifaces  (((nvexes,  oui   <t<''  (•Iciiducs  à  des  «as  plus  gc'nt'- 
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r.m\  par  iliilV'rcats  m'oinèlres  (').   L'exleiision  la  j)liis  iin|jorlanle 
résiilU'  (les  travaux  de  l'^redlmlin  et  sera  exposée  plus  lard. 

Ou  doil  à  M.  P(jincaré  une  mélliode  absoliinient  i;én<  raie,  dile 
mcl/indc  du  balayage  i^-)^  pour  résoudre  le  problème  de  Dirioldel 
dans  lespace.  M.  Paraf  (')  a  iiiontn'-  (jiie  celle  inélliode  s  a|)pli(|iir 
aussi,  moyennant  quelques  niodilicalions,  au  problème  de  Diricidel 
dans  le  plan.  Pour  le  problème  plan,  on  connaît  encore  deux  aulres 
mélhi)des,  dties  à  M.  Schwarz  et  à  M.  Harnack.  Le  principe  de  la 
mélliode  de  M.  Schwarz  sera  indi(|ii('  plus  loin. 

514.  Généralisation  du  problème.  —  II  v  a  intin-t,  poiii'  certaines 
recherches,  à  étudier  un  problème  un  |)eu  plus  j;cnéral  (]ue  celui  de  Di- 
richlel.  Soit  D  un  domaine  limité  par  un  contour  fermé  G  que  nous  suppo- 
serons formé  dune  seule  courbe.  A  chaque  |)f)iiil  M  de  (1  faisons  corres- 
pondre un  nomlire  \}\\  variant  en  général  d'une  manière  continue  avec  la 
posilinii  du  point  jM ,  sauf  en  un  nombre  fini  de  points  de  discontinuité  de 
première  espèce  (I,  n"  9),  et  proposons-nous  de  trouver  une  fonc- 
tion i((x,  y),  harmonique  dans  D,  et  prenant  la  valeur  L'm  en  tout 
point  (lu  contour  0  où  U  est  continue. 

On  ne  fait  a  priori  aucune  liypolhése  sur  la  nature  ^\v  la  lonction  clier- 
chée  u{x.  y)  dans  le  voisinage  «l'un  point  de  discontinuité  de  U  sur  le 
contour;  il  n'y  a  donc  pas  lieu  de  parler  de  la  ^aleur  de  u{.r,y)  en  un  de 
ces  points.  Si  l'on  sait  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  le  con- 
tour C,  on  peut  toujours  trouver  ink  solution  du  problème  généralisé. 

Soit  A,(a/,  p/)  un  point  de  discontinuité  de  U  sur  C;  lorsque  M  tend 
vers  ce  point  A/,  L'm  tend  vers  deux  limites  dill'érentes  o,,  b,.  suivant  que 
le  point  jM  décrit  l]  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  inverse.  Cela  posé, 
la  fonction  suivante,  où  l'on  a  choisi  pour  arctang  une  détermination  par- 
ticulière quelconque, 

\N  /(.r,  y)  =  arc  taui^^^^^ — 

T.  "    X  —  OLj 

e^t  une  fonction   harmonique  dans  I),  et  la  valeur  (W/)m  qu'elle  prend  en 
un  point  M  du  contour  varie  d'une   manière  continue  avec  la   position  du 


C)  PoiNCAUK.  La  métliode  de  Neumann  et  le  problème  de  Dirichlet  {Acta 
niathemalica,  l.  X\).  Ce  Ménioire  est  fondaniciUa!  dans  celte  lliéoric.  Totr  aussi 
les  articles  de  MM.  Stekiod'  et  Korn  dans  les  Comptes  rendus  (i8()7-ifjOo),  un 
Mémoire  de  M.  Liapouiioiï  (Journal  de  Mathématiques,  i8r)S),  l'Ouvrage  de 
M.  Korn  sur  le  poicnlici  (Berlin,  1^99).  et  plusieurs  Mémoires  de  M.  Stekloff 
(.Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  ?"  série),  et  de  M.  Zaremba 
(Journal  de  Matliématiques,  i\)n\:  lliilleliii  de  l'  Icidcrnic  des  .Sciences  de 
Cracovie  ) . 

(')  American  Journal  of  Malhematics,  l.  \II. 

(^)  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  l.  VI,  181)2. 
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point  .M,  siiut"  au  |juinl  A,  où  elle  présente  la  même  discontinuité  que  la 
fonction  donnée  U.  Ceci  suppose  toutefois  que  ce  point  A,  nest  pas  un 
point  anguleux  du  contour;  si  ce  point  était  le  point  de  rencontre  de  deux 
arcs  se  coupant  sous  un  angle  to,  on  devrait  remplacer  -  par  tu  dans  le 
dénominateur  de  la  formule  précédente.  Opérons  de  même  avec  tous  les 
points  de  discontinuité  A],  A»,  ....  A„  de  U.  La  différence 

// 

\Vm=:   U>,-V(W.)„ 

(=1 

varie  d'une  manière  continue  avec  la  [losition  du  point  .M  sur  (>,  même 
aux  points  où  U  est  discontinue.  Soit  t(:r,  y)  la  fonction  harmonique 
dans  D  qui  prend  la  valeur  Wji  en  chaque  point  M  ilc  C;  la  fonction 

(33)  u(T,y)  =  v(x,  y)-^^  \V,(jr,  v) 

(  =  I 

est  une  fonction   liarmoin([ue  dans  D,  et,   d"a|)rés  la  façon  dont  elle  a  été 

obtenue,   elle   prend   bien   la  valeur   Lm  en    tout  point   du   contour  C  qui 

n'est  pas  un  point  de  discontinuité  pour  L.  C'est  donc  une  solution   du 

problème  généralisé,  et  la  recherche  de  cette  fonction  est  ramenée  à  la 

recherche  de  i'{2c,y),  c'est-à-dire  au  problème  de  Dirichict. 

La  formule  fSS)  met  en  évidence  l'allure  de  u(t,  y)  dans  le  voisinage 

d'un  des  points  de  discontinuité  de  U  sur  le  contour;  elle  est  la  somme 

d'une  fonction  qui  tend  vers  une  limite  déterminée,  et  d'une  expression  de 

Y  —  'j 
la  forme  K  arc  tanir  ^^- »  (lui  n'a  pas  de  valeur  déterminée  au  point  (a,  3). 

X  —  7. 

Remarquons  seulement  que  cette  fonction  est  bornée  dans  D.  Nous  ne 
pouvons  pas  affirmer  que  u{x,y)  est  la  seule  solution  du  problème  géné- 
ralisé, mais  elle  est  la  seule  qui  reste  bornée  dans  tout  le  domaine  D.  Nous 
le  déduirons  d'une  élégante  proposition  due  à  M.  Zaremba  (litdletin  de 
l  Académie  des  Sciences  de  C racovie,  1909). 

Soit  ui.T,y  )  une  fonction  harmonique  à  l'inlérieur  d'un  domaine  D 

limité  par  une  courbe  C,  et  prenant  la  valeur  zéro  en  chaque  point 

de  C,  sauf  en  un  nombre  limité  de  points  A|,  A»,  ....  -V/i.  pour  lesquels 

u  (  X   y  ) 
on  sait  seulement  que  le  rapport  —, — - —  tend  vers  zéro  en  même  temps 

log// 

que  la  distance  r,  du  puint  A,  ù  un  point  qt(elcon(/ne  ix^  y)  de  D, 
Cette  fonction  ni  x,  y)  est  nulle  dans  tout  le  domaine  H. 

En  effet,  soit  i  un  noml)re  positif  arbitraire  et  II  un  nombre  su|)érieur  à 
la  distance  de  deux  points  quelconques  du  domaine  L».  Il  est  clair  que  la 
fonction  auxiliaire 

v{x,y)^  ey  log(-j 
t-  I 


loG 
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est  une  fonction  harmonique  ilans  D,  ijni  est  positive  dans  ce  domaine  et 
sur  le  contour  C,  où  elle  est  continue  sauf  aux  points  A,.  De  chacun  des 
points  A,  comme  centre  décrivons  un  cercle  de  rayon  très  petit  p,  et  soit  t,- 
l'arc  de  cercle  intérieur  à  D.  Si  du  domaine  D  on  retranche  les  portions 
comprises  dans  ces  petits  cercles,  on  obtient  un  domaine  Dp  limité  par  des 
portions  du  contour  primitif  et  les  arc^  a,-.  D'après  l'hypothèse  sur  u(x,y), 
on  peut  ciioisir  le  nombre  o  assez  petit  jiour  que  les  doux  ex|)ressions 

v(T,y)-^  u{x,y),     v(x,y)  —  u(x,y), 

soient  positives  sur  les  aies  7,.  En  ofTct,  chacune  de  ces  expressions  est  la 
somme  d'une  partie  régulière  dans  le  domaine  du  point  A,  et  d'un  terme 
de  la  forme  (r^i —  i)  log/v,  r,,  étant  infiniment  petit  avec  p.  Le  nombre  p 
ayant  été  choisi  de  cette  façon,  le*  deux  fonctions  v(x,  y)-h  u(x,  j^), 
^i^^y) — m  T,  y )  aont  iiarmoniques  dan<  D^  et  positives  sur  le  contour 
de  ce  domaine.  On  a  donc,  en  tout  point  de  ce  domaine,  \u(x,y)\  <C  v(x,y}. 
Etant  donné  un  point  quelconque  M  dans  D,  on  peut  toujours  choisir  le 
rayon  p  assez  petit  pour  que  ce  point  M  soit  aussi  dans  Do,  et  par  suite 
l'inégalité  précédente  est  établie  pour  tout  point  de  D.  On  peut  évidem- 
ment choisir  le  nombre  positif  arbitraire  s  de  façon  qu'en  un  point  déter- 
miné v(x,y)  soit  inférieur  à  un  nombre  donné  à  l'avance,  [/inégalité  ne 
peut  donc  subsister  quel  que  soit  £  que  si  l'on  a  u{x,  y)  =  o. 

Il  est  clair  que  la  conclusion  s'applique  en  particulier  si  la  fonction  har- 
monique u{x,  y),  satisfaisant  aux  autres  conditions  de  l'énoncé,  reste 
bornée  dans  D.  Cela  étant,  si  le  problème  de  Dirichict  généralisé  admettait 
deux  solutions  bornées  dans  D,  leur  dillV'rence  serait  une  fonction  harmo- 
nique bornée  dans  D,  et  prenant  la  valeur  zéro  sur  le  contour,  sauf  en  un 
nombre  limité  de  points:  cette  diflerence,  nous  venons  de  le  voir,  doit  être 
identiquement  nulle. 

lieniarqiie  I.  —  Si  l'on  n'impose  pa>  à  l.i  fonction  harmonique  la  con- 
dition de  rester  bornée  à  l'intérieur  «li-  D.  le  problème  généralisé  peut 
admettre  une  infinité  de  solutions.  Supposons  par  exemple  que  C  soit  le 
cercle  x--\- y- —  7.x  =  o,  et  que  l'origine  soit  le  seul  point  de  discontinuité 
pour  U   sur  ce  contoiii.    l'^ii   ajoutant    i    la    solution   uix^y)   du    problème 

,T'-  -4-    V'  7.x 

cénéralisé,  qui  reste  bornée  à  1  intérieur  tie  C.  l'expression  K = '■ — , 

x''^  -r-  y- 

011  K  désigne  une  constante  arbitraire,  on  obtient  une  infinité  de  solutions 

du  même  problème,  mais  ces  solutions  ne  sont  pas  bornées  dans  le  domaine 

{cf,  n"  "A'2.  /{cnifH(/ne ). 


Jit'/iin/i/iic  II.  -  Soient  L  et  /  le  niaxiiniini  et  le  minimum  de  la  fonc- 
tion discontinue  U  sur  G;  la  fonction  haiinonique  ii{x,y)  représentée  par 
la  formule  (3i)   reste  compri'^e  entre    L   et   /    dans   le  domaine  D.   I*our 
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démontrer,   par  exemple,  que  iiix,  y )  ne  prend  aucune  valeui'  supérieure 

V         /'  " 
à   L,   il  suffit  de  remplacer  v(x.y)  par   L-T-ô^logl  —  1  dans   le  raison- 

nement  de  .M.  Zaremba.  I.a  fonction  harmonique  v{x,  y)  —  u{x^y)  étant 
positive  sur  le  contour  du  domaine  Dp,  pourvu  que  p  soit  assez  petit,  est 
positive  en  tout  point  du  domaine  D,  et,  comme  z  est  un  nombre  positif 
arbitraire,  ceci  ne  pourrait  avoir  lieu  si  u{x,y)  était  supérieur  à  L.  On 
voit  de  même  que  u(x,  y)  ne  peut  prendre  de  valeur  inférieure  à  /  en  un 
point  de  D;  u{x,  y)  ne  peut  prendre  les  valeurs  L  et  /,  car  cette  fonction 
aurait  alors  un  maximum  ou  un  minimum  dans  D  {cf.  n"  oOiS  1. 

Dans  le  voisinage  d'un  point  de  discontinuité  A  de  la  fonction  U  sur  le 
contour  C,  nous  avons  déjà  observé  que  u{x,  y)  est  de  la  forme 

y  —  i 
u{x,  y)  =  \  {x,  y)  -^  K  arc  lang^ , 


\{x.y)  tendant  vers  une  limite  liétcrminée  lorsque  !<;  p<jint  (^r,  y)  tend 
vers  V.  Si  le  point  (a",  >'j  tend  vers  le  point  A  suivant  une  courbe,  dont 
la  tariifente  en  A  n'est  pas  tangente  au  contour  G,  la  valeur  limite  de 
arc  tang  est  comprise  entre  les  valeurs  du  même  arc  pour  les  deux  direc- 
tions des  tangentes  au  contour  G  issues  de  A,  et  par  suite  la  valeur  limite 
de  u(x.y)  est  comprise  entre  les  deux  valeurs  limites  a  et  6  de  la  fonc- 
tion Um  lorsque  le  point  M  tend  vers  A  sur  le  contour  G. 

315.  Méthode  alternée  de  Schwarz.  —  On  doit  à  M.  Schwaiz  un  pro- 
cédé alterné,  applicable  à  beaucoup  d'autres  problèmes,  permettant  <le 
|)asser  d'un  contour  convexe  à  d'autres  contours  beaucoup  moins  parti- 
culiers. Ge  procédé  repose  sur  un   lemme  que  nous  allons  d'abord   établir. 

Soit  (>  un  contour  convexe  ou,  plus  généralement,  un  contour  fermé 
pour  lequel  on  sait  résoudre  le  problème  de  Dirichlet,  et  soit  uni  un  aie 
situé  dans  le  domaine  D  limité  par  <!,  et  joignant  deux  points  ni  et  n  do 
ce  contour  sans  être  tangent  au  contour  en  aucun  de  ces  points.  Les 
points  m  et  n  divisent  G  en  deux  parties  Gq  et  (>i;  appelons  uix.y)  la 
fonction  harmonique  et  bornée  dans  D,  considérée  au  numéro  précédent, 
qui  prend  la  valeur  ^e'/"o  sur  G9  cl  la  valeui-  un  sur  (Jj.  Gelte  fonction  est 
positive  et  inférieure  à  l'unité  en  tout  point  I'  de  l'arc  m «,  et  si  le  point  I' 
tend  vers  l'un  des  points  ni  ou  n,  on  a  fait  observer  que  u\>  tend  vers  une 
limite  comprise  entre  zéro  et  un.  La  fc^nction  u{t,  y )  reste  donc  inférieure, 
tout  le  long  de  nin.  à  un  nombre  positif  q  inférieur  à  l'unitr.  Soit, 
d'autre  |)art,  v(x,y)  une  fonction  harmonique  dans  l>,  prenant  la  valeur 
zéro  sur  (\„,  et  dont  la  valeui'  absolue  reste  plus  [telittî  qu  un  nombre 
positif  4'  Ii;  Ion;;  di;  fj,  :  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  v(x,  y) 
|)reiid  uni;  valiMic  déterminée  en  chaque  point  du  contour,  et  que  celte 
valeui  varie  diinr  manière  continue.  Les  den\  fonctions  gu -r- i\  gu  —  i' 
sont  harmoniques  et  bornées  dans  le  dfunainc  1>,   iiulh-s  sur  Gu  et  positives 
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sur  Ci;  elles  sont  donc  positives  en  tout  point  de  D,  et  la  vaieiii'  absolue 
<ie  i'(x,  y)  est  inférieure  à  ^'».  En  particulier,  le  long  île  l'arc  nin,  la 
valeur  absolue  de  v{x,y)  esl  inférieure  à  gq;  il  est  à  peine  besoin  d'ob- 
server que  le  nombre  </,  qui  a  été  défini  tout  à  l'heure,  ne  dépend  que  du 
conlonr  C  et  de  l'arc  mn,  et  nullement  de  la  fonction  v(x,y).  Il  est  clair 
que  la  propriété  subsiste  si  Co  et  Ci  se  composent  de  plusieurs  arcs  dis- 
tincts; on  peut  aussi  remplacer  l'arc  mn  par  un  système  de  plusieurs  arcs 
intérieurs  à  D  et  joignant  des  points  de  Co  ou  des  points  de  séparation 
de  Co  et  Cl.  J>e  raisonnement  qui  précède  s'applique  sans  moditication. 

Pour  exposer  la  métiiode  de  Scliwarz,  plaçons-nous  maintenant  dans  le 
cas  le  plus  simple,  celui  d'un  domaine  (Q  résultant  de  la  superposition  de 
deux  domaines  D,  D',  limités  par  deux  contours  fermés  C,  G',  qui  se 
coupent  en  deux  points  seulement  m  et  n  {fig.  94)  sans  être  tangents.  On 


Vm 


suppose  que  C  et  C  sont  îles  coiuours  con\exes  on.  plus  généi  alement, 
qu'on  sait  résoudre  le  problème  de  Diriclilet  pour  chacun  des  domaines  D 
et  D'.  Les  deux  points  m  et  n  di\  isenl  C  et  C'  en  deux  arcs  distincts  (a,  a  ) 
et  (^,  !i).  A  l'arc  a  correspond  un  nombre  positif  inférieur  à  l'unité  rela- 
tivement au  contour  C,  et  de  même  à  l'arc  ^  correspond  un  noml)re  positif 
inférieur  à  un  relativement  au  contour  C;  nous  désignerons  par  q  le  plus 
grand  de  ces  deux  nombres. 

On  suppose  donnée  une  succession  conliMue  de  valeurs  sur  (</,  b).  c'est- 
à-dire  sur  l'ensemble  des  deux  arcs  a  et  b.  Formons  une  fonction  «j,  har- 
monique dans  D,  prenant  sur  a  les  valeurs  données  et  sur  a  une  succession 
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continue  de  valeurs  uniquement  assujettie  à  la  condition  de  prendre  en  m 
et  n  les  mêmes  valeurs  que  la  première.  Celle  fonction  Ui  prend  certaines 
valeurs  sur  l'arc  ^.  Formons  ensuite  une  fonction  l'j,  harmonique  dans  D', 
prenant  les  mêmes  valeurs  que  Ui  sur  3  et  les  valeurs  données  sur  b;  puis 
une  fonction  U2.  harmonique  dans  D,  prenant  les  valeurs  données  sur  a, 
et  les  mêmes  valeurs  que  i"i  sur  a,  et  ainsi  de  suite  alternativement.  Nous 
obtenons  ainsi  deux  suites  indéfinies  de  fonctions  («i,  «o-  ••.,  ««,  •••) 
et(t'i,  ^2,  ...,  v„.  ...).  Les  fonctions  h,  sont  harmoniques  dans  D,  et 
prennent  les  valeurs  données  sur  a;  les  fonctions  t-,  prennent  les  valeurs 
données  sur  b  et  sont  harmoniques  dans  D'.  De  plus,  u„  et  fc'n  prennent  les 
mêmes  valeurs  sur  _i,  tandis  que  «„  et  Vn-i  prennent  les  mêmes  valeurs 
sur  a.  Nous  allons  montrer  que,  dans  les  domaines  D  et  D'  respective- 
ment, les  fonctions  u,i  et  v„  tendent  vers  une  limite  lorsque  n  croit 
in  dé  fin  im  ent. 

Soit  g  une  limite  supérieure  de  \ui — «i|  sur  ^;  ro — v\  est  nul  sur  b 
et  égal  à  M» —  u^  sur  3  :  la  valeur  absolue  de  lo —  V\  est  donc  inférieure  à  gq 
sur  a.  La  fonction  ;^3 —  ?<->  est  nulle  sur  a  et  égale  à  to — ^"l  sur  a  ;  on  a 
donc  aussi  |h3  —  «2I  <  q^- g  sur  ,3.  En  continuant  ainsi,  on  voit  de  proche  en 
proche  qu'on  a  |  ?/„+,  — «„[<  ^2(«-i)^  sur  ^,  et  >'„+i—  r„|  <  ./^''-'^g- sur  a. 
La  série 

u^-^  (u.2—  «,)  -f-..  .-^(«„—  Un    \  )-H.  .  . 

est  donc  uniformémenl  convergente  sur  le  contour  («a)  et  par  suite  uni- 
formément convergente  dans  le  domaine  D,  d'après  le  théorème  de  Har- 
nack.  La  somme  de  celte  série  \j{x,  y  )  =z  \'\mu,i{x^  y)  est  une  fonction 
harmonique  dans  D,  qui  prend  les  valeurs  données  sur  a.  On  voit  de  même 
que  v^  a  pour  limite  une  fonction  \(x.y)  harmonique  dans  D'.  qui  prend 


Fig.  fjS". 


les  valeurs  donmies  sur  b.  Ces  deux  fonctions  L  ei  V  prennent  les  mêmes 
valeurs  sur  a  et  sur  lî,  puisqu'on  a  «„=  f„  sur  3,  et  »„  =  v„  |  sur  a;  elles 
coïncident  donc  dans   le  domaine  limité  i>ar  les  arcs  a  d    3.   l'ar  suite,  la 

G.,  m.  i.'l 
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fonction  Fi  x.  y  ).  qui  est  égale  à  L  dans  D  et  à  \  dans  D'.  est  harmonique 
dans  tout  le  domaine  iC*  et  donne  la  solution  du  problème  de  Diriclilet 
pour  ce  domaine. 

La  méthode  s'étend  d'elle-même  à  des  cas  beaucoup  moins  sin.ples,  où 
les  contours  C,  C  se  coupent  en  plus  de  deux  points,  ou  même  ont  cer- 
taines parties  communes.  Dans  le  cas  de  la  figure  g5",  les  contours  C,  C 
ont  quatre  points  communs  m,  n,  p,  q\  on  a  marqué  sur  la  figure  les  arcs 
qui  doivent  remplacer  les  arcs  a,  6,  a,  ^  dans  le  raisonnement.  Dans  le 
cas  de  la  figure  96'',  les  contours  G  et  G'  sont  les  contours  mnpqrstzm 
et  mstqrnpzm  qui  ont  certaines  parties  communes.  Kn  remplaçant  dans  le 
raisonnement  a  par  les  arcs  npqr  et  mzts,  %  par  ma  et  rs,  b  par  qrnp 
et  tsniz,  p  par  tq  et  zp,  on  voit  que,  si  l'on  sait  résoudre  le  problème  de 
Diriclilet  pour  les  domaines  limités  par  G  et  G',  on  pourra  le  résoudre 
pour  le  domaine  limité  par  les  deu\  contours  niztsni  et  npqin. 

Le  dernier  exemple  montre  comment  on  peut  passer  d'un  domaine 
limite  par  un  seul   contour  à   un  domaine  limité  par  plusieurs  contours. 

olO.  Problème  extérieur.  —  ^>ou.s  n'avons  étudié  jii>qu'ici  les 
fonctions  liarnioniques  que  dans  un  domaine  borné.  (Considérons 
mainlenanl  un  domaine  cO  formé  de  la  portion  du  pian  extérieure 
à  un  contour  fermé  F,  el  soit  ii[x,  y)  une  intégrale  de  1  équa- 
lioi)  A// =  o,  régulière  en  tout  jjoint  (rt,  b)  de  cO.  Pour  étudier 
cette  fonction  lorsque  x  el  j'  augmentent  indéfiniment,  il  suflil 
de  faire  une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  par 

exemide  de   poser  x  ^=  —r. r»  Y  =     ,     — r*  A  la  portion  du 

plan  des  xy,  extérieure  à  un  cercle  C  de  rayon  R,  situé  dans  \.it>, 
ayant  pour  centre  l'origine,  correspond  sur  le  j)lan  x'y'  un  cercle  c 

de  rayon  y,-  J^a  fonction  u(x,  y)  se  change  en  une  fonction 

ipii  est  aussi  une  intégrale  de  li'qiiation  de  La|)liice  (n°  503),  et  qui 
est  régulière  en  tout  point  de  c,  sauf  peut-être  à  l'origine.  Si  cette 
fonction  ii!{x\  y')  est  aussi  régulière  à  l'origine,  elle  est  harmo- 
nique dans  c,  et  nous  dirons  que  la  fonction  /i{x,  y)  est  rcfiit/iè/r 
à  l' infini.  A  l'intérieur  de  c  la  fonction  u'{x\  r')  peut  être  déve- 
loppée en  série  de  la  forme 

■+■  » 

(34)  »'=  ^i',„(x',y). 
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v,„{x',y')  (Hant  un  j)olvnoine  liarinoiiiqiie  lioinogt'iie  de  degré  m 
(n''o03).  Kn  efTecluant  la  transfornialiun  inverse,  on  en  déduit  que, 
à  l'extérieur  de  C,  la  ionctioii  n(x^y)  est  dévcloppable  en  série 
de  la  forme 


(35)  "^^--^'""Si^ 


(x,  y) 


m  =0 


(^--^y-y 


inversement  cette  forme  de  développement  caractérise  une  fonction 
harmonique  régulière  à  1  infini,  car  on  remonte  immédiatement  de 
la  série  (35)  à  la  série  (34). 

On  s'est  proposé,  pour  le  domaine  cô  formé  de  la  portion  du 
plan  extérieure  à  un  contour  fermé  F,  un  problème  analogue  à 
celui  de  Dirichlet  : 

Trouver  une  fonclion  harmonique  dans  le  domaine  cO  exté- 
rieur au  contour  F,  régulière  à  l'infini^  prenant  sur  F  une 
suite  continue  de  valeurs  données. 

C'est  ce  qu'on  ap|)elle  le  problème  extérieur  relatif  au  con- 
tour F;  par  opposition,  le  problème  dont  nous  nous  sommes 
occupés  jusqu'ici  s'aj)pelle  le  problème  intérieur.  Le  problème 
extérieur  relatif  à  un  contour  fermé  F  se  ramène  au  problème  inté- 
rieur pour  un  autre  contour  F'.  En  effet,  soitO  un  point  intérieur 
àM  contour  F;  une  transformation  par  rajons  vecteurs  réciproques 
avec  le  point  O  pour  pôle  remplace  F  par  un  contour  F',  et  le 
domaine  (0  extérieur  à  F  par  un  domaine  tO'  intc-rieurà  F'.  D'autre 
part,  toute  fonclion  liarmonique  u(^x,  y)  dansiO,  régulière  à  rinlin:, 
se  change  en  une  fonction  u[x\  y)  harmonupie  dans  i,0'.  La  suite 
des  valeurs  de  u{x,y)  le  long  de  F  étant  donné-e,  on  connaît  par 
là  même  la  suite  des  valeurs  de  u'  le  long  de  F'.  Si  l'on  sait  rt-soudre 
le  problème  intérieur  pour  le  contour  F  ,  on  en  d(''duira  donc  la 
solution  du  problème  extérieur  pour  le  contour  F. 

Remarque.  —  l-^lanl  donruies  deux  fonctions  U  et  \',  lianiioniques  à 
l'extérieur  d'un  contour  F,  et  régulières  à  l'intini,  on  peut  leur  «•leiidio  la 
formule  générale  (i  \).  Vax  eiïet,  considérons  une  circonférence  auxiliaire  (i, 
ayant  pour  centre  un  point  fixe  O,  et  renfermant  tout  le  contour  V  à  l'in- 
térieur. Les  deux  fonctions  U  et  V  étant  harmoniques  dans  le  domaine 
limité  par  les  courbes  C  et  F,  on  peut  appliquer  la  rormul»;  (  1 1  )  à  l'ensemble 
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de  ces  deux  courbes.  Lorsque  le  ravon  R  de  C  croil  indéfiniment,  linlé- 

craie  nrovenanl  de  (^  tend  vers  zéro;  en  eliet,  —— j  — —  >  •••et  par  suite 
°  '  Ox     (Jy 

dV     d\  ,       .    „    .  •       1     ,.      1        1      '  1.-      •       111 

——}  —r-  sont  des  inlininient  petits  de  1  oriire  de  -— >  et  1  intégrale  le  long 
an      an  K- 

de  G  est  de  la  forme  —    /       F  r/f,  la  fonction  F  restant  finie.  11  reste  donc 

la  relation 

<■')  JJ^â-n-^irn  )"'-"' 

les  dérivées  étant  prises  suivant  la  direction  de  la  normale  extérieure  à  P. 
Il  est  à  remarquer  que  la  formule  (i3)  ne  s'étend  pas  de  la  même  façon  à 
une  fonction  harmonique  à  l'extérieur  de  F  (cf.  Exercice  6). 

ol7.  Représentation  conforme.  —  J.e  problème  de  la  reprc'-- 
sentalion  oonfoniie  oilVe  des  liens  étroits  avec  le  problème  de  Di- 
richlet.  Soient  D,  D'  deux  domaines  bornés,  limités  par  deux 
contours  C,  C,  tels  que  Ion  connaisse  une  transformation  con- 
forme qui  établit  une  correspondance  univoque  entre  les  points 
de  D  el  de  D',  de  C  et  de  C  Toute  fonction  u  harmonique  dans 
le  domaine  l)  se  change,  par  cette  transformation,  en  une  fonc- 
tion u'  liarmonique  dans  D',  et  il  est  clair  que,  si  Ton  connaît  les 
valeurs  de  u  le  long  de  C,  on  connaît  aussi  les  valeurs  de  u'  le 
long  de  C  On  saura  donc  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour 
le  domaine  D'  si  Ton  sait  le  résoudre  pour  le  domaine  D.  En  parti- 
culier, étant  donné  un  domaine  D  limité  par  une  seule  courbe 
fermée  C,  on  saura  résoudre  le  problème  de  Dinchlri  pour  ce 
domaine  si  l'on  sait  elTectuer  la  représentation  conforme  de  D 
sur  la  surface  d'un  cercle.  Inversement,  Riemann  a  démontré 
la  possibilité  de  celte  application  conforme  en  se  ser\anl  du  prin- 
cipe de  Dirichlet. 

Soit  7^=zf{z)  la  fonction  analvlupie  «pii  permet  d  ellèctuer  la 
représentation  conforme  d  un  domaine  I)  sur  nn  cercle  de 
ravon  un:  la  fonction  fiZ)  doit  être  holom()r|»lic  dans  I).  et  pour 
tout  jîoint  d(,'  ce  domaine  on  doit  avoir  |./(^-:;)|  ■<  i.  I)<'  plus,  à  une 
valeur  de  Z  de  module  inférieur  à  un.  doit  correspondre  un  |)oint  ; 
vA  un  seul  dan-;  I  ).  Soil  c„  z=  a  -|-  hi  le  point  de  I  )  (uii  correspond 
a  Z  =  o;  Técpialiony^:;  )  =  o  doit  admettre  la  seule  racine  z=^  z-n 
à  1  intérieur  de  ce  domaine,  et  par  conséquent  y  (:;)doit  être  de  la 


y 
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forme  (  z  —  Zo)e'^-  -  .  t-.'Z )  élanl  une  fonction  holoniorplie  dans  JJ, 
ce  qu'on  peut  encore  écrire,  en  remplaçant  ?:(-)  par  l*  -h  Qi, 

(36)  Z  =  e">s'-*-P-'-' ?+y  , 

r  et  Z)  étant  le  module  et  l'argument  de  r  —  Zq.  Pour  tout  point  du 
contour  C  on  doit  avoir  |Z|=  i,  et  par  suite  P -h  log/- :=  o.  La 
fonction  P{x,y)  doit  donc  être  harmonique  dans  D  et  prendre  les 
mêmes  valeurs  que  —  log/-  sur  le  contour  C.  Xous  sommes  ramenés 
à  un  cas  particulier  du  j)roblème  de  Dirichlet.  Supposons  qu'on 
sache  résoudre  ce  prohlème  pour  le  domaine  considéré;  à  la 
fonction  P(x.  T)  harmonique  dans  D.  on  peut  alors  adjoindre  une 
autre  fonction  harmonique  dans  D,  et  définie  à  une  constante 
additive  près,  de  façon  que  P  H-  Q/  soit  une  fonction  holomorphe 
de  z  dans  D.  Il  nous  reste  à  examiner  si  la  fonction  ainsi  déter- 
minée 

Z  =  {z  —  Zo)e^+'>i  =  e"-'" 

satisfait  bien  à  toutes  les  conditions  requises.  Nous  pouvons 
remar(juer  tout  de  suite  que  la  constante  dont  dépend  Q  n'a  aucune 
importance  dans  la  <[uestion.  car  un  changement  dans  la  valeur  de 
cette  constante  revient  à  augmenter  l'argument  de  Z  d'un  angle 
constant  sans  changer  le  module. 

i"  A  tout  point  z  intérieur  au  contour  C  correspoml  nu  point  Z 
intérieur  à  la  circtjnférence  F  de  ravon  i  décrite  de  l'origine  pour 
centre  dans  le  plan  de  Z.  En  effet,  la  fonction  //  ^  P  -;-  logr  tend 
vers  —  X  lorsque  z  tend  vers  Zq]  on  peut  donc,  du  point  ^o  comme 
centre,  décrire  un  cercle  c  de  ravon  o  assez  jiclil  pour  «pie  //  soit 
négatif  dans  ce  cercle.  La  fonction  a  étant  haïuKjnique  dans  le 
domaine  compris  entre  C  et  c,  et  nulle  sur  C,  est  négati\e  en  tout 
j)oint  compris  entre  C  et  c.  Le  rayon  z  pouvant  être  pris  aussi 
petit  (pi'oM  !<•  \fiii.  la  fonction  u  est  négative  en  tout  point  c  inté- 
rieur au  domaine  iJ,  et  par  suite  on  a  bien  [Zj  «<  i  . 

.•î"  Invcisement,  soit  Z  un  point  (pielconcpie  iult-ricui- ;i  1":  ITipia- 
tion  /'(  r  •  =:  /  ;i  une  racine  et  une  seule  dans  le  domainr  I).  Cela 
est  évident  pour  Z  =  o.  Considérons  maintcniint  un  noud)re  nr- 
gatif  quelconque  m.  Sur  tout  arc  de  combe  joignant  le  point  :;o  i» 
un  point  de  C,  il  v  a  au  moins  un  poi  ai  poui-  lequel  ui  .r.  y)  prend 
la  \aleur  pi  j^uisque  //  varie  sur  cet  arc  de  —  x.  à  zt-ro.  Le  lieu  de 
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ces  points  l'orme  une  ou  plusieurs  courbes  fermées,  car  )a  courbe 
analvlirpie  n[j\  y)  ^=  m  ne  renferme  que  des  points  ordinaires  ou 
des  points  nuillipics  à  tangentes  distinctes  (n"  o03  )  ;  de  plus,  un 
arc  analytique  ne  peut  rencontrer  celte  courbe  qu'en  un  nombre 
fini  de  j)oints,  puisque  le  long  d'un  arc  de  cette  espèce  ii{x^y) 
est  une  fonction  analytique  d'un  paramètre.  .Te  dis  que  cette 
courbe  se  compose  d'une  seule  courbe  fermée  C,„  entourant  le 
point  Zq.  En  elfet,  dans  tout  autre  cas,  elle  déterminerait  un 
domaine  S,  à  l'intérieur  (iu(|uel  u[x^y)  serait  harmonique,  tandis 
qu'elle  aurait  une  valeur  constante  sur  le  contour;  elle  se  réduirait 
donc  à  une  constante.  La  courbe  C,„  décompose  ainsi  le  domaine  1) 
en  deux  régions,  une  région  intérieure  renfermant  le  point  ;„  pour 
lerpiel  on  a  u<Cm,  et  une  région  annulaire  comprise  entre  C,„ 
et  C  pour  lequel  on  a  «  >>  m.  Lorsque  m  varie  de  —  oo  à  zéro,  on 
a  une  famille  de  courbes  C„i  s'enveloppant  mutuellement,  partant 
d'une  courbe  fermée  infiniment  petite  autour  de  Zg,  et  se  rappro- 
chant de  plus  en  plus  du  contour  C  lorsque  m  tend  vers  zéro. 
Imaginons  (jue  le  point  z  décrive  la  courbe  C,„  dans  le  sens 
direct;  le  j)oint  correspondani  Z  décrit  un  cercle  de  ravoa  e'"  en 
marchant  toujours  dans  le  même  sens.  Soit  en  eflet  s  l'arc  de  C,„ 
compté  positivement  dans  le  sens  direct;  l'argument  de  Z  est  égal 

à  V  =  'S  -{-  ().  La  relation  -^  ^ —  (n°  503)  montre  que  -p  est 

'  ^  as  an  ^  *        as 

■      ■  r  ■  I  ,    ,      •         ,  du  .  .  .  .... 

po!^ltll  puis<|ue  la  dcrivce  -t~  prise   siii\ant  la  noriiialc   intérieure 

est  évidemment  négative;  l'argument  c  va  donc  constamment  en 
croissant  et,  comme  cet  argument  aiigrncnte  de  2-  lors(jue  :;  décrit 
la  courbe  C„,,  il  s'ensuit  cpi'à  tout  point  de  C,„  correspond  un|)oinl 
et  un  seul  du  cercle  |Z|  =  e"',  et  inversement.  Cela  posé,  étant 
donné  un  point  fjuelconque  Z  ::=  cm+ni  intc-rieur  à  Y{  ni  <<  o),  tout 
point  racine  de  /(c)  =  <?'"+"'  doit  être  sur  la  courbe  C,„,  et  il 
est  évident  qu'il  y  a  un  point  et  un  svu\  de  cette  courbe  pour 
lequel  v  =  n  -{-  "iK-. 

>"  Il  reste  à  d('iM()iitrri- (pie  les  conloiiis  C  <'t  T  se  correspondent 
aussi  j)oint  par  j)oint  d  une  façon  unixocpie.  Rieiiiann  ne  semble 
pas  s'être  préocciqié  de  ce  point  cpii  n'est  nullement  ('-vident. 
Lors(pie  le  point  r  s  a|>pr()(  lie  d  iiii  point  M  de  (^,  P -h  log/- tend 
bien  vers  zéro,  et  le  module  de  Z  tend  vers  I  unité,  mais  nous  ne 
pouvons  rien  affirmer  jusqu'ici  sur  l'allure  de  la  fonction  Q(ar,  _}^) 
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dans  le  voisinage  du  point  M.  Kn  eOet,  celle  fonclion  (^)  se  d<'rluil 

I  I  1  I         ■        -  ûlP       t^P  1         5         .  Il  .  < 

par  des  quadralures  des  dérivées  — ^  — :  li  n  esl  nullemenl  sur  a 
'  T  Ox     oy 

priori  que  ces  dérivées  conservent  des  valeurs  finies  sur  C.  et  \\ 
|»ourr,ut  arriver  fjue  <^>  ne  tende  vers  aucune  limite,  ou  que  son 
module  augmente  indéfiniment;  rargumenl  de  Z  ne  tendrait  lui- 
même  vers  aucune  limite  lorsque  z  tend  vers  le  point  M. 

On  lève  tout  de  suite  la  difficulté  lorsque  le  contour  C  esl 
formé  d'un  seul  arc  analvtique  régulier.  La  fonction  P(\r,  y),  qui 
j)rend  des  valeurs  analvtiques  sur  cet  arc,  est  alors  harmonique 
dans  un  domaine 't>.  renfermant  à  linlérieur  le  domaine  D(n"'olIj. 
Il  en  est  de  même  de  la  fonction  conjuguée  (^)(x,  j»-),  et  par  suite 
à  chaque  point  de  C  correspond  un  point  déterminé  de  F.  Le  rai- 
sonnement fait  tout  à  riieure  pour  les  courbes  C,„  prouve  qu'inver- 
sement à  un  point  de  F  ne  correspond  qu'un  point  de  C.  Prenons 
encore  le  cas  plus  général  où  le  contour  C  se  compose  dun  nombre 
fini  d'arcs  analvtiques  réguliers  se  rejoignant  aux  sommets  du  con- 
tour, un  point  singulier  sur  un  arc  analytique  étant  considéré 
comme  un  sommet.  Soit  ab  un  de  ces  arcs:  la  fouftion  V{x,y) 
peut  encore  être  prolongée  au  delà  de  l'arc  r/6,  et  le  même  raison- 
nement prouve  qu'à  un  point  m  de  ab  correspond  un  point  ;i.  de  F, 
les  deux  points  m  et  'x.  se  déplaçant  en  même  lem|)s  dans  le  sens 
direct.  Lorsque  m  décrit  l'arc  ab^  'x  ne  peut  décrire  qu'une  partie 
de  F;  en  effet,  si  à  deux  points  m  et  m'  de  ab  correspondait  un 
même  point  x  de  F,  à  un  point  intt'-rietir  à  F.  infiniment  \oisin 
de  a,  devrait  correspondre  nu  |iniii(  de  D.  infimnifui  xoisin  à 
la  fois  de  m  et  de  m  .  A  1  arc  ab  de  C  correspond  donc  un  arc 
déterminé  aj  de  F,  ces  deux  arcs  étant  décrits  en  même  temps 
dans  le  sens  direct.  ?sous  allons  montrer  que  b-s  arcs  tels  tjiio  -j.'i, 
recouvrent  la  circonférence  F  une  fois  et  une  seule  fois. 

Soient  ab,  bc  deux  arcs  analv'liques  r(''guliers  se  rejoignant  en 
un  sommet  b,  auxquels  correspondent  deux  arcs  a'j,  j'-'  de  F. 
Il  faut  d  ;d)oi(l  pioiner  (mic  iCoincide  avec  j.  Suppuxins  d  .dinitl 
que  jj'  soit  en  y.  ou  sur  l  arc  v.'j  :  nous  pouvons  pi  t'iulrr  sur  fi/j  et  //r 
deux  points  d  et  e  suffisamment  \oisins  du  sommel  b  pour  (pion 
rcucoiili'c  le-  pniiils  corrc^pnMdanl  ^  ^ni-  1"  d;iu^  I  unlic  j',  î,  o^  ^'i. 
Cela  est  ('Mdeinment  impossible  car  en  joignant  les  deux  [xtinls  d 
et  e  par  un  petit  arc  de  situé  dans  IJ,  auquel  corres|)ond  un  arc  oe 
dans  le  cercle,  deux  observateurs  décrivant  ces  arcs  de  et  o:  ne 
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laisseraient  pas  du  nième  rnlr.  les  domaines  correspondants  dans  D 
et  dans  le  cercle.  Il  est  un  peu  |ilus  difficile  de  df'uioulrcr  que  le 
j)oinl  [j'  ne  peut  être  en  dehors  de  a3. 

Sti|)p(jsons  (ju  il  en  soit  ainsi  el  considérons  le  réseau  orthogonal 
lornii'  par  les  cercles  concentriques  à  Y  el  les  ravons.  A  ce  réseau 
corres|)ond  dans  le  plan  de  la  variable  :;  un  r('seau  formé  par  les 
courbes  C„,  considérées  plus  haut  el  leurs  trajectoires  orthogo- 
nales. Soient  d  el  e  deux  points  de  C  très  voisins  du  point  b  sur 
les  ar('s  ah  et  hc.  \  ces  deu\  points  correspondent  sur  Y  deux 
()oints  0  el  î  très  Noisins  des  points  |j  el  ^i' respeclivemenl  (y?!?.  qO). 


Fig.  <fi. 


Aux  rayons  Oo  el  Os  correspondent  deux  trajectoires  (/(/  ,  ee\ 
aboutissant  aux  points  d  et  <?.  Lorsque  les  points  (/  et  e  tendent 
vers  le  poinl  A,  les  rayons  Ooel  Os  viennent  se  confondre  avec 
les  rayons  (J,3  et  0,3',  et  au  secteur  ombré  compris  entre  ces  deux 
rayons  devrait  correspondre  un  domaine  D'  du  j)lan  des  :;  compris 
<'nlre  deux  trajecloii-es  issues  de  z-o  el  aboulissanl  au  point  A.  et  la 
fonction  z  =  '^{'/j)  déduite  de  la  relation  y^=f{z)  devrait  être 
une  fonction  holomorphe  de  Z  dans  tout  le  secteur  0[33'.  Loi-sque 
le  poiiil  /tend  vers  un  point  quelconque  de  rarc,3|j'de  l\  le  point 
correspondant  ;;  doit  tendre  vers  le  poinl  A.  Par  conséquent  la  partie 
réelle /?(\,  Y)  el  le  coefficient  <7(X,  Y  ;  de  /dans  la  fonction  cp(Z) 
devrai<.Mit  |)rendre  des  valeurs  constantes  le  loni;  de  l'arc  ,3,3'.  Ces 
lomlioii^  pourraM'ul  donc  être  prolongées  au  dchi  de  l'arc  ,3,3 
in"  iiW  ).  el  |»ar  suite  ;;(//)  serait  holomorphe  dans  un  domaine 
lenfeiniiint  cet  are.  Puis(pie,  d  autii^  part,  'JlZ)  |)ren<l  une  valeur 
consliinti'  II'  long  di-  33  ,  il  s  fn-^nil  (pic  cette  fonclion  devrait  se 
réduire  il  une  constante,  ce  (pu  proii\c  I  ;d)siii(lii('-  de  I  li\pollicsc 
dont  nous  sommes  partis. 
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Eiitiii  les  arcs  ajj,  p'%  . . .  recouvrent  une  seule  fois  la  circon- 
férence r,  car  Targument  de  Z  augmente  de  2-  lorsque  z  décrit 
la  couijje  C  dans  le  sens  direct. 

JJans  le  cas  qui  vient  d'être  exarnin*',  la  fonction  P  H-  «Q  peut 
être  prolongée  analytiquenient  au  delà  de  cliacun  des  arcs  qui  for- 

nient  le  contour  L.;  les  dérivées  partielles  — ->  — >  — ^j  — ^>  ontdonc 

'  ox     Oy     ôx     Oy 

des  valeurs  finies  en  tout  point  du  contour,  sauf  peut-être  pour 

les  soinniets  (  '  j. 

Remarques.  —  1°  Si  un  domaine  D  peut  l'-lre  décomposé  en  plusieurs 
domaines  partiels,  empiétant  les  uns  sur  les  autres,  de  telle  façon  qu'on 
puisse  effectuer  la  représentation  conforme  de  chacun  de  ces  domaines  sur 
le  cercle,  on  saura  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  chacun  d'eux, 
et  l'emploi  du  procédé  alterné  permettra  de  le  résoudre  pour  le  domaine 
total  D.  C'est  ainsi  que  .M.  Schwarz  {-)  a  obtenu  la  solution  du  problème 
de  Dirichlet  dans  le  cas  très  général  où  le  contour  se  compose  d'un 
nombre  fini  d'arcs  analytiques  réguliers  se  coupant  sous  des  angles  diffé- 
rents de  zéro. 

2"  Toutes  les  transformations  conformes,  qui  funt  correspondre  à  lui- 
même  le  cercle  de  rayon  un  ayant  pour  centre   l'origine,  s'obtiennent  au 

moyen  de  la  transformation  linéaire  Z  =  e'^  -^ -, —  >  .30  étant  l'affixe  d'un 

point  intérieur  à  ce  cercle,  à  une  distance  d  du  centre,  ;„  l'affixe  du  point  con- 
jugué, a  une  constante  réelle.  Ces  transformations  dépendent  bien  de  trois 
constantes  réelles.  Si  l'on  connaît  une  représentation  conforme  d'un  do- 
maine à  contour  simple  D  sur  ce  cercle,  on  aura  toutes  les  autres  en  la 
combinant  avec  les  transformations  précédentes. 

ol(S.  Fonction  de  Green.  —  Soit  D  un  domaine  à  conlour 
simple  C.  qui  siilislail  aux  conditions  du  paragraphe  précédent,  et 
dont  ou  peut  lalre  I  application  conioinie  sur-  un  cercle  de  ra\  on  //// . 
Si  l'on  sait  ellectuer  celte  représentation,  le  problème  <\('  Diiicldcl 
relatif  au  domaine  D  est  ramené  au  problème  de  Dirichlet  relatif 
au  cercle,  dont  la  solution  est  connue. 

Soit  \A s  )  une  Ionction  conliiiiie  doninr  -^ui-  le  conloui- ('.,  (pu* 


(')  M.  Painlfvo  (Comptes  rendus,  l.  11"2,  if^oi,  p.  fiâS  )  a  <léniontré  (|uc  les 
résultais  du  texte  subsistent,  pourvu  que  le  contour  C  admette  une  tun^entc 
qui  viirie  d'une  manière  continue,  sauf  en  un  nonilirc  (ini  de  points  anguleux. 

(■)  ŒuK-res  complètes,  t.  II.  p.  i'\\.  l'air  aussi  le  Traité  d'Analyse  de 
M.  l'icanl.  ,1.  IF.   [..  :m7-3i.). 
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nous  siipj>osons  cxitrimée  au  nioven  ck-  l'arc  s,  coniplé  dans  le  sens 
direct  à  partir  (rmie  orii^lnc  arbitraire.  Pour  trouver  la  valeur  de 
la  fonction  liarnionique  dans  D.  égale  à  V {s }  sur  C.  en  un  point 
(<7,  b)  du  domaine  D,  reprenons  la  fonction 


■■(  z  —  a  —  bi  )e^-^'^, 


qui  fait  correspondre  priint  par  j)olnt  le  domaine  U  et  le  cercle  de 
ravon  un,  de  telle  façon  (pic  le  centre  du  cercle  corresponde  au 
|)oint  {a,  O).  A  un  point  s  de  C  correspond  un  point  d'argument 

0  =  Q  -i-  'i,         où         ;;  —  a  —  bi  =  re'?, 

sur  la  circonférence  V.  La  fonction  l  (.ç)  se  change  en  une  fonction 
continue  L  ,  (0  ),  de  période  siTt,  et  la  fonction  harmonicpjc  cherchée 
se  change  en  une  fonction  harmonique  dans  le  cercle,  prenant  la 
valeur  U)(0)  sur  la  circonférence.  La  valeur  au  centre  du  cercle, 
c'est-à-dire  la  valeur  U(a,  A)  au  point  («,  h)  est  donnée  par  la 
formule  (17)  (n"o08) 

UU.  b)=  -^    I       U,(0;rfO, 
qui  devient,  en  prenant  l'arc  s  de  C  pour  variable  indépendante, 

dO     d-j     ,  ,   .  .    ,  1      •     ■  •  .    I       .  ,       '     (^ 

—^,  — ^  désignant    les    dcri\ces   prises    sui\anl    la    tani;ente    a    t., 

ds      as  ^'  ' 

dans  le  sens  direct.  Mais  ces  dérivées  sont  égales  respectivement 

dV  dloar    ,    „  v./^os  i-  ■    •        '.      .       •  ,1 

a 7- f r —  (n    oUo).  ces  derivces   étant  prises  sunaiit   la 

{(/i  dn       \  -  1 

normale  intérieure  à   C.   La  valeur  de  (   (a.  lA  peut  donc  s'écriie 
U(a,6)=_-^/^^L(;---^j./.S 


ou  encore 


(3;)  U(a,  b)=  ^    j    V 


dG 


(fS. 


en  dé'signanl  par  0(./\  r:  o.  b)  la  Idiiclion  — 1*(.ï',  v)^ — log/". 
Celte  fonction  G  (.r,  y\  fi,  b)  est  \ix  fonction  de  Orren.  relati\('  au 
contour  C  et  au   point  inlé'iieur  ('r/.  //>.  D'après  la  (h'Iinilion  même 
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de  la  fonclion  harmonique  P(-f,  )'),  la  fonction  de  (ireen  est  délîuic 
par  les  propriétés  suivantes  :  i"  elle  est  nulle  en  tout  point  du 
contour  C;  2°  à  l'intérieur  de  C,  elle  est  égale  à  la  somme  d'une 
fonction  harmonique  et  de  —  logr.  Il  s'ensuit  qu'elle  est  harmo- 
nique dans  le  domaine  de  tout  point  intérieur  à  C,  sauf  dans  le 
voisinage  du  point  (a,  b)  où  elle  est  infinie  comme 

—  -  log[(a7  —  rt)2-f-(  V  —  h  )2]. 

La  connaissance  de  cette  fonclion  de  drecn  \n\nv  le  contour  C 
permet,  on  le  voit,  de  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  intt'rieur 
pour  ce  contour,  quelle  que  soit  la  fonction  donnée  L(5)  sur  C. 
A.  ce  point  de  vue,  la  fonction  de  Green  se  rapproche  de  la 
fonction  u{x^y\  ç,  r{)  de  Riemann  (n°  498).  Mais,  tandis  que  la 
fonclion  de  P»iemann  est  iudépeiidiiulc  du  contour  pour  lequel  ou 
veut  résoudre  le  problème  de  Cauchy,  et  ne  dépend  (pie  des  coef- 
ficients de  l'équation,  la  fonction  de  Green  dépend  du  contour  G 
lui-même;  de  plus,  elle  admet  un  infini  !oi;;iritlimique.  tandis  <pic 
la  fonction  de  Riemann  est  continue.  A  chaque  contour  fermé 
de  l'espèce  considérée  correspond  une  fonction  de  Green;  la 
recherche  de  cette  fonction  revient  à  trouver  une  représentation 
conforme  du  domaine  intérieur  D  sur  un  cercle,  c'est-à-dire  à 
résoudre  un  cas  particulier  du  problème  même  de  iJirichIcl. 

Dans  quelques  cas  sim|)les,  la  fonction  de  Green  est  facile  à 
oblenii'.  Preuons  daboid  un  cercle  de  rayon  \\\  soient  I*  nu 
point  intérieur  à  une  distance  p  du  centre,  [*,  le  [toint  conjuyué 
harmonique  de  P  par  rapport  aux  extrémités  du  diamètre  passant 
par  \\  r  et  /•,  les  distances  d'un  point  M  aux  points  1'  <i  \\.  \a' 
rappoit  ^  est  égal  à  -  en  tout  poinl  de  la  circonférence:  la  fonc- 
tion log( '^  ]  ^  log  (^  ]  —  loi;/-  est  la  f'oneliiui  de  Gi-e<ii  icla- 
li\eau  cercle,  car  elle  est  nulle  sui-  la  eiiconleicnee.  <l  '"ni'rr") 

est  liai'moni(pi(;  à  I  inlérieur.  I">n  reuqihn  .inl  (1  par  (clle  expres- 
sion dans  la  formule  générale  (i;),  on  retiduvc  pn-eisenienl  la 
foiinulc  (  16)  (n"  508).  l'renons  encore  le  eontoiii-  eonipusc'  d  une 
demi-circonférence  AMIÎ  cl  du  diamèlre  \I5.  Smeiil  1'  un  point 
iulf'iieur,  I',  le  C(Miju^U(':  liannonupie  de  I'  p.ir  r.ippnit  ;iii\  exlre- 
mités  du  diamètre  passant  par  I',   P   et  1'',    les  >vm<l  1  i(|ueN  de  j'  et 
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de  I*,,  relati\oni«'nt  ;iii  (liaintin^  Ali;  /•.  r,.  /'.  /•  ', .  les  distances  d'un 

point  Màu\  points  l\  I*,.  I*.  P,.  On  vérilie  aisément  (jne  lexpres- 

sion  loîr(  -^-r  )  est  la  fonction  de  Green  relative  à  ce  conloar. 

L'arlilice   du    ii"  oOS.    p;ir    lequel    on   fait    disparaître    le  ternie 

en  -;—  dans  la  formule  i;<'nérale  (  i3),  lorsque  le  contour  C  est  une 
an  '  '  * 

circonférence,  réussit  j)récisémenl  parce  qu'on  connaît  a  priori  la 
fonction  de  Green  pour  ce  contour.  Le  même  artifice  réussit  pour 
un  contour  quelconque,  si  Ton  connaît  la  fonction  de  Green 
G(j7,  r\  </,  h)  correspondante.  En  eflet,  la  fonction 

Qf(x^r\  a,  6j-T-log/" 
étant  harmonique  à  1  intérieur  du  contour  G.  on  a  la  relation 

En  ajoutant  membre  à  memljre  les  formules  (i3)  et  (38),  et 
en  observant  (|ue  G  est  nid  sur  C,  on  retrouve  la  formide  (3-). 

Cette  démonstration  a  lavantage  de  s'appli(pier  à  un  domaine  à 
connexion  multiple,  ou  limité  par  plusieurs  courbes  fermées  dis- 
tinctes. La  fonction  de  <.irecn.  pour  un  pareil  contour,  est  définie 
par  les  mêmes  conditions  que  plus  haut;  elle  doit  s'annuler  sur  le 
contour,  et  élre  égale  à  Tintérieur  à  la  somme  dune  fonction  har- 
monique et  de  —  loi;/",  /■  désignant  toujours  la  distance  du  point 
(x,  i)  à  un  point  intérieur  [a^  b).  Mais  la  démonstration  suppose 

que -^  existe  sur  le  contour  pom-  la   lonction  li.irmonique  cher- 

cliée  f).  Pour  le  cas  d'une  couronne  circulaire,  on  trouvera  le 
calciil  jibi^  loin  [Exercice  14). 


(')  Lorsque  les  diverses  parties  du  contour  C  se  composent  d'un   nombre  fini 

d'arcs  analytiques  réguliers,  on  pcul  aisément  compléter  la  démonstration.  D'une 

pari,  les   métliodes  de   Schwarz    permellenl   de   démontrer  que   le    problème   de 

Dirichlel  a  une  solution    pour   ce  domaine.   La  fonction   de  Green   existe  donc. 

puisqu'on  l'obtient  en  ajoutant  à  —  log/'  une  fonction  harmonique  P(ar,  y;a,b) 

qui  prend  les  mêmes  valeurs  que  logr  sur  le  contour.  Cette  fonction  P,  prenant 

des  valeurs  analytiques  le   long  des  arcs  analytiques  du  contour,  peut  être  pro- 

I         •  1111-  ■       f/G  ,  _. 

longée  en  deliors  du  domaine,  et  par  suite  -r—  existe  sur  le  contour.  INous  ne 

'  an 

pouvons  pas  affirmer  que  -r-  existe  aussi   sur  le  contour  pour  la   fonction   har- 
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On  peut  aii>si  définir  la  fonction  de  Green  pour  le  problème  extérieur 
relatif  à  un  domaine  lO  s'étendant  à  l'infini  et  limité  par  une  ou  plusieurs 
courbes  fermées  qui  forment  le  contour  G  de  ce  domaine.  Soit  P  un  point 
quelconque  de  (î),  de  coordonnées  (a,  b). 

La  fonction  de  Green  G(x,y,  a,  b),  relative  au  contour  G  pour  le  pro- 
blème extérieur,  est  définie  par  les  propriétés  suivantes  :  elle  est  nulle  en 
tout  point  de  G,  régulière  à  l'infini  et  harmonique  dans  le  voisinage  de 
tout  point  de  cQ,  sauf  dans  le  voisinage  du  point  (  a,  b ),  où  elle  est  infinie 

comme iog[(  jt  —  a)*-t-  (  j>-  —  b )-].  Pour  trouver  la  valeur  L ( a,  b)  au 

point  P  d'une  fonction  harmonique  dans  lô,  régulière  à  l'infini,  el  prenant 
des  valeurs  données  sur  le  contour  G,  il  suffit  d'appliquer  la  formule  (11/ 
aux  deux  fonctions  U  et  G(x,  y,  a,  b ).  qui  sont  harmoniques  dans  le 
domaine  LÔ',  obtenu  en  supprimant  de  CÔ  la  portion  intérieure  à  une  cir- 
conférence Y  de  rayon  très  petit,  ayant  le  point  P  pour  centre.  En  faisant 
tendre  vers  zéro  le  rayon  de  y,  et  en  reprenant  le  calcul  du  n"  507.  on 
obtient  facilement  la  formule 

(39)  Ura.  b)  =  -^   f  u'—ds, 

la  dérivée  étant  prise  suivant  la  direction  qui  pénètre  dans  le  domaine  (0  (  '  ). 

Dans  le  cas  d'un  cercle,  la  fonction  de  Green  pour  le  problème  extérieur 

,       /MPi  d\     r^     .  ,.  ■.,  ,0 

est  log  1  17  )'  '  1  étant  le  point  conjugue  harmonique  de  r  par  rap- 

port  aux  extrémités  du  diamètre  passant  par  P,  M  un  point  quelconque, 
R  le  rayon,  cl  la  distance  du  point  P  au  centre.  On  trouve,  en  faisant  le 


monique  U  qui  prend  une  suite  de  valeurs  données  U(s)  sur  C.  Pour  tourner  la 

difficulté,    prenons    sur   chaque    arc    de    C   une    fonction    analytique   V'(.s)    telle 

que  |U(s) — V(s)I  soit  <  £  en  chaque  point  de  C.  La   fonction   harmonique  V 

qui  est  égale  à  \{s)  sur  le  contour  peut  être  prolongée  en  dehors,  et  par  suite, 

dV 

-r-  existe  sur  C.  On  peut  donc  appliquer  à  cette  fonction  harmonique  V  la  for- 
an 

mule  générale  (37).  D'autre  part,  la  différence  U  —  V  est  inférieure  ;i   £  en   tout 

point  intérieur.  Dans  l'identité 

L-—    ri;(5)  ^  rfs=(U- V)+ —    f  {\  -  l }  '-J-  (ts. 

les  deux  parties  du  second  membre  sont  moindres  que  t  (voir  n'  .")19),  el  par 
suite  la  valeur  absolue  du  premier  memhrc  est  inférieure  à  te;  £  étant  arliitrairc, 
ce  premier  membre  est  donc  nul. 

C)  Il  est  essentiel  de  remarquer  ipic  la  fonclion  G  -i-  logr  n'est  pas  régulière 
à  l'infini,  de  sorte  qu'on  ne  peut  appliquer  la  formule  (m)  aux  deux  fonctions  l 
et  G  H- log/-  le  long  de  C.  Au  contraire,  la   méthode  suivie  pour  établir  lu  for- 
mule (3<))  dans   le  cas  du    problème  extérieur  s'applique   sans  modification   au 
problème  intérieur. 


lia,  b)  =  -    /    L    — T—^r  «*' 
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calcul,  une  formule  toute  pareille  à  celle  de  Poisson, 

f/2_R2 

U 

c 

qui  se  vérifie  de  la  même  façon  en  mettant  en  évidence  un  potentiel  de 
double  couche 

et  en  appliquant  le*  propriétés  connues  de  ce  potentiel  (n"  oOcJ). 

519.  Propriétés  de  la  fonction  de  Green.  —  La  fonction  de 
Green  G(.r.y:  z.  t,  )  dépend  de  deux  couples  de  variables  (x,  r), 
(ç,  r,).  Elle  n";i  ('-lé  ilTIinic  jiis(ju"ici  (en  nous  bornaut  au  problème 
intérieur)  que  lorsque  le  |)oint  (  ;,  r,  )  est  inlérieur  au  contour  C, 
le  point  (  ,r,  y^  étant  lui-même  à  linlérieur  ou  sur  le  contour  C. 
mais  diU'érenI  du  point  (  ;,  y,).  Soient  («,  ^),  (a',  b')  deux  |)oinls 
quelconques  intérieurs  à  C,  y  et  v'  deux  cercles  de  rayons  très 
petits  0,  0',  décrits  de  ces  points  pour  centres  et  situés  tout  entiers 
dans  le  domaine  D.  Les  deux  fonctions 

(j(x.y:a.b)        et         G' =  G(jr,  j';  «',  6') 

sont  liarmoni(jues  dans  le  domaine  iJ  limité  par  G  et  les  deux  cir- 
conférences v,  v'.  En  observant  que  0  =  0'=  o  le  lonj^  de  C,  la 
formule  générale  (  i  1  )  conduit  à  la  relation 

la  déiivée  étant  prise  suivant  la  direction  de  la  nornutle  extérieure 
au  cercle.  Dans  le  voisinage  du  point  (a,  //),  la  fonction 

0{x,  y,  a,  b) 

est  de  la  forme  — log/' -(- ^(-r,  y)^  S{^i}')  étant  barmonique  et 
/•  étant  la  distance  du  point  (.r,  y)  au  jioint  (  «,  b).  L'intégrale  le 
lonjr  de  *'  se  réduit  donc  à 

=  ^-G'i  a.  b  :  «7',  b'  ). 
L'intégrale  le  long  de  '■''  est  de  même  égale  à 
—  iT.Gia' ,  b'  ;  a,  b). 
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En  remplaçant  (a,  h)  par  (x,  v)  et  («',  b')  par  (;,  •/,),  nous 
obtenons  la  relation  fondamentale 

(4o)  G(x,y-  ^r,)  =  G(^  T.:  x,y). 

La  fonction  G(\r,  j';  ;,  r,)  est  donc  syniélrif/ue  par  ra[)port  aux 
deux  couples  de  variables  (J7,  r),  (  ;,  r,  i  et,  par  suite,  c'est  une 
fonction  harmonique  de  (ç,  r,)  en  tout  |)oint  du  domaine  D,  sauf 
au  point  ;  =  .r,  r,  =  )  .  En  résumé,  considérons  dans  l'espace  à 
quatre  dimensions  (x,  r;  ;,  r, )  le  domaine  R4  défini  en  faisant 
décrire  à  chacun  des  points  [x^y)^  (;,  r, )  le  domaine  D  et  le  con- 
tour G;  la  fonction  G[x,  y;  ç,  t^)  a  une  valeur  déterminée  en 
chaque  point  de  R,,  sauf  sur  la  variété  à  deux  dimensions  ç  =  ^, 
7)  =^y.  Elle  est  nulle  lorsque  l'un  des  points  [x,y),  (i,  r,)  vient 
sur  le  contour  C.  Elle  est  harmonique  par  rapport  à  chacun  des 
deux  couples  de  variables  (x,y),  (;,  r^)  dans  le  voisinage  de  tout 
point  intérieur  au  domaine  R4,  non  situe*  sui-  la  variété  singulière; 
elle  ne  change  pas  cjuand  on  permute  les  deux  couples  de  va- 
riables(^,  y),  (;,  y;). 

Cette  fonction  est  constamment  positive,  si  les  deux  j)oints 
{x^  J-),  (;,  7,)  sont  à  l'intérieur  de  C.  En  eflet,  considérée  comme 
fonction  de  (.r,j),  elle  est  nulle  sur  C  et  égale  à  -J-oc  au  point  (;,r,). 

11  en  résulte  que  la  dérivée  -j-  est  positive  en  tout  point  de  C, 

puis([ue  (  j  ne  peut  aller  qu'en  croissant  (piand  on  se  dé[)lace  vers 

l'intérieur.   L"inlt'i:ral(>    /     -7^  ds,  dont   Ions  les  ('-léments  sont  po- 

silifs,  est  égale  à  37:;  car,  si  la  fonction  l    est  égale  à  un  sur  C,  on 
a  aussi  en  tout  point  intérieur,  U(rt,  b)  =  \ . 

Soient  x  =  <^{x' ,  y'),  y  = 'l{x\  y' )  i\e?>  fcjnniiles  (lotliii?s;iiil  une  Irans- 
formation  conforme,  permellaiit  d'appliquer  le  domaine  D,  limité  par 
le  contour  G,  sur  un  autre  domaine  D',  limité  |)ar  un  contour  G',  de 
façon  qu'il  y  ait  correspondance  univoque  entre  les  points  des  deux  do- 
maines et  des  deux,  contours.  La  fonction  de  Green  G{x,y;  $,  r,),  relative 
au  contour  G,  se  change  en  une  fonction  G(o,  -^  ;  $,  t,  )  des  variables  x\  y' 
qui  est  nulle  sur  G'  et  harmonique  dans  le  ilomaine  D',  sauf  dans  le  voisi- 
nage du  |)oint  (;',  T)')  qui  correspond  au  |)oinl  (  ;,  *)).  Kn  eiïet,  G{x,y\  \,  r,  ) 
est  la  partie  ri-cile  d'une  funclioii  iuialylifiut"  V {  z)  de  lu  forme 

giz)  étant  une   fonction  liolomoiplie  dans  le  domaine  D.  Après  la  Irans- 
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formation  x  -h  iy  =^  o  -+-  i<l,  F  se  change  en  une  lonclion  analytique 

F,(::')  =  Fi(^'-^'y). 
qui  e<l  lie  la  forme 

fi-i(z')  —  \os(z'—i'  —  r;i), 

g\{z')  étant  liolomorplie  d.ins   1)'.   Il  suit  de  là  que,  dans   le  domaine  du 
point  C^',  T,'),  la  fonction  G('j,  '{/;  ;,  r, )  est  égale  à 

—  i  log[(^'— ^'j2-^(y— r/)2j, 

augmenté  d'une  partie  régulière.  On  a  donc 

G[<p(^',y),  <>(a7',  j');  ;,  rj  =  G'(^',  r';  ;',  r/;, 

G'  étant  la  fonction  de  Green  pour  le  contour  G',  où  le  point  singulier  (^',  r/) 
correspond  au  point  (;,  r, )  par  la  transformation  considérée. 

En  particulier,  si  le  domaine  D  est  limité  par  une  seule  courbe  fermée  G, 
on  peut  faire  l'application  de  ce  domaine  sur  un  cercle;  ce  qui  rend 
intuitives  certaines  propriétés  de  la  fonction  de  Green  (i).  Si,  par  une 
inversion,  on  remplace  le  cercle  par  un  demi-plan,  par  exemple  par  le 
demi-plan  supérieur  du  plan  des  oy,  la  fonction  de  Green  est  remplacée 
par  une  fonction  g{x,  y\  S,  r^)  qui  doit  être  nulle  le  long  de  l'axe  des  .r, 
haimonique  en  tout  point  de  ce  demi-plan  sauf  en  un  point  (S,  t)  )  qu'elle 
admet  comme  inlini  logarithmique,  et  tendre  vers  zéro  lorsque  {x'^-\-y-) 
croît  indéfiniment.  Cette  fonction  est  évidemment 


2   ''L(^  — ^r--+-(jK— v))2j' 
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520.  Extension  du  problème  de  Dirichlet.  —  Le  raisonnemenl 
par  lequel  on  a  établi  (jiie  le  problème  de  iJiriclilet,  pour  réquation 
de  Laplace,  ne  peut  admettre  plusieurs  solutions,  s'étend  aisé- 
ment, <lans  certains  cas,  à  li'tpiation  générale  du  type  elliptique, 
ramenée  à  la  foruie  canon i(pi('  (  n"  479) 

,,    .  —,  d-u        0- a  Ou        ,  Ou 

(4.  )  Fiu)=  —  +  —  ^a--^b-^cu  =/(.r,  y), 

r/.  A,  r,  f  étant  de>  fonctions  continues  des  variables  T  et  )'  dans  les 
dduiaines  dont   il   sera  (pioliiin.  Le   [iniblrinc  c|c  I  )in(idel  j;énéra- 

(  '  ;  J.  IIauamahd,  Bulletin  de  la  Sociélé  niai/iematir/ue  (séiincc  du  uS  juin  mji  i  j. 
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lise  consiste  encore  à  déterminer  une  intégrale  de  l'équation  ( ii), 
régulière  dans  un  domaine  borné  D,  limité  par  un  contour  C,  et 
prenant  sur  ce  contour  une  suite  coiilinue  de  \aleurs  données. 
Ce  problème  ne  peut  admelire  |>liis  d  une  s(j|ution,  si  le  coeffi- 
cient c  est  négatif  on  nul  en  tout  point  <le  \).  La  méthode  élé- 
mentaire sui\  aille  e>t  due  ;"i  M.  Paraf. 

Supposons  d'abord  que  le  coefficient  c  ait  une  valeur  négative 
eu  tout  point  de  D.  Si  le  [)roblème  proposé  admettait  deux  solu- 
tions, leur  difl'érence  f  serait  une  intégrale  de  l'équation  homo- 
gène F(t')=o,  régulière  dans  le  ddinidne  D,  et  nulle  sur  le  con- 
tour. Si  cette  dilTérence  n'est  j)as  identi<piement  nulle,  elle  |)rend 
des  valeurs  positives  ou  des  videurs  néi;alives  ;i  l'intérieur  de  D, 
et  par  conséquent  passe  par  un  maxininin  po-ilit  on  par  nu  m  m  un  uni 
négatif  pour  un  jioint  (j^o^J'u*  '^^  ^^  domaine.  I^e  second  cas  se 
ramenant  au  premier  par  le  changement  de  v  en  —  r,  nous  pou- 
vons supposer  qu'au  point  (xo,yo),  la  fonction  c(x,  y)  a  un 
maxiiniim  pnsiti f  k\^.  lJ"a|)rès  la  tlu'orie  générale  (1,  n"  iT  ).  on 
devrait  avoir  en  ce  point 

conditions  qui  sont  ineompalibies  a\ec  les  écpiatious  lii)i=zo, 
*"o  > 'Jî  pour  le  point  (Xq,  J'o)-  H  ne  peut  donc  exister  il  intégrale 
de  F(t')  =  o  satisfaisant  aux  conditions  \oulues. 

Le  cas  où  le  coefficient  c  n'est  positif  en  anc  un  point  du 
domaine  IJ  se  ramène  au  cas  |)récédent  en  |)Osant  i"  =  ;n",  ;  •■tant 
une  fonction  de  x  et  dey,  régulière  dans  D  et  ne  «^'annulant  en 
aufiiii  point  de  ce  domaine  ni  du  contour.  Li'qiiation  l''(c)=i  o 
est  l'cinpiactT  par  nui'   ((pialion   dr   inénif  (oiiiir  ou  le  coefficient 

de  (V  est  — ^-  l'onr  (pic  la  roii(lu>ion  précédente  subsiste,  il  suffit 

(ju'on  puisse  choi>ii-  la  lonction  :;  de  (elle  laeon  (pi  on  ait.  dan-i  tout 
le  domaine  D,  r- >>  o,  i-'(3)<;o,  régaliti-  étant  exclue.  (  )r,  si  l'on 
prend  pour  r  une  fonction  de  la  forme  \  —  f'^',  A  el  a  étant  deux 
constantes  |nisiti\es,  on  a  !•'(;)=  c.\  — ( -/- -f- </a -h  c  W^,  el  ce 
résultat  est  ni'gatif.  quel  cpie  soit  A,  dans  le  domaine  considéré-, 
pourvu  que  y.-  -i-  av.  -r-  C  soit  positif  en  tout  point  de  I  ).  condition 
a  Jaipiclje  on  peut  toujours  satisfaire  en  picnani  le  nombre  positif  y. 
assez    grand.    (\v,     ninnbie    -/   ('tant    aiii^i    d'  leniiiiK',    il    -«iillir.i    de 

(;..  tu.  i'> 


2>()       nivi'iriii:  wvii.  —  koiations  i.im:aii\i;s  of  tvi'i-;  loi.i.iiTiyL  k. 

|)r('n(lie  [xiiii'  \  un  iioinhic  |)()silir  siipéiicur  an  inaMiniiiii  de  <?*'' 
dans  \).  On  voii  en  pailiculicr  (|ue,  lorsque  c  est  nul,  réquation  (4  i) 
ne  peut  adniellre  plus  d  une  iulégr.ile  régulière  dans  le  douiaiuc  D, 
et  prenaul  des  valeurs  données  sur  le  conloui'. 

I.a  conelusiou  ne  |)cut  èlre  étendue  au  eas  où  le  coeflîcient  c  prend 
des  valeurs  positi\es  dans  D.  l'ar  exemple  l'équation  \u-\-2if=o 
admet  linlégrale  n  =  sin.r  sin^,  qui  est  régulière  à  l'intérieur  du 
carré  limité  par  les  droites  .r  =  o,  x  =  -,  r  =  o,  y  ^^  ~,  et  qui  est 
nulle  sur  le  contour. 

On  déduit  aussi  de  ce  qui  précède  la  conclusion  suivante  :  le 
j)roblème  proposé  pour  l'é(|uation  (4i  )  ne  peut  admettre  plusieurs 
solutions,  l()rs<pic  r(''(piali()n  l"(«)z=o  admet  une  intégrale  parti- 
culière «),  régulière  dans  ce  domaine,  et  nés  annulant  pas  dans  D 
ni  sur  le  contour.  La  transformation  u=  U[  v  conduira,  en  elVet,  à 
une  équation  de  même  forme  en  r,  dont  les  coefficients  seront  des 
fonctions  continues  et  où  le  coefficient  de  v  sera  nul.  Nous  venons 
de  voir  (pie  la  nouvelle  équation  ne  peut  admettre  plusieurs  inté- 
grales régulières  prenant  les  mêmes  valeurs  sur  G. 

Soit  (jt'o,  l'o)  un  |)oiiil  (pielcoïKpic  du  plan;  loulc  intégrale  //| 
de  l'équation  F(/fj=:o,  n'-guiière  dans  le  domaine  de  ce  point  el 
prenant  une  \aleur  posilise  |)our  j:  =  x„,  y  :=  Vo,  est  cerlainemeni 
p(>>ili\(,'  dans  le  voisinage.  Si  Ion  prend  une  eourhe  fermée  v, 
entourant  le  point  (x„,  Vq)  et  assez  voisine  de  ce  point  pour  (jue 
rinlégrale  a,  soit  positive  à  lintérieur,  nous  pouvons  appli(|uer  ce 
(pii  précède  au  domain*»  limili'  par  la  courbe  "'.  I^ar  conséquent, 
réquation  (4')  rie  peut  admet  li-e  plus  dune  intégrale  |)renant  une 
suite  de  v.deurs  données  sur  une  courbe  fermée  c  entourant  un 
j)oint  (juelcoiupie  (.t'o, /o  ),  et  régulière  à  lintérieur  de  v,  pourxii 
que  cette  courbe  soit  siiJfisaniDient  petite.  Ce  (jui  pic'cède 
expli(pii'  le  sens  (piOii  doit  altaelicr  à  ces  mots. 

521.  Étude  de  l'équation  \n  =f{r,r). —  .Suivant  le  nit'nie  ordre 
(pi (3  |)our  bjs  ('■(jualions  du  t  vpe  li  v|)ei  bohipu»  i  (  lliap.  \  \\  I  i,  nous 
comuKîiicei'ons  par  é'tinlirr  r(''(pialion  simple 

Nous  nous  proj)osons  de  trouver  une  inlcgr, de  de  celte  é(piatioi). 
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rcyiilière  à  rititérieur  d'un  domaine  I).  liiiiili'  pai-  un  conluiii-  (  !. 
et  nulle  sur  ce  contour:  nous  icrous  de  piu-^  l'li\  pollièse  que  l,i 
foncliou  f{x,  y)  admet  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
continues  daus  ce  domaine  et  sur  le  contour  C.  D*a|)r('s  le  numéro 
précédent,  ce  problème  ne  peut  avoir  plusieurs  solutions;  ce  qu'on 
voit  (Jirectement  aussi,  en  observant  (jue,  s'il  en  existait  deux, 
leur  dilTérence  serait  une  fonction  liarm(uii(|ue  dans  D,  et  nulle 
sur  C.  Si  I  on  connaît  une  intégrale  régulière  quelconcjue //,  (  j;,  r  ) 
de  léqualion  (  /ja  |,  b;  problème  se  ramène  iniuii-diaUMueul  au  pro- 
blème (Je  Dirichlet;  pour  obtenir  la  fonction  cbercbée,  il  suffit 
d'ajouter  à  Ux( x^  r)  la  fonction  liarmonique  dans  D  qui  prend  la 
même  \aleur  que  —  ;/,  en  cbaque  jioint  du  contour.  Par  exemple, 
lorsf|iicy^(j7,  j'j  se  réduit  à  lunité,  ou  oblicnl  liulégrale  de  léqua- 

lion  lu  =  I,  qui  est   nulle  sur  (>,  en  ajoutant  à  " ;-= —  la  fonction 


liaiiuoiiMiiie  (lui  est  é<iale  à  —  j^ —  eu  cliafiuc  pcunl  de  C 

4 

Admettons  r  existe  nce  d  une  intégrale  L  [x^  y)  de  lécpiatiou  (  4^). 
satisfaisant  à  la  condition  voulue,  et  appliquons  la  foiinule  géné- 
rale de  Green  aux  deux  fonctions  L(;,  r,)  et  G(.r,  7';  ç,  r.)  des 
variables  ;,  y,,  (1  étant  la  fonction  de  Green  relative  au  contour  G 
|)our  le  pr(djlème  intérieur.  Ces  dtMix  fondions  sont  régulières 
dans  le  domaine  D'  limité  par  C  et  |)ar  une  circonférence  *'  de 
rayon  très  petit  s  avant  |)oui'  centre  le  point  (x,  y)  de  I).  lui 
tenant  compte  de  1  équation  (  \'>.)  elle-même  et  de  ce  fait  (|iie  les 
deux  fonctions  U  et  G  sont  nulles  sur  C,  (Mi  obtient  la  relation 


J   .7,1, ,  ./,„  l  <iii  < 


</s. 


les  dérivées  étant  prises  suivant  la  diicciiou  de  la  uiuiu.dc  cxlt'-- 
rieure  au  cercle  V.  Dans  le  domaine  du  jioiut  ( ./ ,  r  1.  on  |>riii  rem- 
placer G  par  î;[x,  y;  ç,  y.  I  —  log/',  i-  l'taiit  iiiif  loiidiiui  binno- 
nique,  et  /•  dtîsigiiant  l,i  di-^laiicc  Aes  deux  poinls  (X,  }),  (^;,  y,  ). 
Lors(pi«;    II'   ravoii    z   tend   \ers  zé'ro,    le    seul    liiiue   de   linlégrab; 


pour-  Imiitc   —  >-{   i  .r,  i).  La  loiiction  cbeicliée,   si  elle  existe,  a 
doue  poiii'  cxjjrcssion 


(43j 


V(.r,  j)  =  -  -1-     r  j^  /,  ï,  r.  )G(.r.   r;  ;,  r,  )  ,/;  r//, 
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Inversement,  hi  lonclion  U(x,  j'),  représenlée  par  cette  forniule 
satisfait  à  titiitcs  les  ((Hiditions  voulues.  Considi  rons  d'ahoi'd  un 
domaine  A,  tout  entier  intérieur  à  1);  l(jrs(|ue  le  point  (x,  y)  reste 
clans  le  domaine  A,  on  peut  écrire 

U(:r,7)=      :^  f  f  f(l  ■"'  )  >og(\/(^  -  l)'^iy-'r,r-)dl  dn 

'■  "  -'    '  (II. 

-:^  f  f  Al  -Os'(^,y\  l  r,)didr„ 

-■  ""^  «-MI)) 

pétant  une  fonction  harmonirpie  de  (.r^y).  Par  conséquent  IJ (x, y) 
est  la  somme  d'une  fonction  liarmonicpie  et  d'un  j)Oientiel  loga- 
rilliniicpie  (  î:o//-  |)1us  loin  n"  ol^T  ).  I>a  fonction  /(.r,  y)  avant  des 
dérixées  continues,  on  peut  a|)j)liquer  la  foiinule  de  Poisson 
(n"  037"),  et  la  fonction  l](x,  ^■)  satisfait  bien  à  la  relation  (42)  ei^ 
tout  |)oint  intérieur  au  domaine  D.  Il  reste  à  d('montrer  que  cette 
fonction  U(.r,  y)  tend  vers  zéro  lorsque  le  point  (x,y)  tend  vers 
un  jioint  quelconque  du  contour  G.  Or  i!  est  (  lair  cpie  la  \alour 
aljsolue  de  U  est  inférieure  à 


~  ff 


^(•2",  r;  l  ■i;)d'zdr,, 


M  étant  une  limite  siipt-ricuic  de  |./(^,  y)\-  D'ailleurs  l'intégrale 
double 


-^   f  f  C(x,y;  l  Odldr, 


repn'-sente  ]ir(''cis(''mcnl  1  intégrale  de  I  ('(juation  A// =  i  (pii  est 
nulle  sur  le  contour  (1.  lonction  doiii  l'existence  a  »''t(''  établie 
tout  à  l'Iieure.  Cette  expression  tend  donc  \ers  zéro  lorsque  le 
point  (.r,  }')  tend  vers  un  j)()int  du  contoui-  C,  et  par  suite  il  en  est 
de  mé'me  de  la  Imielion  U(x,  y\  repn'seiiti'e  par  la  l'oiimde  (  î3). 

Hriudiujuc.  —  L(U'S(pie  la  lonclion  /(./%  r)  est  anal  vlKpie.  loiile 
intégrale  de  l"<'(piation  (  \\>.)  <'St  elle-iiièiiie  anal  vtnpie.  Soit  en  cllct 
(.7',i.  r„  )  un  point  (piclcoiupie  ;  1  ('([uation  (12)  admet  <'\Klemment 
une  luliiiité  d  int(''grales  anal vli(pi<'s  ri-i^ulières  dans  le  dt)maine  de 
ce  |)oiiii.  Soit  ^/,(.r,  y)  une  d  «'Iles;  imile  autre  inl(''gTa]e  r(''gulière 
daii>  ce  doiuiiiue  est  la  somme  de  /{i(x.,y)  et  d  une  loiietiou  liai- 
moiuipie.  c  e^l-à-dire  une  roiirlion  analvtifpte, 
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o!22.  Méthode  de  M.  Picard.  —  La  |jreiniiTC  mélliode  employée 
par  .M.  E.  Picard  |iour  résoudre  le  problème  de  Dirichlel  relatif  à 
l'équation  (4')  est  encore  une  méthode  d'approximations  succes- 
sives, très  analogue,  au  moins  dans  la  marche  générale  des  calculs, 
à  celle  des  n"'  49 i,  i9o,  oOl).  Ecrivons  l'équation  (  i  )  sous  la  forme 
>ui\anle 

(44)  A»  :=/Ja  —  -+-  /}  —  ^cuy^f(r.  y). 

À  étant  un  paramètre  auxiliaire  qu'on  remplacera  ensuite  par  —  i 
dans  le  résultat.  On  se  propose  de  détt^rminer  une  intégrale  de 
cette  équation,  régulière  à  l'intérieur  <l  un  contour  fermé  C,  et 
prenant  sur  ce  contour  une  suite  continue  de  valeurs  données. 
Pour  cela,  nous  chercherons  d'abord  une  solution  formelle 

(  l'-j)       n(x,  y)=  Uo(x,  j)^}ui;(x,  y)  —  . . .—  '/."  ii„(t,  r  )-i- 

toutes  les  fonctions  Uo,  «i,  ...,  ii„, étant  régulières  à  l'inté- 
rieur du  contour  C,  iioix^y)  prenant  les  valeurs  données  sur  C, 
et  toutes  les  autres  bmctions  //,.  ii-, étant  nulles  sur  le  con- 
tour. Ces  fonctions  sont  déterminées  parles  équations 

A«o=/(a~,  r), 

duo         ,   Ou,) 

AWi  =  a  -^  0 r-  CMu, 

fJx  ily 

<)u,         ,   Ou\ 

A«>  =  a H  b ■-  cu\. 

ôx  ô  y 


jointes  aux  conditions  aux  liiiiitcs.  L;i  prcmicrc  ioiictioii  Uai^x^y) 
s'obtient  en  ajoutant  à  la  fonction  l-M.  ))  donnée  par  la  for- 
mule (4-^)i  'i>  fonction  harmonique  qui  pr^^-nd  les  valeurs  donnt'-es 
sur  C.  Une  fois  la  fonction  U(i{.r,  y)  comme,  les  i(»nclion->  sui- 
vantes M,(j7,  y),  u-,{x,y),  ....  se  calculent  de  proche  en  proche 
par  l'application  rf'pétée  de  la  formule  (  f  >  ).  Moyennant  certaines 
liV|)othèses  Mir  le  contour  (].  les  valeurs  données  de  la  hun'lion 
inconnue  sur  ce  conloiir.  el  les  cnrllicienls  /i.  //.  e.  /.  M.  I'ic;iid 
par\ienl  à  dc-montrer  (pie  la  séiie  (  j.")  )  et  celles  (pi  on  en  (h'diiil 
en  prenant  les  dérisées  parlielles  jus(pi'au  second  onlre  sont  nni- 
loriiii'iiK'iit  convergentes  poni-  ).  =  — ■  i,  de  sorte  (pie  l;i  jonc- 
tion   //(.r,  1')   donne    bien    la    solution   du    |iidbléiiie.    S.i    imlliode 
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s"aj>j)li(|m'  aiis-ii,  dans  certains  cas.  aux  équations 

.  I  Ou     (lu  \ 

mais,  d'une  manière  générale,  les  conclusions  sont  moins  précises 
«jue  pour  les  équations  du  type  hyperbolique.  Nous  en  verrons  la 
raison  |)lus  loin.  Nous  renverrons,  pour  les  démonstrations,  aux 
travaux  cités  plus  haut. 

Ce  procédé  de  calcul  met  sur  la  voie  d'une  proposition  impor- 
tante. Lorsque  les  coeflicienls  a^  h,  c,  /"  sont  des  fonctions  ana- 
Ivliques.  tous  les  termes  de  la  série  ( 4^)  sont  cux-méuies  des 
lonclions  analjticpies  (n"  o21).  Une  étude  plus  approfondie  de 
cette  série  montre  qu'il  en  est  de  même  de  la  somme  de  la  série, 
ce  qui  a  conduit  M.  Picard  à  un  théorème  important  :  Lorsque  les 
coefJîciciUs  de  V (''(judUon  (  \\  )s<)nt  (indlylirjucx,  foutes  les  inté- 
gi-ales  sont  etles-nu-mes  des  fonctions  analytù/ues.  (]ette  pro- 
position a  été  de|)uis  généralisée  j)ar  M.  Serge  Bernslein  ('). 

o'23.  Fonction  de  Green  pour  l'équation  générale  du  type  ellip- 
tique. —  <  h\  a  \  Il  plii-^  liaiil  (pic  la  connaissance  de  la  loiiclioii  de 
Green  pour  un  coiitoiii-  C  permet  de  résoudre  le  jjroMrinc  de  Di- 
richlet  pour  ce  contour,  quelles  que  soient  les  données  sur  C.  On 
saura  de  même  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  relatif  à  un 
contour  C,  pour  une  équation  cpielconque  du  tvpe  elliptique,  si 
I  1(11  peut  dt'lciiiniK'r  une  loiicliou  tiiiKpic,  sali>laisanl  à  certaines 
conditions  (pu  V(uit  èlrc  c\|)li(piécs. 

Reprenons  d'abord  la  formule  générale  (41  )  du  n"  ii)7,  (pii  Joue 
un  r(')le  fondamenlal  d;iiis  la  im'tliode  de  Ricmann.  iJan-;  le  cas  de 
I  ('(pialiou  (dlipl  npie 

^  0-  Il        o-  Il  Ou        ,  du 

( 47  )  :f  (  u)  =  —^  -^  -—,  -h  a  —  -h-  b  —  -h  eu  =  o, 

i)x-         ôy-  Oc  Oy 

I  é(pialioiî  adjoinle  est 

(  \8)  (1  (r)  =  — ■  H h  cv  =  o, 

'  ''^    '       Ox^-        Oy^  Ox  oy 


(')  'l'iiùse  (le  Doctoral  (ii|oî).  On  pcnl  nii'^si  étendre  le  iliéorcme  de  llyrnack 
(  n°  510)  sur  les  séries  ù  Icrines  |i(isilifs  el  harmoniques  uux  séries  à  lernics  positifs, 
dont  les  termes  sont  des  intégrales  de  l'équation  (  .'(i  ).  <>ù  l'on  fait/ =  o.  (  Lichten- 
.STKIN.  Pcndiconli  cfel  Circoln  mateinatiro  di  l'alei'mn.  t.  XWIII.  loia,  p.  'joi.) 
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et  1  on  a.  (juelles  que  soient  les  fonctions   u  et  4",  1  identité 

;    -,  ,./         d  r  on        ôv  "1 

\  i-  -f  (a)—  «(|(f  )=  —  \v u aui- 

'  '  ''^    '       oxl    Ox-  ox  J 

1                                             0  \    du            dv        .      ^ 
f  -i \  V u f-  oin-    . 


U9; 


Supposons  les  fonctions  //  et  i'  réi^ulirres  dans  un  domaine  D 

,.      .    ,  r-      ^  \  1    1        1-  •  ,  i)a     dh 

limite  par  un  contour  L.,  dans  lequel  les  lonctions  a.  U.c.  — >  — 

I  '  ^  ^  or    oy 

sont  continues.  On  a  aussi,  d'après  l'identité  précédente, 

[du  (^^    .    I      1  , 

L  <^y        "y  J 

lintégrale  curviligne  étant  prise  dans  le  sens  direct.  En  remplaçant 
ilx  et  dy  par  cos  'p' cls  et  —  cos 7.'  ds,  où  a'  et  ,3'  sont  les  angles  de 
la  normale  intérieure  avec  les  axes  (n"  o06j,  la  formule  précé- 
dente devient 


\  f.Ly^'  "^~  uCJ(.)]dr  dy  =J^    («  ^  -  .  ^^)ds 

I  —  /    [a  co9i  7.' -i- ù  cos  y  )uv  ds, 


du     dv    J  ,   .  ,         ,  ,    .     ,  •  1  1     •       •    • 

-;— >  -r-  desiiînant  les  dcrnees  suixant  la   uormalf  inliTicme. 

an     an  ^ 

r'         r  I  I  •  1  ,,..,      c'K    di- 

sette tormule  suppose,  bien  entendu,  (jur  les  dérivées—)—» 

Ou    dv  ,.    .  . 

—  >  —  restent  unies  sur  le  contour. 

dy    dy 

Cela    posé,    soit   n{x,    y)    une    inh-grale    (|iiel((uupie    de    I  ('-(pia- 

tion  ^{u)  :=y(.r,  y),  régulière  dans  le  ddiiiaine  D,  et  reslaul  lime 

I  ■      •  I  •    •     -  ■    \\       du     du     r.    ■      ..      ^ 

sur  le  contour  aiu-i  (lue  ses  den\ee>  iiarlirlles  -— »  -— •  ^Oll  d  autre 
'  '  Ox    dy 

\iHT\.  V [x ^ y  \  ç,  Y,  )  une  yniét^nAv  p(f/nci//ir/-('  dr  rt'(|ual  ion  adjinule 

()'(('')  :^  G,  satisfaisant  à  la  con<lition  suixanle  : 

A.    /}ff//s  /('  domaine  \)  elle  est  de  la   f'ninn'  L  log/--r  \  ,  U 
et  \  étant  réi^ulières  dans  ce  domaine,  et  r  étant  éi^al  à 
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le  point  (;.  r, )  rsi  un  point  du  donidine  13  et  l'on  sii/ipose  de 
plus  U(;,  r, )  =  —  I . 

Siii'  le  ((intdiir  (,,  nous  su|)|)OSOns  seuleiiie'nl  (|ue  r  reslvj  finie, 

ainsi    (iiie   — •. Appliciuons    la   lorniiile   iiénérale   (5o)   au   do- 

'         Ox      '>j'  '  '       ' 

niaine  D'  limité  par  i\  cl  |)ar  un  cercle  y  de  rayon  très  petit  p 
ayant  pour  centre  le  point  (;,  y,).  Puisqu'on  a  j[u)^f{Xy  y) 
et  ()'(»■)  =  o  dans  ce  domaine,  la  formule  devient 


/    /     *;/ 1  ^!  y)  dr  cl  y  =         /     ("  —, ''  T"  )  ^^*  —   /  (  <^  cos  2'  -h  />  cos  V;  iir  ds 

-h   I    { 'i  -, '  "/~  ) '^* —   /    («  cosa'-f- 6  cos3')/M- (^/.s-, 

la  normale  intérieure  en  un  |Joinl  de  "  étant  la  normale  extérieure 
à    la    courbe    géométrique.   Lorscjue    le  rayon   z   tend   vers   zéro. 

l'intégrale  /  (acosa'-[- />  cos|j')//r  r/.v  lend  \crs  zéro,  car  un  élé- 
ment de  cette  intégrale  est  de  la  forme  z  dh(  V  —  H  logo),  A  et  B 
restant  finis. 

Poui-  la  iiK'iiie  raison,  l'intégrale    /  c  -;- r/.v  tend  aussi  vers  zéro. 

^  .',.      dn 

di 


(  >iiant  à  1  intégrale    /  //  -r-ds,  elle  i)eut  s'écnr 

n 


I-^£)    p    -^     ' 


dn        dn 


Il  0  dU 


et  s.i  limite  est  é\  ideiiiuieut  — :<  —  //(;,  y,  1.  On  a  donc,  en  j)assant 
à  la  iiniitc. 


(5i)  ; 


—    1    {a  cos'i  ~  b  cv^'p  )ind.< /     /    \/iLrdy. 


Si   la   \al(ur  de   injc^  y)  e.il  doiiiu'e  en  tous  les   points  du    con- 
tour, 011  piiiiria  calculer  tous  les  termes  qui  figurent  dans  le  seconti 

1  11-       •        I       r     du     ,  .  ,.  du      ,, 

iiiemitic    saut    I  intégrale    /   c  -7-  as,   (iiii    reiilerme-7--    I  our  (lue 

Cl-  tenue  disparaisse,  il  sullira  de  pi'cudre  pour  c  une  intégrale  de 
I  équation  adjointe  satisfaisant  à  la  condition  A  et  cpii  soit  nulle  en 
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Loiis  les  ponils  de  C.  La  comiaissance  d'une  liiléyrale  i'(x^  y,  z,.  y,  i 
de  réquatlon  adjointe  satisfaisant  à  ces  diverses  conditions  |>ei- 
nu'Uri  de  i-t'-S()ii(li(^  le  |)n)l)lriiic  de  I  )iii(lilcl  [tour  le  contour  C, 
(jindles  (jiie  soient  les  (lonn(''es  siii'  le  eoiiloiir.  car  l.i  formule  (  5i  » 
devient  alors 

<5i)  u{\,  ■f,)=  -L.    j   t,  !^^  ,/,  _  1.  I  j    ^,f(J•,  y)clx  dy 

et  se  réduit  à  la  lornnije  (  .îj  )  elle-niènie  lorsque  _/(x,  jk)  =  *>• 

La  fonction  vi^x^  y.  ;,  yj),  si  elle  existe,  joue  donc  exactement 
le  même  rôle  que  la  fonction  de  Green  pour  l'écpiation  de  Laplace. 
La  détermination  de  cette  fonction  se  décompose  en  deux  pro- 
blèmes distincts.  On  doit  d'abord  clierclier  une  solution  fonda- 
mentale de  l'équation  adjointe  (j(c)=o,  c'est-à-dire  une  inté- 
,i;rale  ayant  en  un  point  arbitraire  (;,  Tj)  une  discontinuité  loga- 
rilliiiiii|uc  de  la  iialiirc  (|iii  a  (i(''  Np(''cilit''e  plus  liant  ('). 
Ce  |)remier  |)rol)lème  est  indépendant  du  contour  C. 
Dans  le  cas  particulier  de  liMpialion  A//  =o,    une  solution  foii- 

daiiiciilalc  est  l(»y(  )•  Dans  le  cas  général,  avant  obtenu  une  solu- 
tion londamentale  V(x,  y  ;  ç,  r,  ),  pour  avoir  la  fonction  c(./\  )•;  ;,  y,) 
i-elative  au  contour  C,  il  suffira  d'ajouter  à  celte  solution  fomla- 
mcntale  une  intégrale  de  l'écpiation  adjointe  régulièie  à  l'intérieur 
du  contour  et  |)renant  la  même  valeur  cpie  — \  en  cliacpic  point 
de  ce  contour.  On  est  donc  rament'  à  un  ca>  paiticiilicr  du  pro- 
blème même  de  Diricblet.  Nous  nx  icndrons  pins  loin  sur  cette 
seconde  |)artie  du  problème. 

On  peut  aussi  (îlendre  à  la  fomlion  r(.r,  r;  ;,  r,  )  la  piopiiél(' 
élalijie  pbiN  li;nil  poiir  la  fonclion  de  ("ireeil  relal  l\  eiiK'lit  à 
I  écbange  des  deux  coiijiles  de  \ariables  (j:',  )'),  (;,  y,j.  Soit 
uix,  y\  ;,  Y,)  une  intégrale  de  I  équation  .T(//')  :=:  o,  dédinie  de  la 
im'-me  lacoii  (pie  C,  c'esl-à-d i i<'  nulle  en  Ions  Icn  points  de  (  '..  et  il<' 
la  loriue  I  ,  log/'  ■  \  ,.  I  ,  el  \  ,  (•tant  des  fonctions  [■('•l;ii lieics 
dans  le  domaine   I),  et   l   ,  (  ^,  y,)  ('tant  égal   à  — i.    I'|('ii(mi?>  \V'\\\ 


(')  L'exislenci;  de  cc.Wc.  snlutidii,  l(irs(|iiL-  !i>s  ccnfliciciiis  n,  h,  c  sont  aiiiilv- 
liques,  a  d'aliord  ^\(i  (H;il)lic  diins  un  c;is  |i.iiliiiilici'  par  M.  l'irard,  puis  dans  le 
•  as  si-'iécal  par  MM.  Ililjiorl,  Ilcdrick  cl  lladariiard  {vnir\c  M.'iiioirc  dcjA  cili-  de 
M.  llailaiiKird,  Aniinles  de  l'ICcolc  Xoiinalc.  \t)<ù\,  p.  .").lj  cl  siiiv.). 
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points  (nielcoïKjiics  ((/,  h)^  {a' ,  li)  du  domaine  D,  et  appliquons 
la  Inrinulc  j^f'-iuTale  (5o)  aux  deux  ionclions  u[x^  y;  a',  b'), 
i'(:r,  y\  a,  h)  dans  le  domaine  JJ'  formé  par  la  portion  de  D  qui 
est  extérieure  à  deux  cercles  v,  v',  de  rayons  très  petits  o,  o'  avant 
respectivement  pour  centres  les  deux  points  [a,  h),  (a\  h').  L'in- 
tégrale curviligne  le  long  de  C  est  nulle,  et  lOn  déinonlrc  comme 
tout  à  l'heure  que  les  intégrales  le  long  de  y  et  de  y'  ont  respecti- 
vement j)our  limites  — 2T.u{a,  h;  a',  b')  et  7.r.v{a\  b' ;  a,  b), 
lois(|ue  c,  p'  lendent  vei's  zéro.  On  a  donc,  en  remplaçant  (a,  b) 
par  (x,y),  et  {a\  b')  par  (;,'''i),  ''^  relation  d'f'cliange 

tout  à  lait  seml)laljle  à  celles  qui  ont  été  (''tahlies  pour  la  fonction 
(le  lîiemann  (n"4'98)  et  |)oui'  la  fonclion  dcdreen,  et  dont  on  peut 
tirer  les  mêmes  conséquences.  Mais  il  (tst  essentiel  de  rcinaicpicr 
ipie  la  fonclion  u(x,  y\  ^,  r^)  ne  dépend  pas  seulement  de  li-cjua- 
lion  elIc-iiK-inc,  comme  la  fonclion  de  Piiemann,  mais  aussi  du 
contour  Vj. 

524.  Problèmes  mixtes  elliptiques.  —  l,a  formule  (  ji  )  pi'inict  d'aborder 
des  problèmes  plus  s^énéraux  que  le  problème  de  Diricidet.  Dans  celte  for- 
mule on  a,  sous  le  sii^ne  inlc-gral,  une  expression  Ijilinèaire  par  rapport  aux 

(b'ux  couples  de  variables  (  «,  -y-)»   ( ''>  ~7~  )  '  Supposons  (|u'an  beu  de  se 

doniitr  la  val(Mir  de  u  sur  le  contour  C,  on  se  donne  une  relation  linéaire 

entre  u  et  — — .  qui  doit  être  vcnlicc  en  Inul    point  de  G, 
an 

(55)  H„-i_K^  =  I.. 

un 

\\.  K,  t'Iant  des  conslaiitcs,  ou  des  fnnciions  coiiiine'-  eu  <liai|iie  point  du 
<  oiiloiir,  ijui  peuvent  d  ailleurs  avoir  nu  iioiiibi'('  ([uelcoiujue  de  points  de 
discontinuités  sur  ce  contour,  cl  \.  mie  f<Mi<i  ion  donnée  sur  G.  Par  exemple, 

on  |teut  si;  donner  la  valeur  de  — —  (.'ii  (■Iia(|ue  p'iini  d.'  (1,  ou  la  valeur  de  // 

sur  certaines  portions  di;  G,  et  la  valeur  de  -p-  sur  le  reste  du  cnninui'.   i,a 

(In 

fonclion  sous  le  si;^ne  intégral  dans  la  lormnle  (5i)  sera  elle-même  connue 

si  les  eocffici(;nt<  di?  u  et  de  —  '•ont  ni  opoii  ionncls  aux  coeflicienls  II  cl  K, 

dn 

ce  (]iii   exige  (pie   riut('i;rale   i'  de   r((|nalinii   adjointe  \<''iilie   elle-même  le 
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long  ilu  contour  C  la  relation 

I  jG  )  K  —, r  (  H  —  rt  K  co«  -/'  —  h  K  cos  3'  )  =  o. 

(/il 

On  olitiontlia  encore  cette  fonction  c  en  ajoutant  à  une  solution  fonda- 
mentale \(x,y,  ;,  7j  une  intégrale  t'i  de  l'équation  adjointe,  régulière  à 
1  intérieur  du  contour  C,  et  satisfaisant  sur  ce  contour  à  la  relation 

/di>,     dy\  ,  ,,  II 

(    -; ': ;—      -f-  (fi  -f-   V  )(/  —  rt  COSa    —  6  COS  j    )  =  O,  /=— ; 

\  d/i         an  ]  '  K 

ce  qui  est  un  cas  particulier  du  problème  général  qu'il  s'agit  de  résoudre. 
La  connaissance  de  cette  fonction  v(T,y;  ;,  '1  j  permettra  encore  de  résoudre 
le  problème  mixte  proposé,  quelles  que  soient  les  valeur*  de  1.  dans  la  for- 
mule (55)  qui  exprime  les  conditions  aux  limites. 

'  »n  conçoit  ainsi  l'existence  d'une  infinité  de  fonctions  dépendant  de  deux 
couples  de  variables  (x,  y)^  (;,  r,  ),  dont  cliacune  joue  le  rôle  de  la  fonc- 
tion de  Green  pour  un  problème  aux  [imites  du  type  elliptique.  Ces  fonc- 
tions dépendent  à  la  fois  de  l'équation,  du  contour  C.  et  aussi  de  la  nature 
même  du  problème,  c'est-à-dire  des  coefficients  H  et  K.  Il  est  clair  que  ce 
sont  là  seulement  des  vues  générales,  qui  ont  besoin  d'être  précisées  dans 
chaque  cas  pailiculier,  et  il  peut  arriver  que  les  conditions  auxquelles 
devrait  satisfaire  la  fonction  (^  soient  incompatibles. 

Un  exemple  simple  de  ce  cas  est  fourni  par  le  Problème  de  Neuniann 
qui  consiste  à  déterminer  une  fonction  u(x,y)^  harmonique  à  l'inté- 

,,  •  ,  ,  I     ^'f  t 

rieur    a  un   contour,    connaissant    la   valeur   de   -r—   sur    le    contour. 

dn 

Soil  l'i.M)  la   \aleur   donnée   ilo  -j-  on   cliaoue    point  .M   du   contour   C; 

dn 

d'après  la  propriété  générale  e\piimée  par  la   relation  (  \?.)  (  n"  506j,  cette 

fonction  ulr^y)  m:  peut  exister  fjue  si  la  fonction  donnée  U'(  M  )  satisfait 

à  la  condition 


'>:)  A;ï.Mjr/5=^  o. 


Cela  'iuflil  pour  prouver  rpiil  nCxi-li-  p;i>>  di;  «oliiiion  de  l'équation  Ar  =  o, 

df»nl  la  (Il  ri\i'(;  normale  -j—  soit  nulle  <mi'  C,  et  qui   «oit   régulière  ù  l'inté- 
dn 

rieur,  sauf  dans  le  «lomainc  d'un  point  (  ;,  r,  )  qui  cl  un  infini  logarillimique. 

I^n  effet,  celte  fonction  v  serait  liarmonique  dans  !<•  domaine   limité   par  T. 

et  un  cercle  y  de  lavon  très  petit  o  di-iiii  du  point   i  ;,  r,  )  pour  centre,   et 

l'on  devrait  avoir    ;    ——  ds  ^=  <<,  puisque  -r— est  nul  sur  C.  <  tr  li-  calcul  lait 
,  /.,  dn  dn 

tout  à  I  Ihmhi-  prouve  que  cette  inl(''grale  tendrait  vers  ».- quand  ■:  tend  vers 
/.iro. 

Lorsque  la  condition  (  Jj)  est  vérifiée,  le  problème  «le  Neum.inn  se  ramène 


aSt) 
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au  problème  de  l)iriclilel;  n(iii>  nous  l)oineious  au   cas  frime  aire  à  con- 
tour siuiple.  Kii  i"ITol,  considérons  sur  le  contour  <!  la  fonction 


\(s)  =    r   {]'(M)c/s, 


lare  étant  compté  à  partir  dune  origine  arbitraire;  celte  fonction  V(.«  i 
est  continue  et  admet  une  valeur  unique  en  chaque  point,  d'après  la  rela- 
tion (57).  Soit  \iT,  y)  la  fonction  harmonique  dans  le  domaine  D  qui 
[Mcnd  la  valeur  V(5)  sur  C  ;  à  cette  fonction  y{x,y)  on  peut  associer  une 
autre  fonction  harmonique  U(.r,  y)  telle  que  V-r-fU  soit  une  fonction 
holomorphe  de  x  -\- iy  a  l'intérieur  de  C.  En  vertu  des  relations  générales 

du  n'  ;)().{.  on  a,  sur  ce  contour,  — —  =  — —  =  u  (M)  et   par  conséquent,  la 

an         ils 

fonction  V{x,y)  donne  la  solution  du  problènio  de  \cuniann.  Cette  fonc- 
tion n'est  déterminée  qu'à  une  constante  additive  près,  comme  il  était 
évident  a  priori  (\o\v  Exercice  12). 


COMPLEMENTS  ET  EXERCICES. 

I.  Déduire  la  formule  générale  (i3)  (n"  ."U7)  de  lintégrale  de  Gauchy 
(II.  n"29Ij. 

R.  Soit  \j {x,  y  )  -^  i\{x.  y  )  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  d'un 
contour  C.  En  remplaçant,  dans  la  formule  de  Cauchy,  x  |>ar  a-~bi. 
où  a  et  6  sont  les  coordonnées  d'un  point  intérieur  I'.  et  en  égalant  les 
parties  réelles,  on  obtient  la  relation 


L(^/,  0) 


m 


d\osr 


ds 


d\o^r  , 


en    <jb*eivant    que 


dz 


f/log/-         .  f/log/\    ...  ,      ,, 

; — -  —  I «5.    le    loni;    de    <>. 

.<  tin     J 


—  a  —  bi       \      ds 
Il    suflil  d'une   intégration    par   parties   appliquée   à    la   première   intégrale 

•If  1,0  ,      .  d\  dV 

pour  pai\enir  a  la  loi  iiiiile  (  i3  ),  aines  avoir  ri'iiii)lace  — ;-  par  —  — ;— • 

ds  dit 

2.  Démontrer  que  la  fonction  Via.  b),  représentée  par  la  formule  (181. 
résout  le  |Moblèine  de  Dirichict  pour  le  cercle,  en  s"a|)puvant  sur  ce  que  le 
second  meiiibi<;  C'^I   la  diUéifiice  de  deux  potcnlii'ls  de  double  couche. 

;{.    Di'rmontri.'r,  au  moyen  des  théorèmes  de  (lauchv,  fpie  l'intégrale 

■f.- J__      '       dn 
est  égale  à  l'argument  de  (  1 -i- a -H />/ 1,   compris  entre  —  -  et  —  -;  r  est 
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la  distance  d'un  point  du  cercle  de  rayon  un  ayant  pour  centre  l'origine  à 
un  point  (a.  h)  inttrieui-  à  ce  cercle  {cf.  p.   183-187). 

H.   On  cornmenic  par  établir  la  relation 

dz 


l  Log-     ^"^     =  -iTtt  Log(i-i-a;), 


où  ./•  =  a  T-  bL  l'argument  fie  z  étant  compté  de  —  -  à  -i-  -,  et  l'argument 

de  J -^  ./•  de  —  -  à  -^  -  •  Pour  cela,  on  applique  le   théorème  des   résidus 

au  contour  formé  de  G  et  des  deux  bords  de  la  coupure  joignant  l'origine 
au  point  ( —  1  ). 

i.   Montrer,   |)ar    une    inversion,   (jue    la    formule    de   Poisson    i\~)  peut 
'écrire 


U(«,  6)=  -^   f    /{•h)d<b\ 


'V  étant  l'angle  polaire  du  second  [)oint  de  rcnconlie  de  la  droite  l'.M  avec 
le  cercle  G.  Soient  P  et  Q  deux  points  quelcouques  intérieurs  au  cercle. 
z  et  p'  leurs  distances  au  centre,  d  leur  dislance,  D  l'oscillation  de  la  fonc- 
tion donnéey('i/ jsur  le  cercle;  on  a  l'inégalité 


2D 


I  Vy—  Vp   <  -^  Arc  tang  — 


Rrf 


[Darholx,  Bull,  des  Se.  math.,  .>/  série,  t.  \X\I\'.  kjio,  p.  287]. 
.-).  Exemple  de  M.  Ilddninurd  {noie,  de  la  |)age  i<,)8).  La  fonolion 

U    =    y  £l-  COS(-22''0) 
n  —  li 

est   liarinonique  à  l'iiiléiieur  du  cercle  G  de  rayon   un  et   si'   n'-duit   sur  ce 
cercle  à   une  fonction   continue  de  0,   ^   —  cos(  .a-"  0  ).   L'intégrale  doubli- 

./:/i<S)'-^^n-<'- 

étendue  ù  raiic  d'im  cercle  cr»ncenlrl*|iie  <lc  iiiv(»n  s  <  i,  u  |nnir  \aleur 


et  augmente  imlcfiniment  hiisqiie  z  lend  vers  l'imilé. 


•i38       ciivpiTiii:  wvii.  —  kiji  vTioNs  i.i.nk.muks  uf  tvpe  kixii'Tiqlf. 

6.  Soit  U(ar,  y)  une  fonclion  harmonique  dans  la  partie  du  pian  exté- 
rieure à  un  contour  G  et  régulière  à  iinllni.  Démontrer  qu'on  doit  rem- 
placer, pour  cette  partie  du  plan,  la  formule  générale  (i3)  par  la  suivante 

les  dérivées  étant  prises  suivant  la  direction  extérieure  de  la  normale. 

On  applique  d'abord  la  formule  (i3)  au  contour  formé  de  C  et  d'un 
cercle  1"  de  centre  (a,  b),  dont  on  fait  ensuite  croilie  le  rayon  indéilnimenl. 

7.  Calculer  les  polenlicls  de  simjile  couche 

I,  =    /        Qu'ail^  \o^r  d'I.  1^=    /        sin /(  6  log/' r/'I/, 

•-  0  •    0 

où /•  est  la  (lirtancf  des  deux  |>oints  de  coordonnées  polaires  (o,  oj)  et  (i, 'i/), 
n  un  nonibii'  entier  positif. 

li.  De  la  formule  classique  qui  donne  le  développement  de  Kog(i  —  ;;  ),  on 
lire,  en  posant  z  =  pc'*^,  où  0  =  6  —  tu,  et  supposant  ,'  <  i. 


log(  I  -t-  p- —  -20  cosO)'-  =  —  p  cosO 


cos  >. ') 


cos/j  0 


•2.  n 

log/'   étant    remplacé    par    son    développement,    on    obtient,    en    intégrant 

terme  à  terme,  Ii  — o"cos/m>j,   I,  =  —  —  o"sin«co,  si   ">  <  i .  On  aura 

/i  '  '  n  ' 

le«  valeurs  de  Ij  et  de  I)  rn  remplaçant  p  |>ar  -,  lorsque  p  est  plus  grand 

que  un.  I.e  potentiel  étant  ciuiliuu,  les   foiniules  subsistent   pour  p  =  1,  ce 
qui  donne  les  relations 


/       cos  «6  log-: 

«-  0  ' 

Jf        sin/ii  log    ■ 


y  —  U) 


.      6  —  (O 
S1U-: 


•  d'I  =  —  —  cos//  (0, 


■  d<li  = sin  /<  tu. 

\      '  n 


8.  W'rifier  que  les  seules  fonctions  F('I/)  vérifiant  une  relation  de  la  forme 


/""F(.i.)logj. 


d'l  =  KF(w), 


où  K  est  constant,  sunl  de  la  forme  .\  ci>s/i'I/  -~-  B  sin/cL. 


A*.   Ou  considère   le   potentiel  \\p,  to)=    /       V  {^)\o^r  d-l,  et,  en   cal- 

•^0 


coMi'Lt.Mii.NTs  i;t  i:\i:n(;if:i: 


uj<j 


oV 


culanl  — j   oii   démontre,   après  quelque;   tr;insforniations   faciles,   que   ce 

potentiel  salisfait  à   une   relation   o ^  \' =  C,   G  étant   constant.   Ce 

coeflicienl  doit  être  nul  puisque  \  est  nul  au  centre  du  cercle,  et  pai-  suite 
\'  e>l  une  fonction  liarmonique  homogène. 

9.  Calculer  les  |)otentiels  de  double  couche 

I       cosno do,        I       sin/io  do, 

Jo  '       '•  '        J^  ■        r  ' 

r  et  '^  ayant  la  signification  oi"dinaire. 

10.  Soit    U    une  fonction  continue  L  long  d'un  cercle   C  de   ravon    R; 
X  étant  laffixe  d'un  |)oint  intérieur,  l'intégrale 


\    ■  r  V  dz  I      r,.   ds 

I<  {X)  =  — .    /   ~ \j 


représente  une  foiictii^ii  Imloniorphe  île  .r  n  l'intiTieur  du  cercle  C.  dont  la 
partie  l'éelle  tend  vers  l  ,  lorsque  le  |)oiiil  ./'  leiid  vers  un  puint  dti  cercle  C. 

//.   On  obsei've  que  cette  partie  réelle  i;st  un  potentiel  de  double  couche. 
On  déduit  de  là  la  relation 


F( 


.)-Fr„)=|;  ruj^^  =  -^  ( 


d  Log^^  —  .r) 


U  "7 —  ds. 

}  -  U  .  ',  dx 


11.    Soient    u    et    c    deux     fonctions    harmoniques    conjuguées    dans    un 
cercle  C  ayant  pour  centre  l'origine,  Icllc'i  que  u  -+-  iv  =  F(  j).   Dc-niontriM- 

''u  Ov  ■     ,        r  •  1  •  •  • 

(lue  s  —  et  0  — •  sont  aussi  îles   lunclions  liarmonniues  coniu^uces,  et  que 

l'on  a 

Ou         .     di'  „,  ^     ^ 


Oo 


ôo 


\'l.   l'roblcnic  de  Neuniann  /lotir  le  cercle.  —  Soit   in  a,  h)  une  fonc- 
tion harmonique  dans  le  cercle  C  de  rayon  R,  avant  pour  centre  l'origine, 

dont   la   di'iivi'C  -;—  oriMid   uui;   valeur  donné-e   en   chaiiue   point  de  (',.  (elle 
du 

C  'l'i    ,  .  ,  .  .  . 

n"c'     /    ——  ds  =^  o\  v{a,  /^i  riant   la  lonclioti  cou  u:;iiec,  posons 
,  Y  du 

/{x)  =  u  ^t-  i\',         X  =  a  -h  iù. 
On  a,  (I  ajjié-;  l'exeieice  11, 

au         .     d\>  .,  . 

p \-  10  —   =  xf  {  X  ). 


ajo       ciiAPirui:  wvii.  —  kqlations  i.ini:\iiu:s  dv  type  kllii'tioui:. 

-  R 


l.a   |iarlio   réelle   de   la   foiicliori    lioloiiiurplie  xf'{x)   est  égale  à  —  R  — 


Mir  C;  on  a  ilonc  (  Iix.  10), 

xf'(x)  =  -    I    -, ^ ds,        /  (x   =  -    /    -. ^ — 


ds 
.  c(ii  dx  ~     •    ■        _  j^    ^in  ^ij. 

et,  par  suilc, 


f{x)=   ^-  I  ^  Log(^  —  X)  ds. 

En  prenant  la  partie  réelle,  un  ubtient  la  formule  de  Diiii  qui  représente 
dans  le  cercle  la  fonction  harmonique  cherchée 


I      r  du 
u  =  -    I    ——  10  il /•  ds 
-  J,_  dn     = 


On  vérifie  aisément  ce  résultat  en  s'appuyant  sur  les  propriétés  des  dérivées 
normales  du  potentiel  de  simple  couche  [n"  338,  formules  (5.i)J,  ou  sur  les 
formules  de  l'Exercice  7.  (  Voir  un  article  de  M.  Tommaso  Boggio,  Rcalc 
Accademifi  délie  Scienze  di  Toriint,  1911-191'.) 

l;{.  Généralisation.  —  Déterminer  une  fonction  hannuiu(|ue  ?<'dans  un 
cercle  G  de  rayon  R,  telle  que  l'on  ait  sur  ce  cercle 

—  u :=  U         (fonction  donnée  sur  C). 

H  da 

[TOM.MASO   li0G(iI0,  Ihid.] 
H.   Soit  u  la  fonction  linrmoiiique  égale  à  U  sur  C;  on  dnit  avoir 

au  -+-  0  —  =:  K  «, 

'    ''? 

car  les  deu\  membres  sont  des  fonctions  harmoniques  égales  sur  (i. 
Soient  v  et  v'  les  fonctions  harmoniques  conjuguées  de  u  et  u  respecti- 
vement: on  peut  supposer  aussi  que  l'on  a 

av'  -i-  0  —  =  Ri". 

'    ''? 

Soient  u' -\- ii^'' =/(z),  u  -r-  ii'  =  l' ( z  ).  Un  déduit  de  ces  égalités  que  la 
(ouri'ion  f(  z  )  satisfait  à  léquatinii  dillV-rcnl  ielle 

af^z)-^zf'(z)^-  RlM^), 

qui  admet  une  solution  holoinoiplie  dans  C,  pourvu  que  a  ne  soit  pas  un 
nombre  entier  né-^'atif. 

I  i.  l'ruhtème  de  Dirivhlel  /tour  une  aire  annulaire.  —  <Je  problème, 
dont  on  a  déjà  indiqué  une  solution  (n'olO),  a  fait  l'objet  d'un  travail 
étendu  de  M.  \  illai  1  Remliconti  del  Circolo  niatemalico  di  Palermo, 
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t.    XXXIII,    1912,    p.    l'ij).    La    limction    «le    (jreen    conespondaiile    pout 
s'exprimer  assez  simplenienl  au  moyen  tie  lian«cen<laiiles  cllipliqnes. 

Soit  D  le  domaine  eontpris  entre  ie«  deux  cercles  C,  C  de  ra\on«  i 
et  R  >>  I .  ayatii  pour  centre  l'orij^ine  dans  le  plan  <le  la  varialde  c-.  En 
posant  II  —  i  Lnu'c.  on  t";iit  correspondre  au  cercle  <]  l'axe  réel  ii,»n-  le  plan 
<le  la  variable  //,  au  cercle  (!'  une  parallèle  à  l'axe  réel  d'ordonnée  logR, 
et  à  la  couronne  circulaire  correspond  la  bande  indéfinie  D',  de  largeur 
loi,'H,  comprise  entre  ces  deux  droites.  A  un  point  de  I)  coirespondent 
nue  infinité  de  points  de  la  l»ande  D'  qui  ont  même  ordonnée  et  dont  les 
abscisses  forment  une  progression  arithmétique  de  rai-^ou  ■?.-.  Considérons 
le  système  de  périodes  Mo  —  .>-.  >. to'  =  xi  log  K  ;  e'i,  e-i,  e^.  :,'.>•  A's  sont  réels 
et  les  fonctions  7.  ^i,  ji,  3":),  lormées  avec  ces  périodes,  sont  représentées 
par  des  développements  en   séries  entières  à  coefficients  réels:    r  est  n'-el, 

ainsi  que  -^  {voir,  \ydv  exemple.  T\nm.rv  et  Moi.K.  Fonctions  clli/iliqiies, 

I.  I,  p.   188  et  suivantes;. 

Soit  oL-r-'ii  un  point  pris  dan^  \,\  bande  D'.  Le  cpiotient 

j{l/  —  X  —  j  t  ) 


a  un  nioduli'  i:;;il  ;i  i'uiiilc  lorsi|ue  u  décrit  l'axe  réel:  il  c-t  Ind'iniorphe 
dans  D'  et    ny  aiimet   pas   ci'nulres  zéros  que  les   points  a  —  3  i -+- j> /. -.    I,e 

pi'oduil 

i'.'ir.iii   ^  I,   ■ 

'   '     ji  U  —  a  —  il  ) 

possède  aussi  ces  propriét«''S,  mais  île  plus  on  voit  aisément  que  celte  fonc- 
tion admet  la  période  7.(0  —  .»-  en  tenant  compte  de  la  relation  entre  -^ u 
cl  j{ii-^ii>j).  I.e  module  de  cii // 1  reste  constant  lorsque  u  ilccrit  le  bord 
supérieur  lie  \\\  bande  D'.  l)'après  les  lelalions  u^t'-néiales 

r  (  /'  —  lu)  =  f'O  "  ^oj'  ^,  //.  //.i' —  /  oj  =  —  /, 

■Jt 
ou  a,  en  ellel, 

o   -^z—  s'a  (  »  —  a  —  i  /  ) 

-^(  Il  -^  «>  \  ^  e   ?f    "  '■   ■    , 

:'.(  Il  —  x  -:■  'in 

tl  comme  !(•>  (:oeflicieiil>  de  7;  <oiil  réels.  le  mo<lnli"  de  •;,(//-•-(.>')  est 
égal  à  <?"  ?  lorsque  u  est  rcfl.  (^ehi  iiiiiii.  posons  i-  =  l.og  |  01  //  i  ]  ;  loisque  ^ 
•  léciil  un  contour  Ici  un-  dans  la  couronne  I),  u  augmente  de  -ikT.,  o(//\ 
r<!prend  sa  valeur  initiale,  et  la  partie  réelle'  de  c  l'st  une  fonction  uni- 
forme des  xariabic^  ./•,  )'  dans  ce  domaine,  (pii  est  iniile  -ur  (!  et  égale 
.1  —  3  sur  '!'.  I)"iiilleurs  la  fonetion  v  n'admet  qu'un  seul  point  -ingniier 
log;n  il  bmiqiic   dans    I>,  le    |)oiul   t?-''*"*"?''  ^  e?-*' .  lui   ajoutant  à   la   partie 

3 
utile    de    r    la    jiaitie    nelle    de    - — '-— -l.ogc,  ou    a    la    loncliou    de    Gicen 

demandée. 
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CHAPITRE  XXVIII. 

h'OXCTioNS  llAI!\|()Ninri:S  1)K    TKOIS    VAKIAHLKS. 


I.  —   i'i;(»i!i.i:  M I.   hi;   !>ii;i(.iiLi;r   h\N>   i."  i.si' \cr:. 

o2o.  Propriétés  générales.  —  L;i  (léliniliou  des  f'orictious  liar- 
iiiuiii(|ii('s  >  ('leml  iiiiiim'mIkiI('iih-iiI  ;ui\  roncLif)ns  de  Irois  varialiles. 
.\(Mis  dii'(Mi>  (jii  mic  liiiiciioii  //!./•.  ('..:;)  de  ifois  \  anables  .r,  j',  c 
csl  harmonique  dans  un  domaine  IJ  de  I  espaee  si  elle  esl  réi;ii- 
lière,  c  esl-à-dire  conliniie  ainsi  que  ses  drriv(''es  partielles  jusf|iraii 
second  ordre,  el  si  les  dérivées  |i;iilit'll(\s  du  second  ordre  \éri- 
lienl  ré(|u;ili(in  de  Laplace 

à-  Il        0-  Il        d-  a 
l).T-         O)--  Oz- 

iii   loiil    poinl  de  ce  diuiiiiinc.    I,,i   lomlion   -■,  où   /■  e->l    l;i   dislancf 

lin  |)oiiil  \  iii'iid)l('  M  (  .r,  V,  3  I  à  un  point  (ixe  \*t  a.  />.  c  l.  est  liaruio- 
Miipi"'  d,iu-   loiil    douiaïue   ne   renleruiaiil   p;is    le    point    I'.    ri    celle 

lonction    ptiif  le  nK-nir  nde  (pu'  loi;  -  dans  lu   llu-oiie  de   I  ('(pialion 

;i  deux  \arial)les.  Les  d(''i-i\ées  partielles  de  celle  lonelion,  soil  par 

rap|)orl   au\  varialdes  ./ .    y.  z.  s(»il   par  rapport  aux  paramètres  r/. 

/;.  c,  son!  Iininonnpics  d.ins  le  un'me  domaine,  cl  d  en  esl  de  même 

dr  toute  «HHulunaisou  lim-aii'c  de  ces  d»'Ti\  i'e>.  dont   les  coel(icient> 

1  •  I  I  11  II-  .        roso        , 

son!    inilcp('nil;inls  de  ./ .    r.   ;.   l'in-  exemple.    I  e\|>res>i()n  — —'  on 

•i  di''sij;ne  I  an^h'ile  l,i  dii-ectnm  l'M  avec  une  dircelu)a  tpielconcpie 
issue    de    P.    e>l    une    lonctnin    li.uinonupie.    car    elle    est    ('liale    à 

\,i    den\('-e    de   -    pri>e    s(ii\;iiil    l.i    diicclion    c(»nsideree    cpiand    oti 

re";ii(le  -  comme   lonetH)n   de>   eoi(|oun<'e>   (//.    //.   ri    dn    noinl    I'. 
/•  ' 

iJe  même  — — ^>   (tu  'l  esl    I  an^le   de   la  direction   Ml*   a\ec   une 


1.  —  i'Ri)Bi.i;.\ir.  m:  ihrm  iii.i;r  dans  i.  i:sr'ACi;.  ili 

(lireclion   fixe,   Midépendanlc  de  M,   est   encore  liarnioiii(|iie,   car 

0  càl  la  d(''ii\ée  de  -i  considérée  comme  loiiclion  de  ./•,  t,  z.  prise 

sni\ant  celle  direction.  I^es  propriétés  des  fonctions  harmoniques, 
dédmics  de  la  IJK'orie  du  polentiel  ou  de  la  lormide  de  (îreen, 
s  élemlciii .  <i\cc  (pirlcpies  cliani;emenls  faciles  à  reconnafirc.  aux 
(onctions  liarmoni(pies  de  liois  variables:  on  se  hornera  sou\ent 
à  quekpies  indications,  en  aissant  au  lecteur  le  soin  de  développer 
les  démonstrations,  tout  à  fait  pareilles  à  celles  des  n'"  oOo-o07. 
Au  contraire.  I.i  lliéoriedes  fonctions  analytiques  d  une  \anahle 
complexe  el  la  llu'-orie  des  tiansformations  conformes  nont  pas 
<i  analogues  (piarid  on  passe  de  deux  à  trois  vai'iahles.  Tonte  (onc- 
iKin  liarm(ini(|ue  se  chani;e  en  uiir  Ioik  lioii  iiannouMpie  «piaud  on 
remplace  ./•.  )".  r  pai"  /,./•.  /  i'.  /,z.  cpiand  on  cllccliic  sur  ces 
variables  une  substitution  orllioj;oiiale  (picIcoïKpic.  ou  (piand  on 
change  .r,  t.  r  en  x-\-a.y-^f}.  r -i- c  respecliv  <'iii(miI  :  la  \(''rdi- 
calion  est  iiuiiK-diate.  De  même.  >i  l  (.r.  r.  r  )  e>t  liarmouMpie.  i.i 
fonction 

,         '  U(-^-^ ,^  -r-A .'  -^-^. ;) 

01  aus^i    lianiioiiKpii'  (  '  I.    Imi   (■oiiibinaiil   les   I  la  iis|(iriiial  ion>   |ut'"- 
cédentes.  ou  oiiln'iil  toutes  le>  traii>bti'mal  ions 

X  =/iC.r,  r,  5  I.        \  —/.^[.r.y.  Z).       'L  —  f-^ir.  y,  z  k       \]  —  o(u,  r,  y,  z) 

par  lesquelles   léujualion   Al    =o  se   cliau^e   iii    uni'   •'•(|uatiiiu   de 
même  foiine  {'-)  \ii  =  o. 

On  a  \u  (11"  *)OIi)  (pie  le  |)olviiome  li.ii  iiniinipie  et  lioiiioi;('ne  le 
j»lus  j;é'm''ral  de  de|^i(''  //.  à  deux  \arial)lr>.  d('|H'iid  de  (leur  con- 
stanle>    arbitraires.    Ln  polynôme    liomoi;t'iii'   de   dei^ii'   //   à    trois 

\arial»le>    rciilciiiic    coeilicieiits  ;    m    rciivaiit    iiiiil 

}. 

^alislail   a   I  (  (jiialiini  de  l,a|)lace.  on  établit  ; relatii>ii>  entre 

,., .    .                . .                 ,           (  //  —  I  M  /<  —  •>.  )  —  /J  (  //  —  I  ) 
ces  C(;elli(ieiil->  :   il   ic^lc  ddiic  =  •*- //  -+-  l 


(')  Celle  piopnéli- csl  duc  à  Lord  Kelvin  [Journal  de  l.intnlllc.  l.  \  (  i"  strric  ), 
1S45,  p.  3f)^].  On  la  diriioiilr;;  ;iiséminl  .m  ihummi  de  I  iiiu.iliuii  de  l,a|)laci'  ou 
coordonnées  polaires  (I.  [>.  iV)). 

(-)  I'aim.kvk.  Mémoires  des  f'ncultc-i  df  l.illi-.  t.  I.  i^iSj,, 
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cocllicienls  arhiliaires.  On  peut  encore  le  \»)ir  en  (»bservant  que 
ré<Huaion  (le  f.a|)laee  et  celles  (|iron  en  (U'-chiil  par  dérivalions 
[leriiicl  Iciil  (rf\|triin(r  loiiles  les  ih'-nvf'es  doixlre  //  au  rnovea  dr> 
(li'iiN ('-es  <le  cel  ordre  où  .r  ne  (iji^ui'e  pas  ou  (ii;ure  une  seule  lois. 
Dans  un  polvnonie  liai  inonupie  lionio^i-ne  d'ordre  /i.  on  ne  peut 
clone  elidi-'ii'  ariii  I  raiiemen  I  que  les  eoel  lieienls  des  termes  ne  ren- 
lerinanl  pas  .f  ou  renlernianl  x  an  [)reniier  deyr»';  h'  nombre  de 
ces  termes  est  bien  égal  à  m  ~r  i.  Ces  polynômes  barmoniques 
Vn(.r,  j^,  z)  peuvent  se  déduire  des  dérivées  partielles  de  la  fonc- 

lion   liaiiiionKpie    _  l'.n  ellel.   lonles  ces  dérnt'es  sati>- 

font   aussi   à  I  équation  de  La|)laee.  el  nue  déri\ée  d  oiilre  n  e-l  de 

_// — 
la    l'orme  V/,(.r,    )',   z'){x- ^  y-  -^  Z'  )        -,    \',j,r,    r,   z^  étant    un 

polvnoine  Injuiogène  de  degré  // ;  la  lonehoii  liarmonique  ipiOn  en 

dc'duit   j)ar  la  translormation  de   Lord    kel\in  est  précisément  le 

pplvnome  \n{x,  )',  z).   fous  ces  polynômes  se  réduisent  à  m)  4-  i 

polynômes  linéairement  distincts,  puisfjue  le  nombre  des  dérivées 

|iailielles  d'ordre  n  lim'aireineni   dislineles  d  une  lonction  liaiino- 

ni(|ue  »■>!   é;L;;il    à    •>, //  -^  i.    Pour   ii  ^  i.    i'..   .1  on    a   l'e^peeln  eiin-nl 

\  ,  (  .r,  ^',  c  j  =  X,  X  4-  l-iY  -T-  À-,  -, 

\i(x,  y,  z)=z  Xi(.r* —  Z-)  H-  /.,(  j'-—  z-  )  —  l-iXy  -r-  Ài./--—  À;ij-, 

Va  (  j*,  _7,  ::  )  =  X 1  (  y^  —  5  xy-  )  --  \i i  x^  —  3  xz-  )  -i- .  .  .  -h  X7  xyz^ 

les  coellieients  /./('laiil  .irhil  raires,  et  les  terme>  non  é-erit^  dans  \  .t 
se  (b'dni^an!  des  deux  preniiers  par  peinin  lai  ion  eirmlaiie. 

i)!20.  Potentiel  ne-wtonien  de  simple  couche.  —  r>a|)pelons 
d  abord  (piebpies  tiélinilions  relal  1  \  es  aux  ^ll^la(•e■^.  (  )ii  dit  (niun 
])oinl  .M„(.^„.  )'„.  r„j  d  une  siirlace  S  est  un  jxnnt  ordinaire  si  les 
coordonnées  (  .r,  j",  z)  d  un  point  \oisin  M  de  S  sont  des  fonc- 
tions j-^f\ii,  c),  yr^'^iu,  r),  :;z='L(//,  c)  de  deux  para- 
mètres //.  e.  continues  et  admellani  Ae-^  déri\(''es  paitielles  du 
premier  ordre  conlinucs  dans  le  \oisinai;e  du  svslème  de  valeurs 
(//„.  Cq )  qui  correspond  au   point   NT,),  et   si  de  plus  les  trois  jaco- 

,  .  1)(  )-,  Z)     \){z.  X)     \i(x,y)  ,  I     -   I     <•   • 

Incii--  -7-^ ,  — ,  — — — :^-^  ne  sont   pas  nuls  a  la  fois  |)oiir  ce 

l)(«,  V  »     \)i  a.  V  )     \)( II.  c  )  '  ' 

système  de  \aleiiis.    l  ne   portion  de  smlace  est  ilile  /<'i; itlir/'C  si 

elb'   ne  lenleinie  cpie  des  points  ordinaires.   Les  surfaces  donli 
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sera  question  dans  hi  >uilt'  ne  sonl  |i:i<  lnreiMiieiil  anitl  \  I  unies, 
inais  nous  suppctserons  loiijotirs  qu'elles  se  ('Oiii|t(iscnl  d  un  nonil)i<,' 
fini  (le  porlions  fie  surfaces  réijnllères.  Elles  peuvent  avoir  un 
iiouiliic  fini  dan'-ies.  sui\ant  lesquelles  se  rejoi_i,^nent  deiw  nappes 
de  Mirtace  l'éiiulières  avec  deux  plans  tangents  di>lin(l-.  el  un 
n(»iid)re  fini  de  points  sini;uliers  isoles,  eoinnie  des  points  conupies, 
on  des  sommets  où  aboutissent  j)lusienrs  ariHes.  Il  est  clair  qu'une 
intégrale  de  surface,  étendue  à  une  surface  (\o  cette  nature,  a 
toujours  un  sens  si  la  Ibncliou  sous  le  sii^ne  d  intéi;ration  est  eon- 
liiinc.  on  si  elle  esl  discontinue,  en  restant  hornée.  en  certains 
j)oinls  ou  le  long  de  certaines  lignes,  en  nomhre  fini.  Par  exemple, 
>i  la  lunclinn  m»us  le  signe  iiili'-i;!al  di'pciid  de  la  direcluui  de  la 
normale,  elle  est  discontinue  le  long  des  arêtes,  mais  si  1  on  a 
clioisi  une  direction  déterminée  pour  la  normale  sur  eluicpie  por- 
linn  de  suilace.  I  inlé^rali'  dniililc  a  nue  \;deiii-  lime. 

S(jienl  ï!  une  surface  de  resf)èce  con-<id('rée.  fermée  ou  non, 
mais  siiui'-e  tout  culicre  à  distance  finie,  el  'j.  une  fonction  continue 
sur  1.  L  iiiléiîrale  étendue  à  celte  surface 


(■^-) 


\  (  a.  />,  c,  =    ^     I     ''-  d-, 


où  /•  d('"sigue  la  di-lance  duii  puinl  M  de  ï  à  un  pctiiil  fixe  I*  de 
coordonnées  i  n .  h.  c).  est  un  prttciil ici  navloiucn  de  simple 
coKclii'.  ()n  dcmonlre  comme  au  n'  .")().'i  cpu;  \  (^/,  I),  c)  esl  une 
foncliDii  liainKiiiHjue  des  ci)()i(l<  miK-e--  yn.  //.  r'),  dan--  loiil  do- 
niaiiic  I)  n  avant  aucun  poinl  ((imiiiun  a\ec  1".  cl  ifii  cllf  es/  enii- 
I iii lie  (1(111  s  Iniit  l'csiKiee.  Il  suffil.  poiii'  t'-laMir  ce  deiiiier  |t(»iiil, 
de  pi()U\ci-  (MIC  riiil(':;rale  (  '».  i  e'>t  iinilotiiHMncnl  ciin\  eii;ciile  dans 
le  dniriaiiic  de  lonl  poiiil  M,,  il<'  ï  i  n"  oOi  ).  .Sup|m^MU>  (pie  le 
|)oint  .M„  ("'"l  un  point  ordinaire  de  S:  prenons  ce  p(unt  pour  ori- 
j;ine  et  la  nfuiiiale  pour  axe  des  z.  Soit  ï  une  pdilion  de  1  enloii- 
raiil  M„.  (pu  n  ol  renciuilrce  ipi  en  un  poiiil  |i,tr  une  parallèle  a 
Taxe  (le>  r.  el  >e  |»idjelle  ^ur  le  plan  de-  .rv  a  I  i  u  tcricn  |-  d  uiu' 
courhe  feiiné-c  •' enlouraii I  I  online.   Liiilcgrale 


V,..  A,  e    -    '     '       -•'-     I      I  ^^^y-^P^-^r-^l'jhi 


)»  ^.  I    y  ^  /.  r--^t  Z       '  c  >« 

étendue   a  la  poilioii  du    |>laii  des  ./•)'  inierieiii».'   a   la   i ouilte  ''.  e-l 
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inh'lM'iiif  en   \  iilctli-  ;ili<()|iic  ;"i 


M  (l(''M^n;iiil  une  Iniiilc  sii|>t'Ticiii'('  de  \'j.^/i-f-p--{-(/-\  sur  iiiic 
[lorlioii  (le  ^  renfciinanl  1'  .  Si  Ton  passe  aux  coordonnées  polaires 
on   posaiil  ./■  =  r/ -:- p  cos'^,  i' = /> -^  o  sin  :;,  on   \()it   <|ne  la  valeur 

al»si)liic  (le  \    1  ,■/.  //.  (■  I  (-s(   plus  ptiilr  (pic  I  iiiI('i;imIc  M    /     /   d'.  d^. 

et  |)ar  c(iiis(''(piciil  plus  pcl  ilc  (pic  >,  r:  M  /.  ^i  la  coiirhc  *'  est  siiucc 
hiul  cnlicrc  à  I  iiilcriciir  d  un  cercle  de  diaiiicire  /.  (  .c  iioinlu'c  / 
pouxaul  t'ire  j»ns  aussi  pclit  (pi'oii  le  \ciil,  \\  en  est  par  Mille  de 
nuMne  de  \  j.  l-a  d(''iiionslralioii  s  ('leiid  racilciuenl  au  cas  où  lo 
poml   M||  serail  silin-  sur  tiiie  coiiilic  doiihic  de  ï. 

En  delioi-s  de  -,  \  \a ^  /y,  c)  esl  une  fonclion  aiiah  liijiK'  de  a, 
b^  r.  Comme  on  peul  prendre  pour  oiii;iiie  iiii  point  (pielconipie 
en  deliurs  de  i^.  il  nous  siiKira  de  démonli-er  (pie  l  peut  (Hre  d(-\e- 
Joppé);  en   série  entière  siil\aiil    les  piiis>anccs  de  a.  h,  c.  lorsipie 

I  online    est    eu    d(diois   de   1".    La    loiiction    -,    où   ,r.    )',    r-    sont    les 

/■ 

coordoniK-cs  d  un  point  de  1'  c-j  une  loiiclioii  Indoiiioi  plie  de  a. 
II.  c.  dans  le  \  oisiiiai;c  des  \  alcuis  a  :=  h  ^  ^  c  ^^  o.  Consid«''rons  ccs 
\aiial)les  comme  des  \  a  ri  a  Mes  complexes  :  si  le  module  de  cliac  une 
<l  elles  esl   i  ii  l('iicii  r  à  p,   le  module  de  /-  es|   su  pi'iien  r  à 

■'-■■  "+" .>'"' -i-  --  —  '^^ ? f  I •■^ I  -^-  ! . >■  I  -f-  !  - 1 1  —  '>,'-• 

l.e  iiomore  s  a\aiil  ele  (  lioisi  as^c/.  pclil  pour  oiie  I  expression 
pr<''C(''denlc   ne   s  annule    pas    lors(|iic   le    point  i  ./•,    i  .    ri    di-cril    ï. 

la  l(nicli(Hi       des  \arial)les  complexes  a.  h.  c  esl    liolonioiplic  dans 

le  domaine  pr»''C(''drnl .  cl  sim  nioiliilc  icslc  inltùieiir  a  un  nmnlirc 
posilil  M  (pndle  (pic  soil  la  position  du  point  (  ./'.  i  .  r  i  sur  ï.  l'ar 
c(>ns('f|ucnt.  si  l'on  d»''\  eloppc  celle  loin  lion  eu  s('iie  cnlicrc  sni- 
\ant  les  puissances  de  a.  h.  r,  les  iiKidiilcs  des  cocKicicnls  seront 
iiii(''riciiis  (  II.  n"  3,*)^)  aux  cocllicicnls  corrcspoiidaiits  du  dc'xclop- 
pciueul  de 


<-7)('-?)(-^; 
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ilfilf,  S('ri(.'  est  (Iciiic  imiloiiiKiiifiit  coin  «'r^(Mi(<*  l(tis(|iic  le  |i(iiiil 
(.r.  V,  ^  I  «le'ciil  1,  |)()iii'\  Il  (iiir  \c^  \  ii  leurs  ;il)S()lues  cl('  o .  h,  r  soi  ml 
iiilcricmcs  ;"i  z.  \a\  iiiiil(i|)liaiil  Ions  U's  Ininos  p;ir  'j.(.r.  y,  z)  et 
inU'm'anI  tenue  à  terme  le  long  <le  ï.  on  ol)li<iil  pour  \  (a,  b^  c) 
une  sri'ie  enlière  ordonm-e  >iii\;iiil  l('>  piiissiinces  de  ii.  h.  r\  ce 
«jul  (lémonti'e  l;i  proposilutii. 

Il  est  essentiel  «le  rein;ir(|iifr  (jui'  crlir  |)ro|in('li'  ii  c-l  |)ln•^  vraie 
[loiir  un  |)oiiil  (le  S;  <le  part  et  il  aiilre  d  une  [lorlioii  de  celle  siir- 
lace.  \  i  (( .  h.  r)  re|)r('sente  deux  fonclioiis  anal  \  lupus  di-iliictes, 
ipii  ne  sont  pas  le  prolon<;einent  analvlupu'  I  une  de  iaiilie  (piand 
«m   lr,i\erse  eette  surface.   Par  exeiuple.   dans  le  cas  où  ï  <'sl   une 

sphère   de   ravon  R,  si    l'on    a   a=  i.   à    I  inU'rieur  de   la   >phère   on 

i>  •-' 
a   V^  ='17:11,    et    \    =  "î— — 7-  à    re\l<''rieiir.    1/   (•laiil    la    di^lancc    du 


poinl   l'aiicenlre.  La  <Jisconhnuil(''  des  dt''n\  ('■<■-   paiiodles — .... 

(piand  on  Iraxerse-,  explique  Itieii  ce  résiillal  [  roir  ii'rMîS). 

Pour  (•liidier  le  |)Otcntiel  \  (//.  h.  c)  lors(pie  le  poinl  I*  sTdoigne 
iiid(';linlnienl,  il  siilïil  <rinler\ertir  le  rôle  <les  deux  svslèmes  de 
variables  (x,  y,  z)  et  (a,  b,  c)  dans  le  rais<uineineiil  pii'c.-denl . 
Soil  S  une  s|)lière  de  ra\on  z  a\anl  pour  cenlre  I  orii;ine.  e|  con- 
leiianl    à    rintéiieur  la    surface   ï:    le   point    I'  ('laiil    exh-iieur  a    S, 

<  oiisid(''rons  -  cfunine  lonclioii  di-s  variables  complexes  .i\   y,  z.  les 
/•  ' 

modiile-N  de  ces  \aiiahles  reslaiil    inb-rieurs   à    z.  I)ans   ce  domaïue, 
le  uhmIuIc  de  /-  re>le  siip('Mieur  à 


ai  -i-  //2  +  c"-  —  •/  p  ;  l'a  I  4- 1 6 1  -4- 1  c I  ;  —  ;  s2 

;|«|„p;2_^;|/;|_,;2^;|o|_p;î-(;o-^; 


"1    I  on    su|)poM'    le    poinl    I'    a.    h.   r  1    a    I  e\lei  leur   d   une    >pliere    S  . 
conceni  l'icpic   à    S,    e|    de    ra\(Ui     W  t=-.    >  z  .    on    \oil    aisi'iui'nt    «pie   ce 

module    esj    >u|)(''rieiir   à     l;-.    l'ar    ^iiile.    I.i    Iniiclioli        de-    \.irial»les 
1  i  / 

complexes  ./',    r,  r  <'sl   ludimuMplie.  ri   xui   iiiimIuIc  ic-|r    |ilu>    pelil 

ipi  un    nombre    po^ilil    d«''lerini  m-,   ipielle   (|ue    -oil    la    po-^iluui    <lu 

point    I'  en   (bdiors  de  S',   lor-ipie   le-   modules  Ar  .r.     r.    r    -oui    iiile- 

rieiirs  à  z .  <  )n  en  concliil   cpie       peiil    ("'Ire  di\eloppee  en  une   scnc 

entière  ordonnée  siinanl   les  puissances  de  ./',    )',  ::,  el    iiiiijornir- 
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ment  corHcri^n'nti',   loiS(|iif  Ir  poiiit  (,/.    i'.  Z)  (l(Miit    l;i  ««iirliice  1 

(31  -  =     ,  -^  X  A „,„/,. r"'r"  c/', 

li'  roc(Tiri(Mil    \,„„/,  ;iy;inl  |)(Uii-  cNiH-cssioii 

à'"  ""^/'      /  I 


I —  ,  yn+n-^i> 


Oa'x  f)b"  >)(■/'  \^/a-i  -t-  A2  ^  c^J  /n\  n\  p 


lui  iiiiilli|)ll.iiil  lo  (IfiiN  luciiihro  (le  lii  rormulc  (  •>  )  pai'  y. (./•.-)■.  z), 
v[  iul('';^iaiil  leiinc  à  terme,  on  oUlicnt  un  (l(''vel(»|)|)cmeul  <!•• 
\  (  a,  ^,  c)  cnii  csl  v;iliilil<'  |((  Il  II-  huile  [lo^il  ion  du  |HMnl  I'  ;"i  I  ex  lé- 
rien  r  fie  S' 


(îi    \  I  (I.  h.  r)=  ^       -t-  ^  V>nn,n  r, =^   ]' 


T) 


(  >  cl  Wiinip  «'l'inl  Av<  cocriicicnl-'  roiislanis.  (Jn  ieniai(|ii<M'ii  (jut- 
Idiis  \r>  Ici'iiio  lie  ce  (l(''\  ('lopiiciiicn!  -<(iiil  (les  fondions  liar- 
iiioniiliies    (le  tl,    h.    c.    et.    (|iie     le    eoetlieieiil    <  )    e^l    {'••j:^,\\   ;"i    I  inli'-- 

liiale    /   /  'J.iH.  (''tendue  à  ï. 

Les  mêmes  calculs.  a|)|)li(|U(''s  au  potentiel  lo^aiillimi(|iie  de 
simple  couche,  promeut  f|ue  c  e^l  une  lonclion  analvlupie.  mais 
le  d(''\  elo  p  peine  ni.  pour  des  \  a  leurs  lr("'s  ^i'aiide>  de  »■/.  A.  commence 

par  lin  leriiic  en  ()  lo^l  yV/-  -{-/>-  ). 

')^7.    Potentiel   de   double   couche.  Soil     \l\     une    direction 

delerininee  -iir  la  noniiale  en  clKupie  poiiil  M  d  une  siirlae(!  1', 
\arianl  d  une  mann-re  (  onlinne  a\e(  hi  po^ihon  iln  poinl  .M  >ur  la 
surface  enlM-re.  (ui  sur  (  luupie  poilntii  de  surface:  «ippelons  'j 
laaj^le  de  la  direction  MNavee  la  direction  MP|oignanl  le  point  M 
au  p(jinl  I'  de  (dordoiuK^es  {^il,  h,  (').  (  )ii  d(''inoiilre  comme  au 
II"  ')(C)  (pie  I    iiili''i;i;de  doilhie 


(  ".  )  w  . 


Cl'  A-) 

tl,    t).   c  }  =^     I       I        'J.   •-  (fj    —      t        1      \i-  ; «^, 

.'     .',v,'  /•-  J    ,  (fit 


OÙ  'J.  e-^l  nue  fonction  fpii  varie  d  une  maiiK-re  coiilinue  a\cc  la 
position  du  |»(uiil  \l  -iir  ï.  e>l  une  tonclioii  li;i  rmoii  npic  des  eooi- 
(hmm'-ex  du  poinl  1*.  ijini-,  loul  dniiiaine  n  a\  aiil  aucun  poiiil  coin  uni  ii 


I.    —    IMUtllI.KMK    Di:    lllUIcm.l.l     DVNS    I.  ESl'Al  K.  H'.t 

;i\cc  -.  ()ii  il  iIdiuuî  ;"i  celle  fftnctioii  le  nom  i\r  potciilifl  de  cloiihli' 
couche,  ein|iriinlé  ;i  lii  lln-mie  du  M;ii;n<''lisiiie.  C  esl  ;iiis>i  une 
fiiurlion  aniilylifine.  Pour  le  dénioulrer.  plaeons-nous  dans  le> 
mêmes  conditions  (|u  ;iu   numéro  préeédent;   nous  pouvons  écrire. 


"Gl         "(7)    .    "(7) 


a.  'i.  *'  élanl  les  ani^les  île  hi  diiei  liou  MN  avec  les  axes. 

Lmsiiiie  les  modules  de>  \arialtles  coniplexes  <i.  h.  c  .-tmt    |dii^ 

|nlit>    i|ii  1111    nomitre   positil    eonvenalile   z.   on  a   vu  <jue  la   loiic- 

I  •     >  1  -      f  - 

lion  -  |iou\ail  eirr  développer  en  une  série  entière,  qui  reste  uni- 

liiiiii('iiieiil  ionveii;ente  lors(|ue  le  point  ( ./'.  y.  zi  dc-cnt  1.   Il  en 

est   t-v  ideiiiiiieiil    de   iiif-me  desdéii\ers  parlieiles  de-  par  lapporl 

aux  \  anaiile^  ^/.  />.  r.  cl  par  >iiite  de  — -^  ■   Le  raisonnement  s  aelièvi' 
1  ,2 

comme   pour    le  poli-iiliej    de  simple  cniiclie  ('  ). 

I  )e  la  rrlalioii 

H-)  "(-)  "(-} 

—  c<»s  a  —  ros  i  -. ros- 

/•-  o.i-  ii\-  '  oz- 

on  d  ('"du  ira  il  de  iiK'iiir  ipie  la  In  net  khi  V\  i  </.  /y,  c  *  ol  dé\  (dopjialili- 
en  une  série  Ar  la  Inrine  1   j   .  joi-ipic  \  r/--r-  b- -^  c-  esl  supérieur 

à  un  iioinliic   po>ilil.  con  veiiai)lcme!il    clirii>i.   iiiai>   il  est   a    remar- 

I 
ipiei-  rpi  il    H   \   aura    pa>  i|c   leriiH'  eu  ((f--^  !>'•  -\-  C'-)     '.  de  >orte  cpi  a 
I  inliiii .   \\    cnI  de  I  oïdi  r  de  (  /-/-  -|-  A-  -f-  r-  )    ' . 

La  ioiiclion  W  (  t/.  //.  c  1  e^t  disconliiuie  eu  un    |i(»iul   de  ï.    l'u- 
iioiis  (1  al)ord  le  ca^  xiiiij)lc  où  I  on  a  y.  — =  1  :  I  inl<''i;ralc  alll^l  iddeiiiie 


I  (i  )  W  ,    '/.   A 


appelée  iiitéiifalc  tir  (iaiiss,  a  une  sij;nili<'alion  yé-ouiélricpic  ipii 


("  '  I  l,i>iM|nc-  \a  miiI.kc  il  e-'l  aii.iK  lic|iii-.  si  <x.  r«.l  iiii-isi  imic  ("(iiiclion  .iiiul  \  1  ii|ii' 
>ur  1,  les  (IciiN  piiLciiliels  \{a.  //,  i- ).  \\  (  «,  h,  c)  |>ciivonl  l'in-  |in.|.iii;;i's  .m.i 
l>li(|iieiiienl  ii  tiiivers  la  surface  1  (  IJiu  xs.  Journal  de  (rellr,  l.  I.\\\l  :  liiuiAHi 
SiaiMiDT.    }/al/i('niu/ist  /d-  AniKili-ii .  I.  I.WIII). 


■'.')«)    ni  \i'i  I I1I-:  wviii.     -   roNCTioNS  ii  viimcimoiks  dk  mois  vaiuaui.ks. 

mcl  en  ('x  iilnicf  hi  d  iscoiil  iiiiiih'.  Ijaiil  doiiiirs  un  |i(>iiil  ()  <i  iiiH- 
|i()rliiiii  (le  siiiTacc  i.  Icllc  (|ii  une  (Icini-droile  issue  de  O  ne  puisse 
l.t  rciiconlicr  en  |)liis  A  u\\  pmiil,  le  heu  des  deini-droiles  issues 
de  (  )  el  passant  par  un  poiul  de  -j  esl  nn  eone  solide  ;  l'aire  tiécnupée 
par  te  vnnv  ^ur  la  -.plirrr  de  ia\()ii  un  v\  de  eentreOesl  la  mesure 
de  r^niglc  solide  suus  Icipicl  ou  \(iil  du  point  ()  la  siirfaee  "i .  C(da 

pits('\  l'exprcssiou  —f-  ili  est  ('■^air  à  riz  laiinle  ■^(tlld«•  xtu-;  lecpirl 

(Mi\oiidu  point  1*  lidéinenL  de  suriaee  «fj,  car  eus  0^/3' esl,  au  sij^nc 
pirs.  réh'inent  d  aire  déeoujx'  sui"  la  sphère  de  rayon  /'et  de  centre  I* 
par  le  vCww  ('•liMiiculaire  de  soin  m  cl  I*.  a\  ani  |>oiir  ha-c  I  (■h'iuciil  (H. 
<>iiaiit  au  sij;ne,  il  esl  li\é  parla  con\enlH)n  suixautc  :  Appelons 
ci'iii-  posilil  de  S  le  Cote  <pii  correspond  à   la  direction  (dioisie  sui- 

la  iioiinalc.  et  C('>tc  ni'ijal  iT  le  (('ih-  oppos(''  ;  1 1  est  c'-N  ideiil  (pie  cos'^  -4 

esl  posilil  SI  une  deini-droile  is>iie  de  I*  el  lra\ei'>aiil  I  eleiiienl  de 
surface  passe  du  C('it(''  posilil  au  (('ilé  iit'-^alil.  el  in'^^alil  dans  le  cas 
contraire.  (  )n  voit  lUiUK-dialeinenl  d  après  cela  cpudle  esl  la  \aleur 
lie  I  inl(''i;rale  (  ()  )  ;  c'est  la  souiine  des  angles  solides  éléuienlaires. 
alleclcs  d  un  si^nc  C()n\  eiiahle.  •^oll-^  le^ipicU  on  \oil  du  poiiil  I* 
les  divers  rdéuieuls  dc'  1'.  Supposon>  en  pari  leiilier  cpie  ï  soit  une 
surlace  leinK-e  et  ipi  on  ail  choisi  pour  direc  lion  de  MN  la  normale 
inli'rieiire  :  W  ,  1  a.  h.  <•)  esl  ('-^al  à  |-  si  le  point  I*  est  à  linlérieur 
du  d(uuai  ne  I  )  liniih'  par  ï.  el  à  /.rvo  si  le  point  I'  i'>t  à  Te \l ('•rieur. 
Imi  un  piMiil  non  siiii;uli(;r  I'  |)ris  sur  ï.  rint(''i;rale  est  ('-liale  à  ■>.-: 
en  un  poinl  où  l,i  surlacc  n'admet  \)a^  un  plan  lancent  ui.icpic.  l'in- 
tégrale c;,!  co.de  à  la  mesure  de  I  anL;le  sidide  7  loriue  par  le-  lan- 
i;eiites  à  la  surlacc  issues  di'  ce  p(Uiil  1  '  1. 

l»e\enons  maiuleuanl  au  ca-  i;euer.il.  en  siippo-aiil  hmjiuirs 
ipie  la  Niirlaee  ï  e-j  Icruu'e.  el  (pTon  a  choisi  la  direction  de  la 
iiorniale  inh'iieure.  (  )n  fh'iiioiil  re  ((Hiiiue    plus    haut   (  n"  oOo  1   ipu' 


(')  Ces  i-êsiillals  se  diMliiisenl  aussi  très  aisémonl  des  forintilcs  liii  n"  5"2S.  Si  k- 

[•■piiil  I'  <'>.|  ;i  revU'i  iiMif  ilu  iJoiiiaiiK-  l>,  I         -  <-l  Ji.ir'rnonKiuc  1  la  11  s  rc  i  loin  ai  no.  «'lia 

/• 

foiinule  (  r.' )  donne  W  ,       .,.  Si  ii-  |i<mii(   I'  e-il  à  rinlérieiir  lir   I».  I.i  lornnilc  i  1 '|  i 
appliquée  à  la  fonction  lianiioiiii|nc  I  1 .  doiine  W,  =  '|  z.  Si  lc|iniiil  I' esl   ■.ml. 

on    .i|i|>li<|iii'i  a    la    roiniiile  (1  •)  à    i.i    roiiclion   L     -    -  (iiii  est    liariiioiiii|ii('  dans  la 

/• 

poiii(jn   du   domaine  I>  cxléiieur  à  une   spln';ie  de   rayon   0   a>anl   pour  cenU<'    le 
poinl  I',  el  l'on  fera  décroilie  in<lélininient  le  rayon  0  de  celle  s|)lière. 
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|(Pi=    /     /     |;JL— ;/„|^^  d-. 

où  a,)  est  lu  Naleiii'de  'j.  en  un  |>uinl  M„  <!••  ï,  «si  une  loiiclion 
(•((tiliiuif  fies  cooi'donnccs  <lii  point  l'  en  ic  poinl  M,,,  ilr  sorle  (ju<' 
!<!  (lillV'rfncc  I  ('[•*)  —  1  (  M^  I  lend  vers  /('to  en  hk^mic  lriii|»>>  (|iic  hi 
«lislance  -M,)'*-  Cela  ('laut,  a|)|)elons  \\  „  la  \alciir  de  linléi^rale  (."i  > 
«dlc-mèine  lorsque  le  point  P  coïncide  a\cc  le  point  M„.  et  ^^  mZ- 
NN  „,.  les  limites  vers  lesquelles  lend  \\  (  a.  A,  c")  lors(|uc  le  point  V 
Icnd  \('rs  le  |ioiiil  Alo  en  restant  à  riiit«''i'iciir  ou  à  rextériciir  ilc  ï. 
Lorstpie  1'  est  en  Mq,  1  est  éi;al  à  W  „  -  •> -y.n  :  loi\s(|ue  V  lend 
\ei?  M„  en  restant  à  linlérieur  de  X.  le  |»reiiiier  leiiiie  de  1  a  jiour 
iiinile  W  „,.  landi>  «pie  le  eoeKieienI  «l«'|J.(i  <'>'  «■«)n^laiii  iiieiil  t'ual 
à  —  \-.  \u  contraire,  Iors«pi«'  I*  l«'ii«l  \  «•!•-<  M„<mi  «'■laiil  a  I  e\t('i-ieur 
de  ï,  !«■  preniiei-  lernie  «le  I  a  pour  liinile  W  ,,,.  ''I  !«'  e«)e(neient 
d«'  '/„  «•>!  nul.  La  foiicli«)n  I  «'•lani  (■«uiliiiiie  au  piuiil  M,,,  on  a 
donc  \\  „ —  ■>,-'j.„=  \\  „/  j-|j.y  ^^  W  o,'-  d"où  r«ui  «li'ijuil  les  deux 
relati«>iis   loiil  à  lait  |)ai-«'illes  à  «elles  i\\\  n"  ')(K'')  : 

V.w    un    point    siiii;ii]ier,    ces    i«lalious    ddivent    «Mre    rein|)lae«'-es 
par  les  sui\  antes 

(  S  )  \\  ,„•  =  \V„  -i-  (  i  -  —  a  )  ;jLo,         W,,,.  -  Wi,  —  a;x„, 

a  avant   l,i  ^i- n  ilieal  loii  expliipu'c  plu^  li;iul. 

.">!2K.   Seconde  formule  de  Green.   —   lùant  données  «Iciix  l«ui«- 
lions  «pieleoiupies  'ii,/.  J^  c  ),  -Ll./,  j)',  r  ),  on  a  idenliipieiiK'U  t 


(>j-  \  •    Or  '    0.1 


\  •    Or  •    O.r/ 

I      O'b  ,    «>'i\  0    I     O'I  '/'f 


0 


Si  les  r(iii«ti«>ns  u.  et  •!>  s«)nl  n'i;ulier«'>  «lan^  iiii  doiiiain«'  lionu'  !>, 
liiuiti-  par  une  «ui  plusieurs  surlaees  leriincs,  et  ««  uil  mue»  aiu->i 
«pie  leurs  d«''ii\«'es  partielles  du  preiuier  «udre  sm  les  siulaces 
«pii    liniil«'nt    /«•    «l«iiiiaine.    «ui    :i.    «l'apiès    lu    picmu'i  «■    liuiiiule    de 
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(  iicen  I  I.  Il"  I  iï). 


(\)) 


I  ,  /  V   ■  \  i).r     -  ily  dz  -  / 

_    r  f    ,1  (Il  ,lydz  -  -  dz  d.r  -r-  ^  drdy), 


\v<  iiih''i;i;il('S  douilles  »''taiil  cleinliies  au  colé  extrrirur  de  la  sur- 
face ï  (|ui  limile  IJ.  Soient  a.  |j,  y  les  ani^les  que  fait  avec  les  axes 

la    diiceluMi   île   la   iinniiale   m li'-ricii rc  en    un   [loiiil   de   1":    la    |>i-e- 
inièie  iiil(''i;rale  doulili'  peut  >  ('•crue 

/     /     o  I  — ^  cosa ^  cos  i  H i-os-    dj  =  —   /     /     ■:,  —^  d:: . 

.7  .'v    '      Or  'iy  '  àz  '/  ,/  .'v    •    '/// 

On  peut  Iransfoiiner  de  lutine   la  ■ieecuidc  int»'i;iale  douMe.  el    la 
formule  (  (>  )  devient 

,  ,„ .  //■  \\ , ..  - . ., , ,/.. ,/,.  ,/=  ^  /;  i  {,  '^^^^)  </. = ... 

le-.   (Il- rivées  -7^  5  V- <'taiil  nrises  suivant    la   direelmn  de  la  nonnale 
du     du  ' 

iiileneiiie.  c  est-à-dire  ({iii  pénètre  dans  le  domaine  I). 

I.iiixpie  les   lonclion>  ':,  et   -l  sont   deux  lomiions   liarmoiii(|U(;s 

dans    I).    l     et    \  .    I  iiili'::rale   triple  di-parait   et    il    re^le   la   relalion 


(Il 


.a. 


du  (In  / 


(  )n  ohlienl  eneore  deux  formules  imporlantcs.  en  supposant  -1=1, 
•^  =  1   .  ou  'f  ^  l  -.  l    é;lanl   une  lonclion  liarmoniipie. 


(1  -jt  ) 


dl 


I    I     ^^/^-- 
.  '  J  s-   lin 

la  première  cai'aelérise  les  fomiions  liarmonniue-^  i  n"  .SOO  i. 

Soieiil    Via.   h.   (■)   un    point   du   dfunaine   I)  v.\    l    (  .r,     r,    :  )   une 
Iruielinii   liarmonupie    dan-   ee  dunuiine.    Les   deux   loiielioii-.   L'    et. 
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\    =  -  .  où /•  csl  l;i  (lislaiicr  du  ixjiiil  I  '  à  iiii  i»oi  ni  \  iiri.iltle  ( ./".  V.  C  ) 

soiil  liannonicjucs  dans  la  portion  du  domaine  I)  oxlcncure  à  uni- 
s|tli»-re  S  de  ccnlrc  I*  et  de  ravon  2  assez  pclil  |iout'  ([irello  soil 
toiil  eiilière  à  linb  rieur  de  IJ.  Appliquons  la  lornuile  (11)  à  ce 
domaine  limité  par  ï  et  S;  en  faisant  tendre  ::  \ers  /,»;ro  et  en  rai- 
^Kunanl   comme  an  ti"  ')07.  on  (d)lient  la  loiiniile 


(  I  i  ;  Il  ( a,  h,  r  t 


fi 


'"7-1 


</L 


rin  r    du 


d-. 


louli;   paredie    à   la    lormide  (i>j  du    n"  .')(>7.    Le    taeteiir    '.t:  a   <'li- 
remplacé    |)ar    \—,  (pu    mesure   laire   d  une   >plièrr    de    raxDU   un. 

et  ion-  nai*     •   l.n   pari  leulier.   si   la   surface  ï  e-<l   la   surface  d  une 

splicre   S   de    i'a\<)n   I»   avant   le   point    I'   |)(iur  cciitri'.   un   a    tdiil    le 

loni;   de  celte   >|)lière  /•=!».    — -, — ■  zzzz  ■-—,   et   Ion    ohtieiit    la    fm- 
"  '  (///  r>- 

iimlc   tl('   1(1    nioycniu^    pour   les    fonction^    lianiiiini(pie>   de    tr(ii-> 

\  arialdcs 


(i5^ 


l-'.^c;=^_/Y 


r  d::. 


On  en  déduirait,  comme  plus  haut  (n"o(>7  1.  qu'une  l'onclion  liar- 
iiioni(pi<,'  de  trois  varia  M  es  ne  [)eut  a\  oir  ni  maMimiin  m  minimum. 
Le  second  memi)re  de  la  lormule  M  j  i  est  la  MMiime  d  iiii  |)(>ten- 
liel  de  simple  cmik  lie  ri  d'un  |)olentiel  île  douMe  c(»uclie.  c  esl- 
à-dire  de  deux  romii(iii->  an.il  \  t  i(pies  (' n"' o!2r)-."'i!27  ).  (  )n  en  cniulnl 
ipie  Initie  fond  loi)  loir  mon  Kf  lie  <'si  une  lonction  a  nnlvlujiu' . 
Ln  (dlel,  étant  donne  un  puint  I'.  pii'^  dan-<  le  domaine  I)  où  la 
(onclion  U  est  liarmoniipic.  .m  pcni  loupiiir>  appliipicr  la  lor- 
mule (i))  en  prenant  pour  1  nue  >uilace  liiimc  enlouiani  le 
poiiil  I*  fl  -ililce  tout  eiilKie  dan-^  ce  domaine  I  ).  Soient  ./•„, 
l'o,  Z^  les  eooid(miiees  d  un  point  (pielcompie  de  I);  dans  le  \ni- 
sinai;e  de  ce  point,  la  l^jiiction  liarmonifjiie  l  i  ./ .  r,  rt  peut  f'ire 
de\elo|»pee  en  s('tic  entière  milonnee  >ui\aiil  les  pu  1  ■^-^a  mes 
de   ./■  —  ./"i,.    )    —  >■„,    Z  —  ;:„•    L  en>eniiile   Av^    teiiiio    de    dei;re    // 

ol  un  polyuonu' 

V„(  j-  — ./-c^V— ^'0,  -  — -0), 


7.1|     CIIAPITRi:    XWIII. 


inM  rioNs  iiAii.MOMyi  i:s  m;  trois  vaiuabi.ks 


eu  iJcsiyiiaiil  jtiir  \  ,,i  .v.  ]  .  3  i  un  ixilvnomc  li;iniiniii(|ii('  lioiiiOi;rne 
de  (Ici^rc  n  (  '  )  (  n"  .*)2o'). 

I.;i  roiiiiiili-  iij)  |)crmcl  ili-  il'|)(>ii(Ii  i-  ;it"liriiiiil  i\  oiiicnl  à  la  (|iie<lii»ii  sni- 
v;iiilt"  :  S'il'/  y  une  fonction  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles 
ilii  premier  ordre  dans  un  domaine  D;  on  sait  déplus  que  les  dérivées 
jiiiiticltes  du  second  ordre  sont  continues  et  satisfont  à  Véquation  de 
Loplace  en  tous  les  points  du  domaine  D,  sauf  I'i;it-ktur  ie  lonfi^  de 
certaines  surfaces  en  nombre  fini  situées  dans  ce  domaine.  Peut-on  en 
conclure  que  l    est  harmonique  dans  tout  le  domaine'.' 

Soit  S  une  tics  surfaces  du  «loiiiaiue  D,  le  loui;  (lesquelles  le*  dérivées 
secondes  de  li  peuvent  être  supposées  discontinues.  D'un  point  A  de  celle 
surface  pour  tpulre  décrivons  une  sphère  S  de  rayon  assez,  petit  pour  qu'elle 
soit  située  tniii  enlièie  dans  I),  el  ne  renfeinie  pas  d'autie  surface  ana- 
loi;ue  à  S.  La  portion  S'  de  S  intérieure  à  il  décompose  l'intérieur  de  la 
spliéii'  eu  deux  domaines  D'  el  [>".  limités  respeclivement  pai-  S'  et  par 
il(  ii\  |iorli(iii-  -  el  1'  de  'Z.  Dans  chacun  de  ces  deux  domaines  la  foni'- 
(iiiii  l  e«l  lianuonique;  di'signons  par  U'  et  L"  les  deux  fonctions  harmo- 
niques avec  lesc|uelles  elle  coïncide  dan*  les  deux  domaines  D'  et  D"  respec- 
livement. Nous  voulons  montier  que  ces  deux  fonctions  U'  et  1/  sont  le 
prolongement  anal\  tique  l'une  de  l'autre  quand  on  traverse  S'  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  qu'il  existe  une  fonction  harmonique  dan*  le  domaine 
D'  -^  D'.  qui  coïncide  avec  U'  dans  D'  el  avec  U"  dans  D' . 

Soil  I'  nu  point  qiielcoiK|ue  du  domaine  !>':  L  itanl  harmon!i|ue  dans  !>',  on 
;i,  d'api  ''•<  la  rormiile  (  i4  i, 


r    dn  dn 


d- 


./L" 


''{\ 


dn 


7  -  L' 


-  désignant    la  dérivée  en   un    poini    de  S'  suivant  la   noiinale   intérieure 


^'i  D'.  Les  deux   fonctions  U"  et  -  étant   liannonif|ui>  y\,\\\^  le  doniaine  D', 

/■ 

on  a  aussi 


(  '  )  On  a  êlciulii  aux  séries  de  celle  nulure  les  lliéoréines  connu-,  sur  les  séries 
«nliêrcs  d'une  varialile  complexe  {voir  \pim;li..  Acta  matheinnlica.  t.  IV,  iSS'i, 
i).  3.:;-.37',). 


1.    —     l'noltLKMK    Iti;    OlRIlIll.KT    DAN.-    I.  l>l'A<:i:.  'If) 

-r—,  ilé-.i;;i);int   la  dcii\(''e  siiivanl   la   norniale   iiitérieuie  à    F)"  en   un   nninl 
il  II 

<lc  S'.   Or.   I.'t    IVinclion   flunnée   U   élaiil   continue,  ainsi   que   ses   dérivi-es 

•   M        ■                             ...           .        .              d.\j'        d\j" 
partielles  fin   premipr  onlie  le   \(>\\"  ne  Ï5  ,  on  a  — r— , ;— ;;  =  <>:  en  ajou- 

tant  les  (leu\  t-:,'alités  piceédente-,  un  a  doni- 


ui.._^/'/ 

-iJi 


,/l 


,l\ 


—  l  ■ 


—  l 


du 
'M  7) 


,lti 


r/r 


r/7. 


Il  est  flair  qu'on  aurait  la  nitini'  e\pie*^i<»M  poui  l  |..  P  élanl  un  point 
intérieur  à  D".  Or  !e  second  niend)re  de  celle  formule,  considérée  comme 
lonclion  des  coordonnées  du  point  I',  est  harmonique  à  linlérieur  de  i  : 
ce  i(ui  démontre  le  résultat  énoncé-  \A\\<  li.uit. 

o2i).  Problème  intérieur  et  problème  extérieur.  —  Le  iiroMcnic 
•  le  Diriclilcl  inlérieiii-  dans  I  es|)ace  se  |)()se  comine  le  |ii<»l)lfme 
.malijytie  daii>  le  plan.  Elanl  donné-  un  domaine  horné  IJ.  Iimilé* 
|>,ir  une  ou  plusieurs  surfaces  fermées,  il  s'agit  de  Irouxer  une 
luiictioii  liariUDiiicpic  dans  I).  prenant  des  valeui>  d(Hini''e>  >iii-  les 
suilaces  limilcs.  (-es  valeurs  formant  une  suite  conlinuc  sur  rlia- 
eiiue  de  ces  surfaces,  [/ahseiice  de  ma\iiiium  el  de  miniiuuin  pour 
une  lonclion  li  ii'iuounpic  prouve  encore  (pièce  pr(dileiiii'  admet 
au  |»lus  une  S(dul  ion.  el  la  diMiiunsI  lalioii  de  lliciiiaïui  pniir  pinns  er 
I  i'\is|ence  <l  une  ^idnliou  esl  soumiM-  aux  mi''iiie>  uli|ecli(iii^  ijiie 
d,Mi^  le  ca-  du  plan.  Le  lecleur  rétalilira  racilenicnl  «le  I  ii  i-niéMiie 
celle  dt-mon^lralion. 

Avant  de  nous  occuper  du  /fioblrnie  cflrricur.  nou>  de\(>us 
donner  d"al)ord  (picl<puj>  définitions.  Soit  L  (  .r.  r,  ::  )  une  lonclion 
liarnioniipie  daii'-  !<•  \oi^inage  de  lunl  pmnl  I'  ^iliié-  en  d(dior-> 
d  une  ^plierr  de  lavoii  !>  a\,iiil  pour  centre  I  <iri;;iue.  I,:i  IkiicIiou 
olileniie  par  la  I  la  n->f  i  ti'iiia  I  ion  de  lau'd   Kid\in 


\.^-.  y 


^/,rl^yt^.t      '  u*  -^y*-  -4-  5«  '   X*  -H  J*  -H  5*  '  X»  -^J-*  -r-  -V 


est  une  xilnlion  de  ré-(pi,iiii)n  A\  ^  o.  lé-^ulière  en  (oui  point 
I  iilé-iieiir  .1  la  >pliere  de  laNDii  i  a\ant  pour  ceulie  I  ()rii;iiie.  saiil 
penl-(''lre  pour  1  nriijine. 


■i',C>    iiiM'iTiu:  \\\iii.     -  lONciioNS  iiAHMOMyiES  i)i:   ruois  vaiu  \ni.i:s. 

Si  celle   l'oiulioii   \  {u\    r,   :■),  esl  régulière   ans»!  ."i    loii^iiK- 
«•Ile  esl  déxeloppable  eu  série  entière  de  la  forme 


A„+  y  A„V„ 


(  T,  y.  r- 1, 


cl  par  C(»ii-;<'cpieiil.  la  roiutiou  L  (  ./'.  _)'.  r  >.  (jiii  se  dédiiil  dt 
y{x,  ]'.  ::;'),  de  la  iiièine  façon  «pie  V^  se  déduit  de  l  .  esl  dt-vrlop 
paille  CM  ><''ii('  de  la  loriiie 

-I-  X 
(iC)     lUx,f,Z)=-  ^"  +V  ^"  V„(- -, ;,    •• 

\/ X- -\- Y- -^  z-       -^  \/x^-^y--^z-  ■'        j        " 


|i()iii\ii  (pie  \/ X- -\- y- -r- z-  soil  MipiTiciii-  ;i  un  uoinlire  p(c<ilil 
conxenable.  On  dit  alms  (pie  lu  fonction  liuiiniini'iuc  l  est  r<'- 
uulii're  Pl  nulle  à  Vinjini.  Il  en  esl  ain>i.  |)oiir  un  polenliel  tic 
simple  couche  ou  de  double  couche  (n"^  o^()-o!27  ).  Les  formules  (4  ) 
et  (  iG)  ne   dilTèrenl  en  cllel  ipic    p,ir  les  nolalions.   car  on  a   re- 

iiiar(pié  (^n"  r)!2o)  cpif  les  d(''ri\<'es  /i"^''""''  de      sont  de  |;i  fdriiie 

1 

V„(.r.  _;-,'c)(a--'  — j-2  — ::Vl         ^ 

\„(a",  r,  r- 1  ('lanl  un  poKiioiiie  li;irn)uni(|ue  cl  lioinoi;ènf  de 
dej^ré  //. 

D'une  laçon  générale,  nous  dirons  (pi  une  Idnclion  liarino- 
nujue  L  (./•,  ]■,  z)  esl  régulière  à  Vinjini^  >\\  existe  une  con- 
•^lanle  C  (elle  cpie  l,i  dillV-rence  L  ij\  r.  r) — C  soit  réi;ulière  el 
nulle  a  !  iiilini.  Celle-  ionclKui  leiid  xti-  ht  \aleur  C  lorstpie  ht 
dislance  du  point  (  ■/',  r,  :;  i  à  lOiigine  eroil   ind(dinimenl . 

C(da  |)Osé,  considérons,  pdiir  fixer  les  idc'-es.  une  seule  Nmliicc 
tcriiM-e  ï!.  el  soit  (û  le  ddUMiiic  iiid('lini  ixteiieiir  .i  1.  Le  pio- 
hlèine  exié-rieur,  relatif  à  la  surface  1\  s  t'-nonce  ain>i  :  Trouver 
une  fonction  h(irmoni<juc  <l(ins  vO,  régulii-re  et  xli.lk  <À  l'in/ini. 
prenant  sur  ï  une  suite  continue  de  iiateurs  tlonnée. 

Le  |in)l)lriue  ainsi  |)Osé  se  ramène  iiiiméduilemciil  au  prohlcmc 
intérieur.  Sup|)osons  en  elfel  que  I Orij^ine  ^dit  a  I  intérieur  de  la 
surface  1",  cl  ellectiions  \\\\^'  in\ersi(in  a\ee  le  |>dinl  ()  pour  p('dc 
el  1  unil('  pdiir  niddiilc  La  stirf.ue  1"  <■>!  it'in|)la((''e  par  une  >mTace 
fermée    1.    cl    le    ddiii;une     t^    |iar    le    ddiiiaine     o     iiitt-neiii"    ;i    1. 
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D'autre  [)art  à  la  fonction  harmonique  cherchée  U(x,  j>',  z)  la 
transforma  lion  de  Lord  Kelvin  fait  correspondre  une  fonction 
V(ji",  Y,  ^),  harmonique  dans  (f)',  et  prenant  sur  I'  des  valeurs 
connues  qui  se  déduisent  des  valeurs  données  de  U  sur  ^.  On 
obtiendra  donc  cette  fonction  V(d:,  y,  c),  et  par  suite  la  fonc- 
tion U(.r,  y,  z)  elle-même,  par  la  résolution  du  problème  inté- 
rieur. 

On  voit  par  là  qu'il  y  a  une  différence  essentielle  entre  le  problème 
extérieur  dans  le  cas  du  plan  et  dans  le  cas  de  l'espace.  Si,  dans  ce  der- 
nier cas,  on  n'imposait  pas  à  la  fonction  harmonique  \J(x,y,  s)  la  condi- 
tion d'être  nulle  à  l'infini,  le  problème  serait  indéterminé. 

Soit  en  effet  U(.r,  y^  z)  la  fonction  harmonique  qui  donne  la  solution  du 
problème  extérieur  proprement  dit  pour  la  surface  2;  soit,  d'autre  part, 
Ui(x,y,  -3)  la  fonction  harmonique  dans  (.0,  régulière  et  nulle  à  l'infini, 
prenant  la  valeur  un  sur  2.  La  fonction  U(ar,  y,  z}-r-  C[i  —  Ui(a?,  y,  z)] 
est  harmonique  dans  (.0,  régulière  à  l'infini,  et  prend  les  mêmes  valeurs 
que  [](x,  y,  z)  sur  Z,  quelle  que  soit  la  constante  C;  elle  prend  la  va- 
leur Cà  l'infini.  Pour  que  le  problème  soit  complètement  déterminé,  il  faut 
se  donner  la  valeur  de  la  fonction  harmonique  cherchée  à  l'infini;  on 
obtient  le  problème  extérieur  ordinaire  eti  choisissant  zéro  pour  la  valeur 
de  U  à  l'infini.  Par  exemple,  lorsque  S  est  une  sphère  de  rayon  K,  toutes 

les  fonctions  i-î-  iU il,  où  r  désigne  la  distance  au  centre,  sont  har- 
moniques à  l'extérieur,  régulières  à  l'infini,  et  prennent  la  valeur  un  sur 
la  sphère;  il  faut  prendre  C  =  i  pour  avoir  celle  qui  est  nulle  à  l'infini. 

liemarfjue.  —  Soient  U  et  V  deux  fonctions  harmoniques  à  l'exléricnr 
de  2,  régulières  et  nulles  à  linfini.  On  peut  encore  appliquer  l\  ces  deux 

fonctions  la   formule  (in,   à   condition   de   représenter   par  —  la   dérivée 

d/i 

prise  suivant  la  normale  extérieure  à  X.  Kn  effet,  soit  S  une  sphère  ayant 
pour  centre  un  point  lixe  (),  et  de  rayon  K  assez  grand  pour  que  la  sur- 
face il  soit  à  l'intérieur  de  cette  sphère.  Les  deux  fonctions  U  et  V  étant 
harmoniques  dans  le  domaine  limité  par  S  et  il,  on  peut  appliquer  la 
formule  (ii)  à  l'ensemble  des  deux  surfaces  S  et  2.  Si  maintenant  on  fait 
croître  indéfinimenl  li,  l'intégrale  (bnihle  étendue  à  S  est  inliniinent  pelilc, 

puisfMie  U  et  V  sont  nuls  a  1  inlim,  et  nue  -7—  et  — j—  sont  ne  I  ordre  île  7—  • 
'         '  <tn        an  H* 

Considérons    en    particulier    uni-    fonction    U(j:,  y,   z),    hurinoiii(|ue    ;« 

l'extérieur  de   ~,  nulle  à    linlini,   et   la   fonction  -,  /■  él.int   la  disiaïuc  du 

r 

point  {x,  y,  z)  à  un  point  fixe  V(a,  b,  c)  extérieur  à  1.  Ces  deux  fondions 

sont   régulières  à   l'extérieur  de   ^  et   d'une   sphère  a   de   centre   I'  et   de 

rayon  0.  Appliquons  la  foinmlc  (i  i)  à  l'enscinble  îles  deux  surfaces  i2  et  u, 

G.,  III,  17 
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puis  faisons  tcinlic  vers  /.«'-ro  \c  ravoii  o  de  i  ;  nous  vérifions  encore  que 
U(rt,  6,  c)  est  donnée  par  la  formule  (i4  ),  les  dérivées  étant  prises  suivant 
la  normale  extérieure  à  1  (  cf.  /exercice  6,  p.  23S). 

ooO.  Solution  du  problème  pour  la  sphère.  —  La  solution  du 
problènio  iiit»  rieur  |)Oiir  la  sj)lirie  est  donnée  jiar  une  formule 
analo<;ne  ;'i  rintét;rale  de  Poisson.  Soit  lj(j",  r,  :■)  une  fonction 
liann()ni([iie  à  1  iiiit'-rieur  dune  sphère  S  de  rayon  R,  prenant  des 
\aleurs  données  sur  la  surface.  Si  1  on  connaissait  aussi  la  \aleur 

de  -T-^  en  chaque  point  de  la  surface,  la  valeur  de  cette  fonction  en 

un  point  intérieur  de  coordonnées  (<7,  />,  c)  serait  donnée  par  la 

formule  (i^)-  On  élimine  -p-  au  moyen  d"un  artifice  tout  pareil  à 
celui  du  n"  TJOH. 

Soit  I*,  \('  poinl  conjui;ué  iiarmoniipie  de  V  j)ar  rapport  aux 
extrémités   du  diamètre   passant   par   I',    /•,    la  dislance   de   I*,   au 

point  (.27,  j',  :■).  La  fonction  —  étant  liariuoniciue  à  linlérieurde  S, 
on  a  la  relation 


(•7) 


U 


(/n 


dj  =  (). 


Mais  on  a.  en  tout  point  de  la  sphère  S,  ^  =  —  >  o  étant  la  dis- 
lance  du  poiui  I'  au  centre  de  la  sphère. 

\\n  ajoutant  les  formules  (i4)ct  (17).  a|)rès  a\oir  multiplié  la 
.seconde  |)ar  - 


>  on  obtient  la  relation 


08) 


U(ar,  ^,  c.) 


où  riuté^^rale  ne  déjMMid  plii>  ipic  de  la  valeur  dr  l  sur  la  surface  de 
la  sphère.  Soient  p,  la  dislance  de  1^  au  centre  de  S,  cp  el  -.5,  les 
anj,des  de  la  normale  intc-rieure  en  un  j)oinl  AI  de  la  surface  S 
avec  MP  et  MP,.  Nous  avons  les  relations 


"G.) 


ces  ce 


COSO| 


dn  /•-■  ,//^ 


i^.^i 


H-, 


pj  =  W"-—  r\  —   >  K/-|  coscp,, 


Jl 
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(1  OÙ  Ton  (Jt'iliiil  encore,  en  éliminant  'i.  '^,.  /',,   c,. 

cos'j        R  cos'yi        R- — p- 
"7^  ~  T     ri      ^      R/î     ' 

el  la  formule  (iH)  devient 


•\  ••  .'     J  Si 


R/-' 


d::. 


La  démonstration  précédente  su|)j)Ose  que  le  problème  intérieur 

admet  une  solution,  et  de  plus  que  -7—  existe  sur  la  surface,  ce  qui 

n'a  pas  toujours  lieu.  Nous  allons  vérifier  directement  que  lu  fonc- 
tion C  (a,  ^,  c)  représentée  par  la  formule  (19»  fournit  la 
solution  du  problème  de  J>irichlet  pour  la  sphère^  quelle  que 
>oil  la  fonction  continue  donnée  L  sur  la  surface.  Cette  formule 
peut,  en  effet,  s'écrire 

d  après  la  relation  II- — 0- =  2  R/' cos':;  —  /•'-.  Le  second  membre 
est  la  différence  entre  un  potentiel  de  double  couclie  et  un  poten- 
tiel de  simple  couclie,  par  conséquent  une  fonction  liarmoni(|ue. 

Soient  K'  \,\  \aleur  du  potentiel  de  simple  couche    .  _       1    1    ~  ^^"^ 

lorsque  le  point  P  coïncide  avec  un  point  M'  de  la  surface  de  la 
sphère  et  L'ia  valeur  donnée  de  L  en  ce  point.  Lorsque  le  point  P 
intérieur  à  la  sphère  tend  vers  le  point  M',  le  potentiel  de  double 
couche  tend  vers  la  limite  U'-|-  K'  (n"  527),  car  on  a  iW  cos-^  =  /• 
pour  un  point  tpielconcpie  M  de  la  sphère  lors(]ur  1*  coïncide  avec 
le  |)oinl  M'.  Daulrt-  part,  la  limite  de  la  seconde  intéi;rale  est  —  K', 
puisque  le  potentiel  de  simple  couche  est  continu  -ur  la  surface 
(n"  o!2f>).  La  limite  de  L(a,  h,  c)  est  donc  éj;ale  à  L  lors(|ue  le 
point  1*  tend  ver>  le  point  M'  et  la  formule  (^o)  donne  bien  la 
solution  du  [)roblème  intérieur.  On  verrait  de  même  que  la 
f  ormiili' 

doiiiir'  \a  solution  du  problème  exléricur  |>()iir  l.i  >plière. 

On  déduit  de  la   foriiiub- 1  i<)  )  lf>  mêmes  conséf|uenc<'s  ipie  de 
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linlégrale  de  Poisson  [n"  508).  Si  la  fonction  donnée  U  est  posi- 
tive en  tout  point  de  la  surface  de  la  sphère,  U(<2,  b,  c)  est  aussi 
positif  pour  tout  point  intérieur,  et  comme  r  varie  entre  R  —  p  cl 
R -f- p,  on  aura  deux  limites  pour  U(a,  ^,  c)  en  remplaçant  r 
par  R — p,  puis  par  R  +  p,  dans  la  formule;  d'ailleurs  l'inté- 
grale 11^  d^  est  égale,  d'après  le  théorème  de  la  moyenne, 
à  4~R"Uo,  Lo  étant  la  valeur  de  U  au  centre  de  la  sphère.  Nous 


avons  donc  les  deux  inégalités 

et  comme  Lq  est  compris  aussi  entre  les  deux  termes  extrêmes, 
la  valeur  absolue  de  Up —  Lo  est  inférieure  à  la  différence  de  ces 

deux  termes,  c  est-a-dire  a  L,,  rrr-' — t-: — •  Les  cieux  termes  de 

(K2— p2;2 

cette  fraction  sont  respectivement  du  troisième  et  du  cjualrièmc 
degré  en  R  ;  elle  tend  donc  vers  zéro  si ,  p  restant  fixe,  on  fait  croître 
R  indéfiniment.  On  en  conclut  rjutine  fonction  harmonique 
dans  tout  l'espace.,  qui  est  toujours  positive^  est  une  constante^ 
et  par  suite  qu'une  fonction  harmonique  dans  tout  l'espace,  dont 
la  valeur  absolue  est  bornée,  se  rc'duit  à  une  constante  (n"  o08). 
Cette  extension  du  théorème  de  Liouville  est  due  à  M.  Picard.  Le 
théorème  de  Harnack,  dont  la  démonstration  repose  sur  l'intégrale 
de  Poisson,  s'étend  de  même  sans  difficulté  aux  fonctions  harmo- 
niques de  trois  variables. 

531.  Les  fonctions  de  Laplace.  —  Supposons  que  la  sphère  S 
ait  pour  centre  l'origine  O,  et  limité  pour  rayon.  Modifiant  un  peu 
les  notations,  désignons  par.r,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires 
d  un  |i()nil  I'  inliTieur  à  la  sphère,  et  par  z.  0,  'h  ses  coordonnées 
polaires,  liées  aux  premières  par  les  relations 

X  =  p  sinO  cos'^,         ^=GsinOsin6,         -  =  p  cosô. 

La  formule  (  19)  prend  la  forme  ('"(inivalcnle 

(2-2)  U(x,j,  ^)=^     f"di>'     r  LZliî j/(0',.y)sinO'c/.y; 

les  coordonnées  d'un  point  variable  M  de  la  sjdière  sont  (i,  0',  'J/'), 
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el/{h',  'j  )  représente  la  fonction  donnée  L  sur  la  surface  de  la 
sphère,  exprimée  au  moyen  des  variables  8',  «V;  y  est  l'angle  du 
rayon  OM  avec  la  direction  OP,  et  cos*'  a  pour  expression,  d'après 
la  relation  fondamentale  de  la  Trigonométrie  sphérlque, 

(23)  cosv  =  cosO  cosf)'-f-  sinO  siiiOcosT-y  —  i). 

D'après  une  formule  déjà  démontrée  (I.  p.   1*3 i).  on  a 

<'i.\)     .  '      =  Po-i-  P,(co?y)p  ^-...-t-P„(cosy)?"-+-..., 

v/l  —  ■>.  p  COS-'  -^  z- 

l*„  étant  le  ai"™^  polynôme  de  Legendro.  En  ajoutant  cette  for- 
mule à  celle  qu'on  obtient  en  différenliant  par  rapport  à  p,  et  mul- 
tipliant les  deux  membres  par  2  o,  il  vient 


\  ■ ^  =  Pu-- 3P,(  COSV)? --.... 

(24)'  '     (i_..,.pcOSY-^?î)2 

'  -^  ("2/1 -f- 1  )P,, (cosy).'" -^- .  • 

Cette  série  est  unifomiémenl  comcr^ente,  lorsque  le  point  .M 
décrit  la  sphère  S.  Kn  eflèt,  daprrs  la  formule  rappelée  tout  à 
l'heure,  P„(cosy)  est  égal  au  coefficient  de  c"  dans  le  développe- 

meut  du  produil  (i  —  p*?^')  '(i  —  ?^~^')  '•  Si  lun  développe 
chacun  des  facteurs  séparément,  les  coefficients  de  oPeP^'  et 
de  oPe~Py^  sont  des  nombres  positifs,  et,  par  consérpienl,  on  nt^ 
peut  qu'augmenter  le  module  du  coefficient  dune  puissance  (jucl- 
conque  de  s  en  remplaçant  e'!'  et  e  ';'  par  l'unité.  La  valeur  absolue 
du  coefficient  de  z"  dans  le  j)roduit  est  donc  inférieure  au  coeffi- 
cient de  p"  dans  le  développement  de  (i  —  ?)~'i  c'est-à-dire  à 
l'unité.  Il  s'ensuit  que  les  termes  de  la  série  (24)  sont  inférieurs 
en  valeur  absolue  aux  termes  de  la  série  2(2n-f-i)3",  qui  est 
<"onvergente  puisqu'on  suppose  0  <C  •  •  E"  multipliant  les  deux 
membres  de  la  formule  f2/j)'  jiar  /"(*)',  •y)sin'j',  et  intégrant  terme 
à  terme,  il  vient 


<'■>.")  1     U( .r.   y,  z }  = 


y  l^^il  y  f  ih'  f  \\,ic»^-:)/{fi',  'y)sinfi' ci-y. 


Le  |)olvnome  P„(  cos-')  ne  contient  cpir  des  termes  en  cosy  dont 
les  exposants  sont  de  mt'me  |);iiiti''  (pif  // :  on  pmt   ilonc  le  Irans- 
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former  en  un  |)olvnonic  lioinoi;ène  en  sin*'.  cosv,  ne  conlenant 
que  des  puissances  paires  de  sin-'.  En  reniplaranl  sin-y  par 

sin2  0(cos-'I<  -+-  sin^'I/)  -^  cos^O  —  cos^v, 

et  cosy  par  son  expression  (2.J),  on  \oit  en  définitive  que  Prt(cosY) 
est  une  lonclion  entière  et  homogène  de  degré  n  en  cosQ,  sin  G  cost!;. 
sinOsin'L,  dont  les  cocflicients  sont  fondions  de  Ô'  et  de  -V.  Le 
coefficient  de  0"  dans  la  série  (ao)  est  une  expression  de  même 
nature,  et  Ton  obtient  ainsi  un  développement  de  la  fonction 
cherchée  L  (x,  y:  ^•)  dont  chaque  terme  est  un  polynôme  liomo- 
gène  en  x,  >',  z  d'un  degré  marqué  par  soa  indice.  La  fonc- 
tion U(.r,  y,  z)  étant  harmonique,  il  est  clair  que  tous  ces 
polynômes  sont  aussi  harmoniques.  Nous  écrirons  ce  dévelop- 
pement 


(•i6) 


l-Ua-,  J,  -)  =  2c2/i-f-  i)Y„:", 


^  «  étant  un  polvnome  homogène  de  degré  n  en  cosG,  sinOcos'l>, 
sin9sin<!/,  qui  se  déduit,  d  un  polvnoiiu'  harmoni<|ue  et  homo- 
gène V„  de  degré  n  en  y  remplaçant  x,  )',  r  par  sinB  cos'i;,  sin  G  sin -i, 
cosO  respectivement.  Ces  |)olynomes  Y„  sont  les  fonctions  de 
J.aplace;  d'après  leur  dcliaition  même,  il  v  a  in  -h  1  fonctions  ^  „ 
linéairement  distinctes  d'ordre  n. 

f>a  formule  (2())  n'est  démontrée  que  pour  les  points  intérieurs 
à  la  sphère.  Si  la  série  du  second  membre  est  convergente  en  un 
point  M  de  la  surface,  de  coordonnées (i .  0.  'l\.  la  fonction  l  {oc^y^  z) 
a  pour  limite  y(0,  'V)  lorsque  le  point  I*  tend  \eis  le  point  M;  en 
supposant  que  le  point  P  reste  sur  le  ravon  O.M.  on  a  donc  d'après 
le  théorème  d'Abel  (L  n°  182), 

-y-  00 

(27)  f{f^,'Y)  =  ^(-in  +  ^)\„yH,  -l). 

Il  =  0 

^  «(0,  •!/)  étant  «'-gai  à  l'intégrale  double 

(28)  Y„(0,  ^)=-^/      (Hï    1       P„(cosv;/(0'.  'VlsinOV/»}/'. 

Celle  formule  nous   donne   un  développement   d  une    fonction 
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conlinuc  ^iir  la  >iirface  d'une  sphère,  tout  à  fall  analogue  à  la  série 
(le  Foiirirr  pour  une  fonction  tlune  \ariahle.  Laissant  de  côté 
pour  le  monienl  la  qucslion  de  convergence,  nous  remarquerons 
seulement  qu'on  a,  d'après  ce  qui  précède,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion continue  donnée  sur  la  surface  de  la  sphère, 


(29)  /'^>-  •^'=- 


lim      y  (■>/!  T-nY„(0,  6  10"     , 


Application.  —  M.  Picard  a  déduit  de  celte  formule  (^29)  une  extension 
élégante  du  théorème  de  Weierstrass  (I,  n"  !206),  au\  fonctions  continues 
de  deux  variables.  Soit  U  une  fonction  continue  quelconque  sur  la  surface 
de  la  sphère  S,  et  f(h.  -i/)  la  fonction  obtenue  en  l'exprimant  au  moyen 
des  variables  0  et  <b.  La  fonction  qui  est  représentée  par  la  série  (26)  à 
l'intérieur  de  la  sphère,  et  qui  est  égale  ày(6,  'y  j  sur  la  surface,  est  con- 
tinue dans  tout  ce  domaine  fermé,  et  par  suite  uniformément  continue. 
Etant  donné  un  nombre  pn^itif  e,  on  pout  trouver  un  nombre  Oi-<  i  tel  que 
la  diirérence 


/(O,  'V)-^{in--i)\n^^,  'i)}'i 


«oit  moindre  en   valeur  absolue  que  -  |)Our  tous  les  points  de  la   s|djère. 

D'ailleurs  la  série  dont  le  terme  général  est  (  »  n -h  i  )  Y  „p','  est  elle-même 
uniformément  convergente,  car,  d'après  re\pre«sion  (28)  de  Y„,  on 
a  |Y„|<;1I,  II  étant  le  maximum  de  \f(^^,  't' '  !•  ^"  peut  donc  prendre 
dans  cette  >érie  la  -mimie  d'un  nombre  fini  de  termes 

'l>  —  \„  -.-  3  Yi  -r- . . .  -f-  (  m  ~  I  I Y „ 

qui  <lifl"i"re  de  la  somme  de  la  série  de  moins  de  ^  1   quels  que  soient  0  et  •!/. 

Kniin  cette  somme  4»  peut  elle-même  être  développée  en  série  entière 
en  0  cl  1/,  cl  l'on  peui  prendre  un  nombre  fini  de  termes  daii'^  celle  série, 
c  est-à-dire  un  p(j|ynome  Q(  0,  'b  1  en  Oet  '1/.  tel  iprnn  ail 

|.|._(K0.  .^)i  <  4> 

pour  tous  les  systèmes  de  valeuis  de  0  et  de  •!/  cipuipii»  entre  o  cl  xt..  \\ 
est  clair  que  la  «iid'ércnce  yi  0,  >!/)  —  Q(0,  •!/ )  sera  inférieure  imi  viilcin- 
absrdue  à  t  pour  tous  ces  svstèmes  de  valeuis. 

Si  la  fonction  y(  0.  •!/ ),  au  lieu  d'éirc  déterminée  sur  toute  la  splièr*', 
n'esl  déterminée  que  sur  une  partie,  on  peut  toujours  compléter  celte 
détermination  sur  le  reste  de  la  sphère  en  respeclanl  la  continuité,  cl 
cela    d'une    inllnité    (h;     manières.     I.a    conchKion     précé<lente    s'a|>pliqiie 
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encore,  et  l'on  en  déduirait,  comme  au  ii»  20G  (t.  I  ^,  que  toute  fonction 
de  deux  variables,  continue  dans  un  domaine  A,  peut  être  repré- 
sentée dans  ce  domaine  par  une  série  uniformément  convergente  de 
/to/y  nomes. 

t)32.   Propriétés  des  fonctions  \ „.  —  [.es  polynômes  A  „i{^,yi  -•) 

sont  les  seules  fonctions   iioniogènes,  qui   soient  liarmonlques  à 

l'intérieur  d'une   s[)l)<''re    avant   pour  centre    l'orii^ine.    l'^n   eflet, 

toute  fonction  liarnionique  dans  cette  sphère  est  dévelop[)al)le  en 

série  de  polynômes  V,„,  et  il  est  clair  que  la  somme  de  cette  série 

ne  peut  être  homogène  (pie  si  elle  se  réduit  à  un  seul  terme.  Le 

d\ 
long   d'une  sphère  de  centre  O  et  de   rayon  V\,   la  d(''rivée      .  "' 

prise  suivant  la  normale  intérieure  est  égale,  d'après  Ihomogénéité, 

à  —  -TT  \,„.  Si  l'on  applique  la  formule  (i  i)  à  deux  polynômes  V^,, 

V^(/?^^),  à  rintf-rieur  d'une   sphère  de  cenlre  O,   on  voit   que 

l'intégrale  douhic  /   /  N  /,  \  y ''/s',  étendue  à  la  surface  de  la  sphère, 

est  nulle  :  ce  cju On  peut  encore  écrire 

CJo)  ^      1^      \,,i<K  ''j)\,,(f),  à)s[nnd(id'l=^o         {p^q). 

F^a  fonction  harmonitpie  V,„(.r,  >',  c)^p"'Y;„(9,  'L)  se  r(';dui- 
sant  à  Y,„(0,  'L)  sur  la  sphère  S  de  rayon  un,  on  a,  d'après  la 
formule  génc-rale  (?-•')),  si  o  est  inf('rieiir  à  un, 

p'«Y„,fO,  .M  =  V  ^Zî^  p«    C     Ç     1'„(cosy)Y„,(0',  <;.';sinO'rfOV^', 

ce  (jui  entraîne  les  relations 

/        /       F'„('co^y;V„,(0',  'y)siriOV/0'rf(]/' =  G,         si  m  ^  n, 

•    Il  •     o 

r       ç     P„,(cosY)Y,„(0',  t;-')MnO'./()'rt'-].'=  — ^^— -  Y„,(0,  .>). 
•'o      •  (I  •»  m  -+-  I 

En  rapprocliaiil   ces   foiinulcs  de  la    foiiinilt'  {•>.\')  rpii  donne  le 

dévelop[)cm('nt  de     ,  on  en  conclut  (pion  a,  en  su|)posanl  o  <  i, 

(3i)  (      Ç     -  V„,(0',  'VjsinO'./O'rf^^'^  -^^^ii^  Y„,fO,  •;); 
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celle  égalilf-  subsiste  pour  z  =  \,  car  le  premier  mcnihrc,  ([ul  est 
un  potentiel  de  simple  couche,  esl  une  fonction  continue  sur  la 
splicre  elle-nièm»'.  On  ;i  donc  aussi 


sinO'  „„    ,,,  4" 


cosv  ctanl  donné  par  la  formule  (23).  I.e  potentiel  de  simple 
couche  dû  à  une  couche  de  densité  ^,„(0',  <!>'),  étendue  sur  la 
sphère,  est  donc  éi^al,  ;•  rinlt'-ririir  el  sur  la  surface  de  la  sphère, 

y  ■ Y,„(f).  'l)  (voir  Exercice  7,  n.  238). 

U  //l  -f-  I  \  i  /     .  I  / 

Kéciproquement,  toute  fonction yi'O,  -L)  satisfaisant  à  une  rela- 
tion de  la  forme 

(33)  C    r'7(Q',  'V)  -J-— dWclV  ^  4rK/.  0,  C.  ), 

où  K  est  un  facteur  constant,  esl  une  des  fonctions  ^/«(O,  'V). 
(lonsidf'-rons  en  effet  le  potentiel  de  simple  couche 

v(P,e,^)=r/'"-^"''^:'"""'rfovy. 

où  /•  désigne  la  distance  du  point  de  coordonnées  polaires  (s,  0,  •!/  ) 
au  [)oint  (  i,  h\  -V)  de  la  sphère.  C'est  une  fonction  harmonicjue  à 
lintérieur  de  la  sphère,  qui  se  réduit  à   f  — Kyfô,  <V)  pour  0  =  1, 

d'après  la   relation  (33).   En  calculant  la   dérivée  —  par  la   règle 

liahltuelh;  de  dilférentiation,  on  tr()uvc,  après  (piehpies  Iranslor- 
malirtiis  la<  lies, 

le  sei^ond  mendjre  est  une  fonction  harnioniipie,  puisque  c'esl  l;i 
différence  de  deux  potentiels.  Sui-  la  sphère,  cette  fonclion  esl 
«'•i;;de,    d  apiès    1rs    propriétc'^s   des    pnlenlifls   et    hi    rt-lahon   (■»•>), 

à  r^-(l  —  K)/'(f|.  -l).   H   s'ensuit  (iiie  la  dilIV-rence  0 r^-  \ 

\  iJ  \    ■    i  I  I  '    typ  7.  K 

est    une   fonction   harmoni(|iie   nulle  sur  l;i   siirfac'e   de  la  sphère. 

Mlle  esl   donc  nulle  en   tout  point  inté-neur,  et  la   fonclion  \   esl 

. i^  I 1/ 

une  h)nction  homogène  ilt;  d<'"fré  — 7^>  ce  (lui  e\i;;e  (iiie — p—  soit 
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nii  noinltro  ontirr  /// .  et  la  ("onclioii  \  c^t  une  fonclion  de  la 
forme  Cp"'V,„(^<j.  -V).  La  l'onction  /'(  0.  •l)  esl  elle-même  identi(nie 
à  \ ,„(H,  ■l\  à  un  facteur  constant  près. 

lîfniarque  F.  —  Lorsque  z  csl  supiiienr  à  un,  le  second   membre  de  la 

formule  (3i  i  doit  être  remplacé  par — Y,„(0,  <L),   car  c'est 

une  fonction  harmonique  à  l'extérieur  de  la  sphère,  d'aprcs  le  théorème 
de  Lord  Kelvin,  nulle  à  l'infini,  et  prenant  les  mêmes  valeurs  que  le  pre- 
mier membre  pour  p  =:  i.  Elle  est  donc  identique  au  poteniiei  de  simple 
couche  représenié  par  le  premier  membre  èi  I  extérieur  de  la  sphère. 

Remarque  II.  —  On   peut  aussi   déduire   des   formules   précédentes   la 
valeur  du  potentiel  de  double  couche 


\\ 


=  Ç    f    £!^  Y„,(0', 'yjsinO'rfoV'y 


pour  un   point  intérieur  nu   pour  un   point  extérieur  à  la  sphère.  .\  l'inté- 
rieur, \\  est  une  fonction  harmonique  qui  se  réduit  à 

d'après  les  relations  (3i;  et  (7),  sur  la  sphère  elle-même;  elle  esl  donc 
égale  à 

■->  /7i  -f-  ?.        , ,     ,  „     . 

•'-- ?"'V„,r6,  -1).   • 

■2  /n  —  I  ' 

ix  •    1       .  .  ,        ,    ,  .        4 7: ///    ^  „, ( '),  'v  (  . 

«Ml   verrait  de   même   que  ce   potentiel  est  etral   a   —  '—  a 

l'extérieur  de  la  sphère,  lin  supposant  /n  =  o.  on   retrouve   les  propriétés 
de  l'intégrale  de  Gauss  (n"  .'127). 

o33.  Méthode  de  C.  Neumann.  —  La  méthode  de  INeumann, 
qui  a  été  exposée  en  détail  pom-  les  contours  convexes  (n°  313). 
s'étend  sans  modification  essentielle  aux  surfaces  convexes. 

Ltant  donnée  une  surface  fermée  S.  le  principe  de  la  méthode 
de  -Neumann  pour  résoudre  le  prohlème  intérieur  consiste  encore 
à  représenter  la  fonction  harmonique  cherchée  par  un  potentiel  de 

douille  cduelie    /    /    'j. — ^  (^/j.  Les  jirdpiidés  de  ce  potentiel  C(Ui- 

•     •   s  '  ' 

diiisfiit  pour  déleiniiner  la  foiictiijn  inconnue  ;ji.  à  letpialiun  foiic- 
lionnclle  suivante  (  où  Ton  suppose  À  =  1  ), 


(34 
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F(M)  désij^ne  en  général  la  \aleur  de  la  fonction  F  en  un  |Mjinl  M 
de  la  surface,  U  esL  la  fonction  continue  donm-e  sur  S.  /•  esl  la 
distance  de  deux  points  M  et  V  de  cette  surface,  -s  l'angle  de  la 
normale  intérieure  en  P  avec  PM,  et  linlégrale  double  est  |)rise 
en  considérant  le  point  P  comme  variable,  et  le  point  M  < oiiiidc 
fixe. 

On  satisfait  formellement  à  celte  écpiation  fonctionnelle  en 
posant 

(35)  ;JL(M)=  -L  [ujM)^>.  L  i(  M)-+-.  ..->."  U,,!  .M  .-^...  J, 

4- 

Uo(M)  étant  égal  à  la  fonction  donnée  L  (M),  et  les  termes  sui- 
vants se  déduisant  du  premier  par  voie  de  récurrence  au  nioven  de 
la  formule 

(36)  U„(M)=-^  |'y'fU„-,(M)-r„_,.P,)]^fi^^, 

l'intégrale  double  étant  toujours  prise  en  faisant  décrire  la  sur- 
face S  au  point  P.  On  démontrerait  absolument  comme  au  u"  *)I3, 
que  toutes  ces  fonctions  U„  sont  continues  sur  S.  Pour  établir  la 
convergence  de  la  série  (35)  lorsque  la  surface  est  comcxe,  on 
s'appuie  sur  deux  lemmes  analogues  à  ceux  (|ui  ont  «i»-  t-iablis 
|)0ur  un  contour  convexe. 

Lenime  I.  —  Etant  donnt'-s  sur  la  siiif.ice  convexe  S  deux  points 
quelconques  M,  et  M^.  et  une  [)ortion  S  de  cette  surface,  pouvant 
se  composer  de  plusieurs  morceaux  sé))arés,  la  diH'érence  entre  les 
angles  solides  sous  lesquels  on  voit  des  points  M,  et  Mj  les  dillé- 
renles  parties  de  S'  est  inférieure  à  >-//.  //  étant  un  nombre  po- 
sitif inférieur  à  l'unité,  qui  ne  dépend  que  de  la  surface  con- 
vexe (').   En  elVet,    pour  que   cette  dillcrcnce   fût    égale   à    't:,   il 

(  '  )  La  déiiionslralion  de  N'eumaiin  repose  sur  un  lemiiie  un  peu  diltéieiU.  La 
surface  S  étanl  décomposée  eu  deux  pf)rli<)ns  S',  S",  a  el  ,3  élaiil  deux  points 
(luelcoi)(|ues  de  S,  >i  l'on  rc[)résenle  par  I'.  Ian;;lc  Milide  sous  lequel  on  voit  du 
point  Y  la  surface  1,  on  a  pour  une  surface  convexe,  non  bictoilee,  i°inét:alilé 
fondan)cnlalc 

i^,  +  i^!:-^/-, 

A  éianl   un  nombre  positif  inférieur  à  un  i|ui    m-  di  ptrni   «pir   de  S.   Il  est    facile 
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faudrait  (]iie  (Jii  point  M,  on  vit  S'  sous  un  angle  solide  égal  à  27:, 
c'esi-."i-dire  que  S'  comprît  la  surface  S  tout  entière,  ou  fût  forni«''e 
d'une  surface  limitée  par  une  face  plane,  sur  laquelle  serait  M,. 
Dans  les  deux  cas,  Tangle  solide  sous  lequel  on  voit  S'  du  point  M^ 
ne  pourrait  être  nul  à  moins  que  S  ne  se  réduise  à  une  pyramide. 

JjPinme  II.  —  Soil  F(M)  une  fonclion  positive  nu   nulle  sur  S, 
et  .1  riiitégrale  double 

(  — j-=- )  désignant  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  noruiale  int«''- 
rieure  en  P  avec  la  direction  PM),  divisé  |)ar  le  carré  de  i*M,, 
et  (  — ^j   ayant  une  signification  analogue. 

Partageons  S  en  deux  parties  S,,  So,  telles  quon  ait 

/COSO  \      ^    /COS(5\ 

.sur  >», ,  et  (  — -^  1    <<  y  — -f-  \    sur  ho,  et  soient  .1,  et  Jj  les  intégrales 

doubles  ('■tendues  à  S,  et  à  S^  respectivement.  On  a  .1  =  .1, -|- Jo. 
<'l  par  suite  |J|  est  inférieur  au  plus  grand  des  deux  nombres  .), 
et  |.L|.  Soit  L  une  limite  Mipérieure  de  F(M);  d'après  le  lemme 
précédent,  chacun  de  ces  nombres  est  inférieur  à  iIitA,.  On  a  donc 
aussi  |J|  <<  2/itA^,  quels  (pie  soient  les  points  M,  et  Mo. 

Cela   étant,    soient  I^  et   /   le   maximum   et  le  minimum  de   T 
.sur   S;   M,    et   Mo   (''tant   deux   points  qiiele<in(pies   de  S,   on  peut 


(l'en  ili-(liiirc  le  Iciiiinc  liii  lextc.  Supposons  I^..    -I^,,;  la  soininc  I^  -H  I^„  étant  an 
[lins  l'gaie  ii  2-Zy  l'inégalité  de  Ncuniann  donne  et  fortiori 

•.x-I*  -i-lj.  >  ^>.-         ou         I*„-I^<:,r(  !-:>>.). 

I.c  farlcur  I  —  ■i\  est  ceilainenienl  inférieni-  à  itn.  cl  l'on  peut  aussi  en  conclure 
(juc  le  facteur  A  (le  Neuniann  est  inférieur  à  -•  Mais  la  seconde  inégalité  s'applique 
aussi  aux  surfaces  convexes  biétoilées. 


PROBLEME   DE   DIRICHLET   DANS   L  ESPACE. 


•iGiJ 


U,(M,)-U,(M2)=  — 


Si  les  points  M(  et  M2  sont  des  points  ordinaires  de  S,  la  dernière 
intégrale  est  nulle,  et  la  valeur  absolue  du  premier  terme 

i[U(M,)-U(M2)| 

est  inférieure  à D'autre  part,  L  (P)  —  /  reste  compris  entre  o 

et  L —  /,  et  par  suite,  d'après  le  second  lemme,  la  valeur  absolue 
des  termes  de  la  troisième  ligne  est  inA'-rieure  à 


La  valeur  absolue  de  Ui(M,)  —  U)(Mo)  est  donc  elle-même  infV- 

rieure  à  (L  —  /)  (  — '■ —  j  =  (I^  —  0  ?'  P  étant  un  nombre  positif 

inférieur  à  un.  La  fonction  L,  (M)  étant  continue,  celle  iné- 
galité subsiste  pour  toutes  les  positions  des  points  M)  et  Mo  ;  donc, 
en  désignant  par  L,  et  /(  le  maximum  et  le  minimum  de  l',,  on  a 
encore  L|  —  /|  <i(\-'  —  /)o,  et  l'on  en  déduit  de  proche  en  proche 
(pie  l'on  a  L/ — //<<(L  — /)p',  L/  et  //  élanl  le  maximum  et  le 
minimum  de  l  ,.  Le  raisonnement  s'achève  comme  au  n"  .')13. 

Remarque.  —  La  méthode  de  G.  Neuiiiann,  appliquée  à  hi  splicic,  ni' 
semble  pas  conduire  immédiatement  à  la  formule  (19),  comme  dans.le  cas 
(lu  cercle  (  n"  ol3).  Cependant  il  est  possible  de  rallaclier  à  celte  métliode  la 
solulion  obtenue  directement.  L'équalion  intégrale  qu'il  s'aj^il  do  résoudre 
peut  en  eflel  s'écrire 

en  observant  qu'on  a  9.Rcoso  —  r,  r  étant  la  distance  des  deux  points  M 
et   I*    de    la    surface.    Kn    posant    a(iM)=  '■ V(M),   celle   équation 
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devient 


c'est  une  équation  de  même  forme  que  la  première,  où  la  fuiiction  inconnue 
est  V(  M).  Or,  pour  avoir  la  solution  du  [)roblème  de  Dirirhiet.  il  n'est  pas 
nécessaire  de  connaître  \(  M  ),  mais  seulement  le  potentiel  de  double  couche 

pour  un  point  quelconque  intérieur  à  la  sphère.  La  relation  (Ej'  exprime 
précisément  que  la  valeur  vers  laquelle  tend  ce  potentiel  lorsque  ce  point 
intérieur  tend  vers  un  point  M  de  la  sphère  est  égale  à  la  valeur  du  poten- 
tiel de  simple  couche /     /    lJ(Pj  —  en  ce  même  point.   Ces  deux 

fonctions  harmoniques,  prenant  les  mêmes  valeurs  en  tous  les  points  de  la 
tiplière.  sont  identiques  à  l'intérieur,  et  la  solution  du  problème  de  Dirichlet 
est  représentée  par  la  difTérence  entre  un  potentiel  de  double  couche  et 
un  potentiel  de  simple  couche.  On  retrouve  bien  la  formule  (20). 

534.  Fonction  de  Green.  —  Etant  donné  un  domaine  borné  1^ 
liniilt'  par  une  siutace  1,  formée  d "une  ou  plusieurs  surfaces  fer- 
mées dislincles.  la  fijnction  de  Green  correspondante  est  une 
fonction  (j(x^y,  z\  a,  b,  c),  nulle  sur  1\  el  liarmonique  dans  le 
voisinage  de  tout  point  de  D,  sauf  dans  le  domaine  du  point  inté- 
rieur Via,  b.  c).  où  elle  est  de  la  forme  -  -t-^(^,  }■,  -•',  ff.  b,  r\ 

la  fonction  i^  é-ianl  liarmonique.  La  connaissance  de  cette  fonction 
de  Green  permet  de  r(''soudre  le  problème  de  Oirichlel  intérieur: 
il  suffit  pour  cela  de  rai)|)roclier  les  deux  foriiiiiles 


l  {  a.  b.  c)  = 


i  1^ 
/•    dn 


/  dn 


d::. 


d  où  I  on  déduit  en  les  ajoutant,  et  observant  <[ue  G  est  nul  sur  1', 

dC. 
L 

M) 
La  démonstration  suppose  que  la  fonction  liarmoni(|ue  cliercliée 


(37) 


I    r  r  ,-  dÇi 

■\T'J  ,/v  )       dn 


I.    —    PROBLÈME    un:    DIRICllI.KT    DANS   l'eSPACC.  .>7I 

L  (j:^,  ^^,  z)  A  (les  dérivées  j)arlielle5  continues  sur  la  surlace  ï. 
On  appelle  de  même  fonction  de  Green  pour  le  problème  exté- 
liciir  une  loucliou  luiiiuonique  dans  le  domaine  de  tout  point  exté- 
rieur à  i;,  sauf  dans  le  dom.iino  d'un   point  (a.  b,  c)  où  elle  est 

iuliiiic  connue  ->  i-t'^ulière  et   nulle  à  linilni.  el  nulle  sur  }:.   Les 

formules  (ii)  et  (i4)  sétendanl  aux  foucUons  liarmoni<|ues  à 
l'extérieur  de  S,  el  nulles  à  l'inlini,  il  n  v  a  rien  à  changer  aux 
calculs  qui  précèdent,  et  la  formule  (3-)  donne  encore  la  solution 

i\u  |>rohlème  extérieur,  la  dérivée  —r-  «'tant  prise  suivant  la  nor- 
male e.rtéricnre. 

Dans  le  cas  d'une  sphère  de  layon  lî,  soient  P  un  point  à  une 
distance  d  du  centre,  P,  le  point  i-onjugué  harmonique  de  [*  par 
rapport  aux  extrémités  du  diamètre  passant  par  1^,  /■  et  /•,  les 
dislances  d'un  point  M  aux  points  P  et  P,  respecli\ement.  Pour 
le  problème  intérieur,  la  fonction  de  Green  est 

I        F',    I  '  _  ^  _!_ 

/•        (/  /i  '  /•        K  II 

poui-  h-  pn)b[ème  extérieur.  Dans  le  premier  cas,  on  a  <:/«<Pv,  et 
<l  >  Il  dans  le  second  cas. 

Va\  appliquant  la  formule  générale  (3-)  à  ce  cas  particulier,  on 
retrouve  les  résultais  établis  directement  au  n"  o30. 

On  peut  aussi  étendre  la  délinition  de  la  ionclion  de  Green  à  des  équa- 
tions linéaires  à  trois  variables,  plu*^  générales  que  léquation  de  Laplace. 
romino  ou  l'a  fait  dans  le  cas  de  deux  variables  (n"  Tyî'i).  Les  deux  équa- 
tions (  •  ) 

^ ,     ^  Ou        ,  On  1)11 

(  ;.S  )  3(M)  =  AM-i-a i- 6 \-c h  ^,/ =  o, 

ij.r  Oy  Oz 

0(av)        ô(br)        O(ci-) 
•"  •'      '  Ox  Oy  Oz 


(')  L'équation  J(a)  =  o  ne  représente  pas  la  forme  générale  d'une  équati.in 
linéaire  du  ly[)o  elliptique  à  trois  variables.  Une  équation  de  ce  type  étant  donnée. 
il  n'existe  en  i^énéral  aucun  choix  de  variables  indépendantes  permettant  de  ra- 
inenor  l'équation  à  la  forme  (38).  La  condition  de  possibilité  de  celte  réduction 
résulte  des  recherches  de  ^\.  Cotton  (Thèse,  n"  15-17). 
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sont  adjointes  l'une  de  l'autre  et  donnent  lieu  à  l'identité 


Ij  ,  f)    /     du  Ov 

<i   (    du  ài>        ,      \ 

/  à    /    ait  i)v  \ 

\  H (v ;/- !-  CUV    . 

\  Oz\dz  Oz  I 

Supposons  les  deux  fonctions  u  et  i'  ié;iulières  dans  un  domaine  borne  D 
et  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premiei-  ordre  sur  1;» 
surface  1  qui  limite  ce  domaine.  On  tire  de  l'identité  (/|0)  la  nouvelle 
relation 

\vi(u)  —  '/^(f)]  d^  dy  (f^ 


fff 


du             àv  \    1      1 

V u h  auv    ay  <<c  -4- . . .  =  o, 

Ox  Ox  '    -^ 


l'intégrale  dduble  étant  |)rise  suivant  le  côté  intérieur  de  la  surface  i,. 
Soient  a,  p,  y  les  angles  de  la  normale  inlérieuie  avec  les  axes;  la  formule 
précédente  prend  la  forme  plus  simple 


-LL 


(rt  cosa  -)-  b  coSfi  -l-  c  cos'()uv  d'i  =  o. 


Cela  étant,  soient  u(x,y,  z)  une  intégrale  de  l'équation 
rHu)^f{x,y,  z) 
régulière  dans  le  domaine  D  et  i'  une  intégrale  de  l'équation  adjointe 

(/(t')  =  o. 
régulière  dans  le  domaine   D,  sauf  dans  le  voisinage  d'un  point  («7,  ù,  c) 
de  ce  domaine  où  elle  est  de  la  forme  U  — I-  V,  U  et  V  étant  des  fonctions 

régulières  et  \J(a,  h,  c)  étant  égal  à  un  (  '  i  :  /•  désigne  toujours  la  distanc<' 
d'un  point  (x,  y,  z)  au  point  (a,  ^,  c).  Nous  pouvons  appliquer  la  for- 
mule générale  (40  au  domaine  D',  limité  par  i  et  par  une  s|)liére  S  de 
centre  {a.  6,  c)  et  de   ravon   très   petit   s.    1-n   faisant   tendre  vers  zéro  le 


(')  Des  solutions  de  cette  forme  ont  été  obtenues  par  M.  Ilolmgren  {Arkiv 
for  Matematik,  t.  I,  lyoS).  Voir  aussi  le  Mémoire  cite  plus  liant  Je  M.  Uada- 
mard. 


II.    —    l'OTKNTIEL  NEWTOMEN.  ^73 

layoïi  y.  l'iiilégrale  de  surface,  (itendue  à  S.  a  encore  pour  limite 

4  7:«(«,  b,  c) 
(n°  o'28),  et  la  formule  (  4  0  nous  (l(jnne.  en  passant  à  la  limite, 

i    u(a,fj,c)= /    /     \v— a—, }-(rtcosa-T-6cosâ-^cosv);a•L/: 


(U) 


~  Tz  I  I  I  'iA^,  r,  -)  <f^  (fy  (fz- 


Cette  formule  permettra  de  résoudre  le  problème  de  Dirichiel,  si  linté- 
grale  v{x,  y,  ^',  a,  b,  c)  est  nulle  sur  S.  On  pourra  de  même  étendre  aux 
problèmes  mixtes  relatifs  à  cette  équation  les  considérations  générales  qui 
ont  été  exposées  plus  haut  pour  une  équation   à  deux  variables  (n°  Vt'^ï). 


II.  —  POTEMIKL  NEWTOMEN. 

On  s'est  déjà  servi  plusieurs  fois  des  potentiels  de  simple  couche 
ou  de  double  couche.  Nous  allons  résumer  rapidement  les  princi- 
pales propriétés  du  potentiel  neutonien  qui  seront  utilisées  dans 
la  suite;  l'extension  de  ces  propriétés  au  |)ol('ntiel  logarithmique 
ne  présente  pas  de  diflicullé. 

o3o.  Potentiel  de  volume.  —  Soient  D  un  dcunaine  borné  de 
l'espace  à  trois  dimensions,  liuiité  |)ar  une  ou  plusieurs  surfaces 
fermées  S,  u-(:c,  y,  z)  une  fonction  continue  dans  ce  domaine 
et  ;•  la  distance  d'un  point  variable  M(.r',  y,  z)  à  uu  point  déter- 
uiiné  P(«,  b^  c).  \-,A  fonction  représentée  par  rintégralc  tripb» 

(43)     \{a,  h,  c)=    f  f  f  '''^^'■]'-  "^^  dxdydz  ^.    j     j     j     'à.  ,/r, 

(-.1  une  loucliun  continue,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées  j)iirlHlles 
jusqu'à  un  ordre  quelconque,  des  coordonnées  («,  ^,  c)  du  point  P, 
dans  toute  région  de  l'espace  n'avaul  aucun  poini  cormuun  avec  I); 

de  plus,  c'est  une  foncliou  harmonique,  comme  la  fonction  -  cllc- 

mème  (n"  483).  Les  déri\<'«'s  partielles  de  celle  l'onction 


(U) 


G.,  III. 
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sont  cJjmIcs,  à  un  facteur  constant  près,  aux  composantes  de 
rattractioi)  qu'exercerait  sur  un  point  matériel  de  masse  un  placé 
en  P  une  masse  de  densité  variable  ii.{x,  y,  z)  répandue  dans  le 
domaine  D,  en  supposant  que  l'attraction  ait  lieu  suivant  la  loi  de 
Newton;  ce  qui  expli(|ue  le  nom  de  potentiel  newtonien  donné  à 
le  fonction  \  (a^  b,  c)  ('  ). 

Les  intégrales  (  i3)  et  (44)  or^l  encore  un  sens  lorsfpie  le  point  P 
est  dans  le  domaine  D;  il  suffit  de  vérifier  que  ces  intéj^rales,  éten- 
dues à  l'intérieur  d'une  sphère  de  centre  P  ont  une  valeur  finie. 

Kn  eflet,  si  l'on  remplace  les  coordonnées  rectangulaires  par  les 
coordonnées  polaires  /•,  9,  'i»,  l'origine  étant  au  point  P,  l'inté- 
grale (43)  étendue  à  la  sphère  devient 

(43)'  /     dr  I      cfb   I       ;jL(rt -r- rsinOcos^,   .  .  .  )r  «inO  <Y'!/, 


(')  Pour  une  attraction  proprement  dite,  jjl  est  essentiellement  positif;  s'IT 
sagit  d'actions  électriques,  u  peut  être  positif  ou  négatif. 

Considérons  une  droite  indédnie  homogène,  et  soit  is.  la  masse  de  l'unilc  de 
longueur.  Une  portion  .\B  de  celte  droite  exerce  sur  un  point  P.  en  dehors  de  la 
droite,  une  attraction  qui  est  dans  le  plan  PAB,  et  dont  il  est  facile  de  calculer 
les  composantes.  Lorsque  les  deux  points  A  et  B  s'éloignent  indéfiniment  dans 
deux  sens  différents,  la  composante  parallèle  à  la  barre  devient  nulle,  tandis 
que  la  composante  normale  tend  vers  une  limite,  indépendante  de  la  façon  dont  les- 
points  A  et  B  s'éloignent  indéfiniment,  et  celte  limite  est  en  raison  inverse  de  la 
distance  du  point  à  la  droite.  D'une  façon  générale,  on  peut  dire  que  les  compo- 
santes de  l'attraction  exercée  par  une  droite  homogène  indéfinie  sur  un  point  P, 
de  coordonnées  (a,  b,  c)  sont  égales,  à  un   facteur  constant  prés,  aux  dérivées 

partielles  par  rapport  k  a,  b,  c  de  la  fonction   ixlogl  —  |>  r  étant  la  dislance  du 

point  P  à  la  droite.  De  même,  l'altraclion  d'un  cylindre  plein  indéfini  sur  nu 
point  a  une  valeur  déterminée  si  l'on  suppose  la  densité  [x  constante  tout  le  long 
d'une  parallèle  aux  génératrices.  Supposons  que  l'on  ail  pris  l'axe  0-  parallèle 
aux  génératrices,  le  plan  des  xy  étant  le  plan  perpendiculaire  passant  par  le 
point  attiré.  La  section  du  cylindre  par  le  plan  des  xy  est  une  courbe  fermée  C,^ 
limitant  un  domaine  D.  Lri  décomposant  ce  domaine  en  éléments  de  surface,  el 
le  cylindre  lui-même  en  cylindres  infiniment  petits  ayant  pour  bases  ces  éléments 
de  surface,  on  voit  que  les  composantes  de  l'atlraclion  exercée  sur  le  point  P  de 
roordonnées  {a,  b)  sont  égales,   à  un  facteur  près,  aux   dérivées  partielles  par 

rapport   à  a   et  ^  de   l'intégrale  double    /    /     \i.\og-  dx  dy.   C'est   un    poienliel 

^  --'{[})  '' 

logarithmique  de  surface,  qui  se  trouve  ainsi  rattaché  au  potentiel  newtonien 
«le  volume.  Les  potentiels  logarithmiques  de  simple  couche  ou  de  double  couche 
peuvent,  d'une  façon  analogue,  èlre  rattachés  aux  potentiels  newtoniens  du 
même  nom. 
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0  étant  le  ravon  de  la  sphère;  la  première  des  intégrales  (44)  s'écrit 
de  même 

(44)'         1     dr   f     df)   I       [jL(a-i- /-sinOcos'!/,  .  .  .)  cos'l  sln^fi  d'I. 

On  voit  que  ces  intégrales  ne  présentent  aucun  élément  infini. 
Si  H  est  une  limite  supérieure  de  |u.|  dans  le  domaine  D,  la  valeur 
absolue  de  l'intégrale  (4'^)'  est  évidemment  inférieure  à  a-Hp^. 

D'une  façon  générale,  l'intégrale  triple  f  f   1  —.  ^'-^'S  étendue  à  un 

domaine  D'  renfermant  le  point  P  et  dont  la  plus  grande  corde  est 
inférieure  à  /,  est  elle-même  inlérieure  en  valeur  absolue  à  27:H/-, 
car  ce  domaine  D'  est  intérieur  à  une  sphère  de  rajon  /  ayant  pour 
centre  le  point  P.  On  en  déduit  que  l'intégrale  triple  (4^)  est  unifor- 
mément convergente  dans  le  domaine  de  tout  point  Pq  intérieur  au 
domaine  D,  ou  sur  sa  frontière.  Kn  ellet,  si  du  point  Pq  pour  centre 

on  décrit  une  sphère  I  de  rayon  z,  l'intégrale  triple  f  f   1  -.  f^'S 

étendue  au  volume  liinilé  |)ai'  celle  sphère,  est  inférieure  en  valeur 
absolue  à  H-Ho-,  pour  un  point  quelconque  P  intérieur  à  S.  On 
en  conclut  que  le  potentiel  \  (  <■/,  A,  c)  est  une  fonclion  continue 
dans  tout  l'espace  (n"  oOi).  On  \oil  de  même  que  l'intégrale  (44)' 
est  en  valeur  absolue  inférieure  à  j'Ho,  et  par  suite  que  l'inté- 
grale  /  /  /  y-  ; —  '^*'   étendue  à    un  domaine  D'  entourant  le 

point  P  et  dont  la  j)lus  grande  corde  est  inférieure  à  /,  est  elle- 
même  inférieure  en  valeur  absolue  à  .\-}\/.  Il  en  résulte  encore 
que  les  intégrales  (fi)  sont  iinifoiinément  convergentes  dans  le 
domaine  de  tout  point  l*o  intérieur  à  D,  ou  sur  la  frontière  de  D, 
et  par  suite  ces  intégrales  sont  des  fonctions  continues  des  coor- 
données {a,  b,  c)  dans  tout  l'espace. 

Les  formules  (44)  sont  encore  vraies  dans  le  domaine  D,  Nous 
l'établirons  j)Our  la  première,  en  reprenant  une  fois  de  ])lus  le 
raisonnement  classique.  Klant  donné  un  |)oinl  P  du  domaine  D, 
de  coordonnées  (<7,  ^,  c),  déci-ivons  d^  ce  point  |)o(ir  cenlrc  une 
sphère  S  (b;  ravon  o,  (|ui  déconq)nse  I)  en  deux  domaines  l)|,  l)^. 
l'un  intt'rieui',  l'autre  extt'-rieiir  à  la  sphère,  .^oit  P,  un  point 
de  coordonnées  («  +  Art,  A,  ri  pr-is  dans  I),;  en  a|>prl;iiil  /•,  la 
distance    de   ce    point    P,     à    nu   |ioiiil    Miiiabic    M,    nous    pouvons 
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écrire 

\(n  —  \a,  b,  c)—\(a,  h.  r)  r 


àa 


[(('y^"' 


(4à) 


-'^-fJi/'^'-B-fSiy'^'''] 


V,  el  Va  désignant  les  potentiels  relatifs  aux  domaines  D,  cl  Do 
respectivement.  JJeveJoppons  — — > 

=  -—///     \x{x,y,z)'- —dv. 

En  observant  rpi'on  a 

,     ,       ,  '  I  /  '  '  \ 

/•/•,         -iV/-'         ri/ 

on  voit  fine  la  \aleur  absolue  de  — -  est  inb'rieiire  à 
'  la 

"~    ^  J  J  ./„,)  \  '•■-  '•!/'' 

or  il  est  facile  de  vérllier,  en  employant  des  coordoniK-es  polaires, 

(lue  l'intégrale  /   /  /  — ;r'  étendue  à  un  domaine  siliu'  tout  entier  à 

linlérieur  d'une  sphère  de  rayon  /  avant  pour  centre  un  point  1\ 
est  inférieure  en  valeur  absolue  à  4~^-  I-^e  nombre  8  est  donc  plus 

[)etit  que  —  (4t:o  +  S-p)  =  ()7:Hp.  La  somme  des  deux  proinieis 

termes  du  second  lucmlirc  de  la  Idriiiule  ('j5)est  donc  inrr'neure 
en  valeur  absolue  à  /j  —  Il  o  4- (i-ll  o  =i  iottÏTo.  (-ela  posé,  clioisis- 
soiis  d'abord  le  nombre  p  de  telle  façon  (pie    lorrllo  soit  plus  petit 

que  -  >  î  étant  un  nombre  oosil  il  aibili  aire.  I,  iiit<''2;rale  ^  ■>  est  alors 
une  foiuiion  coulinuc  des  eooi'doniiees  dii  point  I'  (l;ins  le  do- 
maine I),,  doiil  lii  d('ri\<'e  (^sl  ('-gale  ■'    /     /     /     ;-"■  '''' '•  I-*'  der- 

•    I)    '         '" 

mer  terme  du  second  ineirihre  de  la  loniiiile  ('('))  tend  doue  vers 
y.rvn  a\ee  \f/.  et,  eii  .iclievaiil  le  raison iieiiieii I  comme  d  liabitiide. 
on  en  conclut  (pie  le  premier  meinhrea  au>>i  /.('to  pour  liniile.  Les 
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fonmiles  (44)  M*^''  Joimenl  li's  drrnées  premières  du    [xjlentiel 
s'appliquent  donc  dans  loiil  fespace. 

o36.  Formule  de  Poisson.  —  Vax  dillV-renlianl  dr  nom  eau  les 
Cormules  (44)^  <>"  alMuitil  à  des  intéi;rales  triples  dépourvues  dn 
sens,  lorsque  le  point  P  est  dans  le  domaine  D.  Pour  établir  l'exis- 
tence des  dérivées  secondes,  on  transfornie  d'abord  les  intégrales 
qui  représentent  les  dérivées  premières  au  moyen  de  la  formule  de 
Green.  Soient  Po(V/o,  ^o,  f'o^  nu  [lolul  intérieur  à  D  et  S  une  sphère 
ayant  pour  centre  le  point  Po  et  de  rayon  p  assez  petit  pour  être 
tout  entière  dans  le  domaine  D;  nous  appellerons  encore  D,  et  D2 
les  deux  portions  de  D  séparées  par  S.  V,  et  Vo  les  potentiels  cor- 
respondants. Le  potentiel  W^ia^  b,  c)  est  une  fonction  harmonique 
à  l'intérieur  de  -.  Quant  au  potentiel  Vt(«,  6,  c),  nous  venons  de 
voir  qu'il  admet  dans  ce  domaine  des  dérivées  du  pi-emier  ordre 

r^        I  •  r  —  a  à    /  •x\        diJ.   \ 

continues.  rLn  observant  (pi  on  a  y.  — - —  =  —  T"  \    -  /  "^  ^   "'  nous 

poiivcins  écrire — ^- ,  par  exemple,  eu  a[)j)li([uaiit  la  première  for- 
mule de  Green  pour  le-  iult'-grales  triples  (l,  n"  144) 


ôa 


l'intégrale  double  (-tant  étendue  au  ((Ué  extérieur  de  2.  L'intégrale 
triple  du  second  membre  représente  un  potentiel  et,  par  suite, 
admet  des  déri\ées  continues  du  premier  ordre  dans  tout  l'espace. 
11  en  est  de  même  de  la  fonction  représentée  par  l'intégrale  de 
surface  lorsque  le  point  («,  6,  c)  est  à  l'intérieur  de  S.  Le  jjolen- 
tiel  V(a,  b,  c)  admet  donc  des  dérivées  continues  du  second  ordre 
dans  tout  le  domaine  U,  les  frontières  exclues,  puisque  1%  osl  un 
pDiiil  ipielconque  intcTicur  à  IJ.  Calcul(tii>  A\  pour  Ir  poiut  P„  ; 
en  ce  jjoint  AVo  :=  o  et,  par  suite,  A\  =  A\  ,.  i^es  forum  lo  habi- 
tuelles de  dillérentialion  nous  donnent 


—    /     /     [J-l  '■ r, — -  dy  dz  -f-  • 7, — ^'  dz  dx  -r-  - — - —  dx  dy  ) , 

/'o  étant  la  tbslauci!  du   p(Uiit  P,,  à  iiii  poinl   \,ii  i,d)lc  M.  Le  piciiiiri- 
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inciuhrc  ol  iii(l(|Hii(|;iiii  (lu  ravoii  ■:  :  il  suflit  donc  de  clierclier  la 
liniilc  du  x'ciind  mciMhrc  l()rs(|iic  ■:  tend  xcrs  zéro.  Or  si  1  on 
désijinc  par  K.  une  liimle  supérieure  de  la  valeur  absolue  des  déri- 
vées partielles  île  u.,  la  valeur  absolue  de  1  intc-f^ralc  triple  est, 
d'après  une  reinarcpie  antérieure,  inférieure  à  \  i  k  — p  et,  par  suite, 
tend  vers  zéro  avec  o.  Quant  à  l'intégrale  de  suriace,  on  a  /'o^  2 

sur  1.  et ,  ■ 1 représentent  précisément  les  cosinus 

?  ?  ^      .  , 

directeurs  de  la  normale  extérieure.  Celle  intégrale  se  réduit  à 

;    I     I     [i[T.  y,  z)cl:f  —  —  /        /       iJL(aQ-T- p  sinO  cos'i/,  .  .  .)  sinO<^0<i'!/, 

P"-^   JZ)  '  «'0     -'0 

et  il  est  clair  (juelle  a  pour  limite 

—  [JL{ao,  bo,  Co)   f      f     sinOf/O^-L, 

ou  — 4~;^o-  I*our  tout  point  (<7,  6,  c),  inlcrieitr  au  domaine  D, 
on  a  donc,  enlre  les  dérivées  du  second  ordre  du  potentiel,  la  rela- 
tion 

Oa^         ôb*  dc- 

CeslXa Jormule  de  Poisson,  qui  comprend,  si  lOn  veut,  la  for- 
mule de  Laplace  comme  cas  particulier.  Il  >nllil  en  elVel  de 
j)rendre  ^{ci,  h,  ci  =  o  en  un  j)oinl  extérieur  pour  retrouver  la 
relation  A\  =  o,  qui  s'applique  à  tous  les  points  extérieurs  du 
domaine  D.  11  résulte  de  la  comparaison  de  ces  deux  formules  que 
les  dérivées  secondes,  ou  du  moins  quelques-unes,  doivent  éprouver 
des  discontinuités  quand  on  tra\erse  la  frontière  S  du  domaine  D. 
11  importe  aussi  d'observer  que  la  démonstration  précédente  sup- 
pose que  la  densité  u.(.r,  y,  ;;)  admet  des  déiivées  continues,  ou 
tout  au  moins  bornées  et  inlégrables  ( '). 

Toutes    les    projînélés    précédentes    s  étendent    sans    difliciilté 

au   j)otentiel  logarillimiquc  que  nous  écrirons,   en   remplaçant  - 


(')  La  formule  de  Poisson  a  élé  étendue  pur  dillcrcnls  géomètres  à  des  cas 
plus  généraux.  Voir,  par  exemple,  deux  Mémoires  de  M.  Petiuni  [Acta  mallie- 
malica,  t.  .\\\I,  190S,  p.  12^;  Journal  de  Lioinille,  G*  série,  t.  V,  1909,  p.  >'7]. 
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par  logy., 

\{a,b)=l   j    iJ.(jr,y)\os-  dxdy, 

l'intégrale  doulile  étant,  étendue  à  un  domaine  D  à  deux  dimen- 
sions du  plan,  dans  lequel  ;ji.(j",  y)  est  une  fonction  continue; 
A  (a,  b)  est  une  fonction  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  dans  tout  le  plan,  et  ses  dérivées  s'ob- 
tiennent en  appliciuant  la  formule  habituelle  de  dilT'érentiation 
sous  le  signe  intégral.  A  l'extérieur  de  O,  \  est  harmonique; 
à  l'intérieur  de  D,  elle  admet  des  di'rivées  continues  du  second 
ordre  qui  v<''rillenl  la  relation 

<47)  A^=  — -^^=.-...(«,6). 

En  résumé,  le  potentiel  \(a,  b,  c)  est  une  fonction  des  trois 
variables  («,  ^,  c)  possédant  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Elle  est  continue  et  admet  des  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  continues,  dans  tout  l'espace,  et  elle  s'annule  à  l'infini  (ce 
point  s'établit  comme  au  n"  o26); 

2"  Elle  est  harmonique  à  l'extérieur  d'un  domaine  borné  D, 
limité  par  une  ou  plusieurs  surfaces  fermées; 

3°  A  l'intérieur  de  D,  elle  admet  des  dérivées  continues  du 
second  ordre  qui  satisfont  à  la  relation  de  Poisson  A\  =  —  î~;j-. 

Ces  propriétés  caractérisent  complètenienl  la  fonction  V(a,  6,  c).  Soit, 
€n  elFet,  \ lia,  6,  c)  le  potentiel  ciù  à  l'action  de  masses  de  densité  \L(x,y,  z), 
répandues  dans  le  domaine  D.  La  diflérence  \' —  Vj  est  continue  dans  tout 
l'espace,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et  elle  est 
hain)onique  en  tout  point  de  l'espace,  sauf  peut-être  sur  les  surfaces  S. 
Mais  on  a  démontré  plus  haut  (n"  !j'28)  que  les  dérivées  secondes  restent 
continues  sur  ces  surfaces,  de  sorte  que  V  —  V|  est  harmonique  dans  tout 
l'espace  et,  ronime  cette  diflérence  est  nulle  à  linfini,  elle  est  ideulique- 
nient  nulle. 

On  peut,  dans  certains  cas,  se  servir  tic  ces  |Hopriétés  pour  taciliter  le 
calcul  du  potentiel.  Par  exemple,  supposons  qu'on  veuille  calculer  le 
potentiel  d'une  sphère  homogène  de  densité  ;jl  et  de  rayon  R.  La  (onction  \', 
définie  par  les  égalités 

à  1  intérieur  de  la  sphère, 

V  -  i       11! 
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à  lexléi  icur.  </ élanl  la  ilistance  du  |)oinl  1'  au  centre,  satisfait  aux  niènies 
coiulilions  que  le  potentiel  clieiclié.  \i\\c  est  continue,  ain<i  que  ses  déii- 
vées  du  premier  «jrdre.  et  nulle  à  l'infini;  à  l'exté'rieur  de  la  sphère,  on  a 
AV  =  o  et  AN'  =  .\~ix  à  linti-rieur.  Elle  est  donc  identique  à  ce  potentiel. 
Lejeuno-Dirichlet  a  donné  un  exemple  moins  élémentaire  en  calculant 
d'une  façon  synthétique  le  potentiel  dû  à  l'attraction  d'un  idlipsoïde  homo- 
gène (Journal  de  C relie,  t.  32;. 


TitWi .   Formule  de  Gauss.  ~~  De  la  formule  de  Poisson,  on  tirduil 
facilemeiil  la  \aleiir  de  1  intégrale  /     /     -r—  d^,  prise  le  long  diine 

surlace  lerinée  (juelconque  S,   la  d('ii\ée-^  élanl  prise  siiixanl  la 

noriiialc  cxlérieurc .  Su|)posons,  pour  lixer  les  idées,  que  le 
domaine  intérieur  à  1'  se  compose  de  deux  parties  seidement,  un 
domaine  D,  qui  fait  partie  de  D  et  un  domaine  1)^  extérieur  à  1). 
Le  domaine  D,  est  limite  par  une  j)ortion  Z,  de  S  el  par  une 
partie  S'  des  surfaces  S  qui  limitent  I).  Le  domaine  D2  est  lui- 
même  limité  par  S'  et  par  une  portion  So  de  1'.  La  formule  de 
Green  (10),  appliquée  au  domaine  J)|,  donne,  en  tenant  compte 
de  la  formule  de  Poisson,  et  faisant  .s  =  1 ,  6  =  \  , 

J  J(v^^  dii^  '  '       J  J^.  cùii  '  "  ~'        "'    J  J  ,/„^  '"^  ^  '  ' 

-, —  désignant  la  dérivée  suivant  la  direction  extérieure  de  la  nor- 
maie;  ^   étant  liarmonique  dans  1)^,  on  a  d'autre  part 

-; — avant  une  sieiiificalion  analogue.  Mais,  à  cause  de  la  conti- 
niiilé    des    (li'ri\ées    premières    de    \,   on   a,   tout    le   long    de    S', 

d\  d\  11-  r  -     •  I        .  ■  I  ,, 

-; 1-  - —  =0;  en  aioulant  ic^  lorniiil    ^  |)rece(lentes,  il  \  icnt 

drii         dn-i  '  ' 

•     d\ 


(48)  /     /      ^rfcr  =  — 4rM, 

M   étiinl   ('^^al    à    linlégrale    tiiplc     1    I    I  [^- ^^^ 


(l\\    (■  cst-a-diie    a    la 
somme  des  masses  attirantes  contenues  à  I  inti  rieur  de  1. 
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o3<S.  Dérivées  normales  d'un  potentiel  de  simple  couche.  —  Le 
poleuliel  (le  .simple  couche  peut  èlre  regardé  comme  un  cas  limite 
d'un  poleuliel  de  volume.  Considéron.s  le  volume  compris  enlre 
une  surface  -  «l  une  surface  parallèle  infiniment  voisine,  à  une 
distance  s  de  la  première,  el  sii[)posons  ce  volume  rempli  d  une 
matit'-re  dont  la  densité  o  esl  la  même  tout  le  long  d'une  normale 
commune.  Ln  élément  de  ce  volume,  formé  |3ar  les  portions  de 
normale  menées  en  tous  les  points  d'un  élément  d-i  de  S  a  |)oiir 
expression  £  (H.  Si  l'on  admet  maintenant  tpie  s  décroisse  indéli- 
niment,  el  en  même  temps  que  o  augmente  de  telle  façon  que  le 
produit  Oî  tende  en  chaque  point  vers  une  limite  a,  le  potentiel 
dû  à  l'iiclion  du  \(tlume  j)récédenl  de\ient  à  la  limite  une  inté- 
grale de  surface  /    /     —  d:j  :  ce  qui  juslilie  le  nom  de  potentiel  de 

simple  couche  donné  à  celte  intégrale.  Le  nombre  a  est  la  densité 
superficielle  de  cette  couche.  Les  proj)riétés  générales  de  ce 
potentiel  ont  été  établies  |dus  haut;  il  ne  nous  reste  qu'à  étudier 
la  disconliniiit*'  des  dérixées  (juand  on  traverse  S. 

Supposons  que  la  surface  i^  soit  fermée,  et  soit  ÏNlo  un  point 
ordin;iire  de  cette  surface.  Sur  la  normale  en  Mq  prenons  deux 
points  inliiiiment  voisins  i\,  P,.,  de  |)art  et  d'autre  de  Mq.  Les 
dérivées  du  potentiel  en  ces  deux  points,  |)rises  suivant  la  direc- 
tion iiit('rieiire  de  la  normale  en  Mo,  tendent  respecti\  ement  \ers 

I       ,  ■     .  ,  d\'i        d\ ,.    1  , 

des  limites,  (lue   nous   reiu'esenterons  par -j —  et  — — >  lorsque  It-s 
'  '  '        clrii         (lnj  ' 

points  l*/  el  I*,-  se  rapprochent  indéfiniment  de  Mo  (')•  Prenons 
pour  origine  des  coordonnées  le  point  iMo,  la  direction  de  la  nor- 
male inl<'Mieiii<'  pour  la  dirccLion   posilixe  de  l'axe  des  c,  et  deux 


(  '  )  l-)'ai)rrs  |;i  foriiiiilc  de  la  movL-iiiie,  -; —  ot  la  limite  du  rapport '  .,    ,. — 

lorsque  le  poiiil  V-  se  rapproche  du  point  M,,  en  restant  sur  la  normale  intérieure, 

('V.       '  ,     ,.     .       ,                     V(.M„)- V(r,)     ,  r.  1 

tandis  que  -r-^  est  la  hnnie  du  rapixnl  ^ —  ,.    ,. —y  lorsque  T   se  rapproche 

de   M„  eu    restant    >ur    la    normale   extérieure.    D'une    façon   générale,    lorsqu'un 

point  I'  de  cooidounécs  a.  h,  c  se  raiiproche   de    .M„,  les  dérivées  — }  —7-  tendent 


vers  des   liioilrs   (|iii    >ont   les  niéuics,  que  le  point  1'  soit    inléiieiir   du    extérieur 
à  yH:  seule  la  dérivée  —  a  dnix  limites  dilVércntes,  si  lV)n  a  pris  l'iixe^e-  c  paral- 

()C 

lèle  à  la  normale  en  M„  (coii-  l'ui.NCAiu':,  Le  jfOleiitief  newtonien). 
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droites  orlliogonalcs  du  plan  taii^cnl  pour  a\es  des  x  et  desj>^; 
nous  admellrons  (jue  la  portion  de  -,  voisine  de  Mq,  est  repré- 
sentée, en  coordonnées  semi-polaires,  par  une  équation  de  la 
foiiue  :;  =  o'+°'/(p,  (o),  a  étant  positif  et  la  fonction/  étant  con- 
tinue, ainsi  (luc  ses  (léri\ées  |)artielles  — >  -^  dans  le  voisinai;e  de 

l'origine.  Ces  conditions  sont  certainement  vérifiées,  lorsque  :; 
admet  des  dérivées  secondes  continues  dans  le  voisinage  de  l'ori- 
gine. Les  formules  du  changement  de  variables  (I,  p.  i48) 
montrent  immédiatement  que  les  dérivées  p  e\.  q  sont  de  la 
forme  o"/',  (o,  (o),/,  étant  continue  pour  p  =  o. 

r/V 
La  dérivée  —r-  en  un  point  quelconque  P  de  l'axe  des  5,  intérieur 

ou  extérieur  à  X,  a  pour  expression 

^^  étant  l'angle  de  la  direction  P:;  avec  la  direction  PM,  allant 
de  P  à  un  point  quelconque  M  de  S.  Si  le  point  P  coïncide  avec  le 
point  M„  lui-même,  cette  intégrale  dexienl 

(5o)  v;=r/":.:^../^, 

/•„  étant  la  distance  de  Mo  à  un  point  quelconque  M  de  S,  et  'y» 
l'angle  de  la  normale  intérieure  en  Mo  avec  la  direction  Mo  M. 
Pour  s'assurer  que  cette  intégrale  a  une  valeur  finie,  il  suffit  de 
considérer  une  petite  portion  S'  de  1'  entourant  l'origine,  et  se 
projetant  sur  le  plan  des  xy  à  l'intérieur  d'une  courbe  fermée  y. 
Un  élément  de   linti-gralc  (ôo),  étendue  à  1'  s't'ci'it,  en   |)renanl 

(ies  coordonnées  polaires,  — '■ i ,  la  tonction  71(0,  w)  étant 

bornée  dans  le  domaine  de  lorigme.  Il  n'en  résulte  pas  que  -77-  ait 

|iour  limite  \  ,',  lors(pie  le  |)()int  P  tend  \ers  le  point  Mq,  car  rien 
ne  prouve  la  continuité  de  cette  int<'grale  dans  le  domaine  du 
point  Mo.  Nous  allons  montrer,  au  contraire,  qu'elle  est  discon- 
tinue en  ce  point  eoniine  un  polenliel  de  doultle  eouelie.  Pour 
cela,  considéion>  I  inif'^rale  auxiliaire 

/-    \  I  CCI      cos^i  cosco\    , 

00  ,=  y /^^(^__a_^,..,_.j^^, 
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o  étant  l'anffle  de  la  ilirection  intérieure  de  la  normale  en  M 
avec  MP;  enijiloyanl  un  raisonnement  tout  à  fait  analogue  à  celui 
des  n°^  oOo,  o!27,  nous  allons  prouver  lout  dahord  que  celte  inté- 
grale est  continue  j)our  le  j)oinl  Mo-  l^our  cela,  considérons  le 
trièdre  ayant  pour  somniel  nu  |)(iinl  (juelconque  M  de  ï  et  poui- 
arêtes  la  direction  MP,  la  direction  intérieure  MN  de  la  normale 
en  M  et  la  parallèle  Mz'  à  l'axe  des  z.  L'angle  de  MP  avec  Mz' 
est  -  —  '1,,  l'angle  de  MP  et  de  MNest  ç;  appelons  0  l'angle  de  MN 
et  de  M:;',  et  Q  l'angle  dièdre  du  trièdre  qui  a  pour  arête  M^i  ;  on  a, 
d'après  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  spliérique, 

cos(-  —  'I/i)=  cosG  coso  4-  sinO  sino  cosO, 

et  l'intégrale  1  peut  s'écrire 

s  i  n  0  d:f 


(52)    l  =  —  I    I     (;jL  cos6  —  ji-o)       "^/   f/s" —   /     /     a  sinci  cosii 

La  première  intégrale  double  du  second  uicmbre  est  routiuue 
au  point  Mol  si  l'on   considère,  en   ellét,   le   potentiel   de   double 

couche    /   /  ^ — ~,  où  v  =  'j.cos'j,  celle   inlt-graic   d()nbi<'  n  est 

autre  que  —  /    /     (v  —  Vq)  -^^  c/^j,  et  l'on  a  dénionlif  phi^   liant 

que  celte  intégrale  était  continue  au  point  Mo  (n"^  oOo,  o27). 
Pour  prouver  qu'il  en  est  de  même  de  la  seconde  intégrale,  il 
suffit  de  prouver  que  celte  intégrale  est  uniformément  conver- 
gente   dans    le    domaine    du    point   AT,,   (n"   oOii,    ou    (juc   I  inlé- 

,       r    r  sinO  ch      ,         ,        ,  ■    r    ■  ,        .-.     v    1     V 

grale    /     /    :^~~'  étendue  a  une  |)oili()n  inlimini'iil  petite  1  (!(■_, 

entourant  1  origine,  est  elle-même  in(iniin<'nl  petite.  Or,  si  Ton 
passe  aux  coordonnées  polaires,  un  élément  de  celte  intégrale  est 
de  la  forme  p""'  7:(p,  w)  ch  dto,  la  fonction  ?:(  p,  lo  )  restant  bornée. 
L'intégrale  étendue  à  un  domaine  infiniment  petit  est  donc 
elle-même  inrinimeiil  j)elile. 

Ce  point  étant  ac(jnis,   supposons  d'abord  (pie   le   point   P  de 
l'axe  des  ;:  soit  un  point  intérieur  P/;  la   limite   «le  l'intégrale  I 

lorsque  ce  point  P/ tend  vers  l'origine  est  évidemment  -^  -f-  /i";^,,; 

au  contraire,  si   le  point  P  <'laiL  un   point  cxtc-rienr  P,.,   la   liiiiilc 

serait  —r-^'  Enfin,   si   le   point   P  est   an    poiiil   ilo  liii-mèiiic,   I   f^t 
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éual  il  ^     +  3— 'ji„.  En  éïralant  ces  trois  nombres,  on  obtuMil  les 
valeurs  clHTrliées 

(  i3  ) 


rfV,.  r  r      cos6    , 

dni  J  ./v         /•,-, 


res  relations  i')  peuvent  encore  s'écrire,  en  su|»prinKinl    luK^lice 
(le  /-Q. 

^^'^^  j  ^,       d\j_  _      r  r       CCS 'l 

On  a,  pour  les  dérivées  normales  A  un  |)oteiiliel  logarithmique  de 
simple  couche,  V  =   /  jJ-log;-  ds,  en  un  point  Mo  de  la  courbe  C 

(  n"  oOo),   des  formules  toutes  pareilles,   c|ui    s'établissent  de   la 
même  façon, 

l    —, —  =  —  7:;ji|,  -+-    I     [x (is, 

]dy,  r     cosi  , 

r  étant  la  dislance  de  Mq  à  un  point  variable  M  de  C,  et  d»  l'angle 
de  Mo  M  avec  la  direction  intérieure  de  la  normale  en  Mo- 

o39.  Potentiel  newtonien  de  double  couche.  —  xNous  montrerons 
encore  commcnl  la  théorie  du  mayin'lisme  conduit  aux  intégrales 
de  surface  qu'on  appelle  potentiels  de  double  couche  (n°o!27).  Ima- 
ginons une  couche  de  densité  positive  u  étalée  >ur  une  surface  i), 
et  une  couciie  de  densité:  négative  —  a'  étalée  sur  une  surface 
jjaralléle  1',  à  une  dislance  inlinimenl  petite  t  de  la  première.  Les 
uuniiah's  ii  1'  iiicncf-.  par  le  contour  d  un  ébMiient  f/7  de  1'  découpent 
sur  la  surlaee  1"  un  élément  de  surface  «^/t' ;  nous  supposerons  (pi  on 
a  choisi  'j.'  de  telle  façon  qu'on  ait  constamment  a  c/t  =  \x'  di' .  La 
soiumc  des  potentiels  de  ces  deux  couches  sur  un  point  extérieur? 


(';   La  seconde  îles   nlalions  (5'f)  a   été  établie   par   M.  IMeinelj   en   190^  {Mo- 
natihefle  fiir  MathemuUk  und  Physik). 
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esl  égale  à  l'inlégrale  de  surface 


a-"(7-r)' 


/"  et  /•'  étant  les  dislances  du  point  P  aux  élémenls  (h  el  (h  .  Si 
la  distance  s  tend  vers  zéro,  et  si  on  même  temps  hi  densité  y.  au<i- 
mente  de  telle  façon  (|ue  le  produit  <xt  reste  égal  à  ui),  relie  inté- 
grale a  pour  limite  Tintégrale  double 


liM'- 


la  dérivée  -r-  étant  prise  suivant  la  direction  de  la  normnle  (uii  \a 
an  *  ' 

de  }i]  vers  -'.  On  retrouve  l'expression  (|ue  nous  a\ions  prise  j)our 

définition  d'un  potentiel  de  douMe  couche. 

La  dérivée  normale  de  ce  pnientiel  se  comporte  tout  autrement  que  celle 

d'un  potentiel  de  «impie  eouclie,  quand  on  traverse  la  surface  S.  Soient  ^1„ 

un  point  de  S;  P,  F',  dcu\  points  voisins  sut   la  normale  en  Mo,  de  part  et 

d'autre   de    ce    point   et    à    la    même    dislance    h   «le    re    point,    [.es    déri- 

.        /rfW\        [d\\\  .  ,.         .  ,,  ..... 

vees   (  )   j    1  — ; —       •>    prises  sinvant  une  direction    determniee  choisie 

\  an  /i>     \  an  j  y 

sur  la  normale  en  Mo,  ne  tendent  pas  forcément  Ncrs  une  limite  lorsque  h 

tend  vers  zéro,  mais  on  a  démontré  que  leur  différence  tend  vers  zéro 

avec  II. 


COMPLÉMENTS  ET  EXERCICES. 

1.  Déduire  de  la  formule  i]ui  donne  la  solution  <lii  problème  de  Itiriclilct 
pour  la  sphère,  la  valeur  de  l'intégrale  de  surface 

/•   désignant   la   distance    d'un    point    fixe    I'.    inléiieui-   ou   cMéiieur  à    la 
sphère  S,  à  un  point  \ariable  M  de  la  sphi  rc 

2.  Démontrer,  par  mie  inversiuii,  que  la  l'unnule  (  itj  i  peut  s'écrire 
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U'  étant  la  valeur  donnée  dr  U  au  point  M'  de  la  sphère  où  la  droite  MP 
ri'iicontre  de  nouveau  la  spin-re  (cf.  Exercice  4,  p.  237). 

3.  Etant  donné  un  cvlindie  homogène  de  densité  a,  de  rayon  R  et  de 
hauteur  /j,  calculer  le  potentiel  de  volume  pour  un  point  do  l'axe  et  la 
«lérivée  de  ce  potentiel  suivant  la  direction  de  l'axe.  En  déduire  la  discon- 
tinuité de  la  dérivée  d'un  potentiel  de  simple  couche  dû  à  une  couche  cir- 
culaire homogène,  en  faisant  tendre  li  vers  zéro  et  croître  a  de  façon  que  p.  A 
ait  une  limite  \t.' . 

-4.  Lemme  de  Poincaré.  —  Soient  S  une  sphère  de  rayon  R  et  de 
centre  O,  A  un  point  extérieur  et  P  un  point  intérieur.   Le  point  A  étant 

supposé  fixe,  ——  est  une  fonction  harmonique  des  coordonnées  du  point  P 

à  l'intérieur  de  S  et  par  suite,  on  a,  d'après  la  formule  (19)  (p.  ajg), 

Al  ./   J^   A  M     j_R    p'^i 

La  niémi-  formule  (^19  ),  où  l'on  suppose  L  =  i,  nous  donne  la   relation 

(1)  /       /     z=-,d:t==  I. 

,/    ./s    4-H.P-M 

Enfin,  ronsidérons  le  point  P  comme  fixe  et  le  |)oint  A  comme  variable: 
la  différence  A  devient  nulle  en  tout  point  de  S,  d'après  la  continuité  du 
poteiiliei  de  simple  couche.  Cette  différence  A  est  harmonique  à  l'intérieur 
de  S,  sauf  au  point  P  où  elle  est  égale  à  -r- oc.  Etant  nulle  sur  la  sphère, 
elle  est  donc  positive  en  tout  point  intérieur.  En  réunissant  tous  ces  résul- 
tats, on  fibiient  la  proposition  suivante  sur  laquelle  est  fondée  la  méthode 
du  balayage  de  Poincaré  : 

Etant  donnée  une  masse  escale  à  Vunilé  placée  en  un  point  P  de 
l'intérieur  d'une  sphère,  si  l'on  répartit  cette  niasse  sur  toute  la 
surface  de  la  sphère,  de  manière  que  la  densité  en  un  point  quel- 
conque M  de  celle-ci  soit  inversement  proportionnelle  au  cube  de  MP, 
la  couche  sphérique  ainsi  obtenue  aura  même  potentiel  que  la  masse 
primitive  en  tout  point  extérieur  et  un  potentiel  plus  petit  en  tout  point 
intérieur. 


CHAPITRE  XXIX. 

ÉQUATION    DE   LA  CHALEUR. 


Les  équations  linéaires  du  type  parabolique  ont  été  moins  bien 
étudiées  jusqu'à  présent  que  les  équations  des  deux  autres  types. 
Je  me  bornerai,  dans  ce  Chapitre,  à  exposer  les  principales  pro- 
priétés de  l'équation  de  la  propagation  de  la  chaleur,  dont  il  a  été 
déjà  question  à  plusieurs  reprises  (')  (n"'  471,   186,  187,  488). 

540.  Généralités.  Intégrales  particulières.  —  L'équation  aux 
dérivées  partielles 

est,  parmi  les  é(|uations  à  deux  variables  du  type  parabolique, 
l'analogue  de  l'équation  de  Laplace  parmi  les  équations  du  type 
ellipti(|ue.  Nous  représentons,  dans  ce  Chapitre,  par  u[x,  y)  toute 
intégrale  de  cette  équalion;  i-(x,y)  représentera  de  même  une 
intégrale  de  l'équation  adjointe  (n"  197)  qui  est  ici 

(2)  L,(d)=   -—■  H =  O. 

Ces  deux  ('quations  admettent  une  seule  famille  de  caractéris- 

(')  Depuis  Kouricr,  celle  c(|iialion  a  fail  l'olijot  d'un  assez  grand  iioniljre  de 
Mémoires  : 

Pois.soN,   Théorie  mathématique  de  la  chaleui-,  Cliap.  VI,  Paris;  iS.Î5. 

ScnL.\KFi,i,  Journal  de  Crelle,  t.  LXXII. 

Bktti,  Memorie  délie  Soc.  italiana  délie  Scienze,  S'  sciie,  t.  I. 

Api'ELL,  Journal  de  IJouville,  V  série,  l.  \III. 

Voi.TF.iui.v,  Leçons  professées  à  Stocliholm.  (Upsal;  i<)or).) 

Les  principaux  ()rol)lrrnes  aux  limiles  onL  élé  résidus  dans  divers  travaux,  dus 
principalemenl  à  .MM.  Ilolingren  el  E.-E.  Levi.  Les  derniers  paragrapiies  de  ce 
Chapitre  (  n°*  .Vi'i,  .")'i(j,  5'i7)  sonl  extraits  presque  coin|)léleinent  pour  le  fond  des 
travaux  de  .M.   Ilolni^ren. 
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liqiies.  f|iii  se  compose  des  |)arall«''les  à  Taxe  O.r.  Nous  (liions 
(|ii  uni-  (!("  ces  lonclions  i({x^y^  ou  v[x,  y)  esl  rciitilirrc  dans  un 
«Imiiaine  I).  si  elle  esl  conliniie,  ainsi  cpie  ses  dc-rivées  parlielles  du 
premier  (udic.  dans  ce  domaine.   Il  siifflrail  nuMue  de  dire  (|ue  la 

(lerivce  |»ar  iap|)nrl  a  i' esl  coulinue;  car  si  — ^^  par  exemple,  esl 

une  lonclion  continue,  létjuation  (  i)  j)rouve  ([ii  il  en  esl  de  même 

,      ()-ll  .  ,      Ùt( 

de  — -  el  i)ar  siiile  de 

()T-         '  ox 

L'écpialion  (  i  ),  étanl  à  coefficicnls  constaiils.  admet  des  inlé- 
i^ialrs  parliciilières  de  la  forme  <'"-^+*.>'  (n"  i83  )  ;  la  relation  entre  a 
et  h  esl,  dans  ce  cas,  b  =  n-  (  '  ).  De  Tintcgrale  ainsi  ohlenue  t''"'*'"'' 
on  peut  en  déduire  une  infinité  d'autres  en  prenant  ses  dérivées 
successi\es  jtar  rapport  an  paramèlre  (i.  ou.  ce  cpii  re\ieiil  au 
même,  en  prenant  les  coefficients  successifs  du  d(''velo|)pement  de 
celte  intégrale,  suivant  les  puissances  de  a.  Ecrivons  ce  dévelop- 
pement sous  la  forme 

( 3 )  e«..+«v ^  ,  +  2  ^  V« ( :r,  j' j ; 

«  =  i 

\  «(^,  y)  esl  un  j)olviiome  de  di^gré  //  en  x,  y^  homogène  en  x 


;     \  n(  X,  y)=  X"-^  /un  —  I  )x"-'-y  -r-.  .  . 
(  4  J  •  /t  '  "  —  I)  .  .  .  C  /l  —  l/)  —  ]   ) 


r"-^l'yl>. 


(jui   se   lermine   par  un  terme  en  y-  si  n  esl  jiair  el   j^ir  \\n  lerm<' 

n  —  I 

(in  xy  ^  ,  si  /i  est  impair.  Ces  pol\  nomes  \  „  soiil  des  inlegrales  de 
l'équation  (  i  ),  d'après  h-iir  détinilion  même.  On  le  vc'-rilie  aisêmenl 
en  iciiianpiiiiiL  (|iie  I  ê(|uali()n  (3),  diHV'iciil  ii'c  par  rapport  à  .r  et 
à  )',  donne  les  relations 

(  j )  ——  =  n\  „    , .         — —  z=  ni  n  —  \  )\  „   ,, 

Ox  II  V 

d'(ju  Ion  d(';diiil  immédialemenl  (pie   \„  -^alisfait  à   l'i-qualion  (iV 


(')   En  rciii|)liirniil  a  para/.  Ou  lelrnuvc  les  intégrales  C"  *\>' ros  a  j:,  e—*'.>  siii  a  j: 
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Tout  |)olviioinc  L„  (le  c]oi;ic  /t  en  .r.  y,  vcrifianl  celle  é(|ualioii  (  1», 
fst  une  combinaison  linéaire  à  coefficients  constants  des  po- 
lynômes Vn  =  I .  A  , .  . .  .,  \ „.  En  efïet.  lont  poivnonie  qui  satisfait  à 
l  équation  (  1  )  est  couiph'-teuient  d(''leriuiu('' si  Ton  connaît  les  coef- 
(îcienls  des  termes  indt-pendanls  de  i',  puisquau  nioven  de  ré(|ua- 
tion  (i)  et  de  celles  <pi  on  eu  di'-duit  |)ai-  des  déri\alions,  ou  peut 
exprimer  toutes  les  dérivées  dtiue  inl(''_i;rale  au  moven  des  seules 
dérivées  prises  |)ai-  rapport  à  x.  Si  donc  l'on  choisit  les  coefli- 
cients  Co,  C|,  .  .  .,  C,,,  de  façon  que  le  polvnome 

ait  les  uièuies  (eiines  it)dé|)eud.ints  de  y  ([ue  L«,  ces  polynômes 
sont  forcément  idcniirpies. 

Les  polynômes  \,i(x.y)  s'expriinenl  aiséineiU  au  moyen  des  polvnomes 
P„(2)  de  M.  Hermile,  définis  par  l'égalité 

-^—  (e--')=  e—-'-\'„iz). 

Ecrivons,  en  ellit.  I;i  iDrriiiile  i|ui  donne  le  (lé\el()]i|iemenl  de  e— ''-*-/'i=^  ei, 
divisant  les  deux  ni(MMi)ies  par  e~''', 

'  "  A" 


1'^. '•'■'- 


pour  identifier   le    priMiiiei-    membre   avce    le    |)remier   membre   de    la    for- 
mule (3).   il   suflit   di;    remplacer  //    par  a  \  — y  ri  z    par '  En 

écrivant  que  les  seconds  membres  des  deux  fornuiles  sont  identiques  après 
cette  transformation,  on  obtient  l'expression  suivante  de  V^^j",  j'j 


■  "i-sl—yj 


Le  théorème  de  Holle  prouve  facilement  que  l'équation  P„(;;)  =  oases 

n  racines  réelles  et  di^lindes,   deux   à  deux   égales  en   valeur  absolue.  Il 

,.  ■        ..  ,  n  .     .        . 

s  ensuit  que   liqii;Uioii   \„i.r.  j'j  =  o  représente  —  p;ir;u)oles  si  n  est  pair, 

//  —  I 


paraboles  t;t  l'iixe  des  j'  si  n  est  impair. 

Il  est  évident  <pie   I  /-(piaiioii  111  ne  <lianiie  pa>  de  lurun'  jiar  le 
changemeul  de  \ai  i.iMes  ,/;  =: /r.r -h  z,    )-'  =  /.-'>- 4- [i,  (juelles  (]iie 

G.,    III,  K, 
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SKJenl  les  consiajiies  A\  a,  j.  Si  ft{x,  y)  eslune  intégrale,  il  en  est 
(loue  de  même  de  ii(/,.v  +  a,  /.-)'+  ^).  Il  existe  aussi  pour  ré(|ua- 
lion  (  i)  une  translormalion  analoi;iie  à  riiivetsion,  (|ui  est  délinie 
par  les  formules 

,      x             ,            r  II'     — — 

a-=— »         V  — '         "  =  — =  e    ^'  : 

y      '         y  \/y 


en  faisant  le  ealeul,   ou   trouve  (]iii'    r('(|uation   (i)  est  remplacée 

1  .  ,■  ,,,<>-  u'        du'      ,^ 

i>ar    une    équation    de    nniiic    lonue    (')    ——7-  =  — r-     rar    suite, 
'1  ^    '     Ox~         Oy  ' 

si  M(.r,  .)')  est  une  intégrale  de  rccpiation  (  i  ),  il  eu  est  de  luème 

de  la  fonction 

I         '-'—        l  X  I 

-—  c    ^>  uA-i 

s'y        ^y     y 

541.  Intégrales  analytiques.  —  Nous  allons  dahord  compléter 
ce  qui  a  été  dit  déjà  (u"  i71)  des  intégrales  aual\  ti(pies  de  l'équa- 
tion (  I  ),  en  nous  lioriiant  d'ailleurs  an  domaiiu'  n'cl.  Soit  «(.r,j^) 
une  intégrale  analytique  Imlomorplir  (lan>  le  doiiiaini'  d Un  point 
(.ro,  y(i)t  se  ri'duisaiit  pour  ./■  r=  ./„  à  une  loue  l  ion  liolom()r|)lic  '-^l  J^), 

«i   dont   la  dérivée  —  est  éiiale  à  'ii(')'),  pour  la   im^iic  xalcur  de  j:. 

Ot  ^  .    .,   .  '  i 

Le   développement  de  /^  (.r,  r)  siii\  anl    les  puissances  de  x  —  ^o 
est,  comme  on  la  dt'jà  \u. 

«r.r,  y)  =  o(  K)+  '^I^  J.0-)+  ^:Î:^^  o'(y) 

(6)        <  ^(f;:^^'(^)-....^l^^=i^ 

{■AU  ^  l  )\         '  -^  ' 

Pour  transformer  cette  série  ((3)  en  une  série  entière  à  double 
entrée  T,  Il  suffira  de  remplacer  'f  (j)')  et  •}(j)')  et  leurs  dérivées 
par  leurs  développements  suivant  les  puissances  tiej' — )'„.  Soit  R 


(')   M.  Appel!  :i  (li'iiioiUré  que  loiUcs  les  liMn>-riniii;il  ions  ilo  la  foniic 

x=-i{x,y),        y' --='l{x.y),        u^\{x.  y)u\ 

par  |ps(|iii;l!cs  l'éqiialioii  (i)  se  citante  cii  elk'-inème.  se  raiiièiieiil  à  des  coiiilii- 
naisons  des  traiisforniations  simples  piéi-odeiilcs  {Journal  de  Malliénidliqucs, 
/»•  série,  l.  VIII,  iSyv!,  p.  187). 
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le  ravon  du  cercle  de  converi^encc  des  deux  séries  ontirres  en 
y — J/-Q,  qui  est  le  plus  pelil; /•  clauL  un  nond)re  posilil' iiuflconquc 
inférieur  à  H,  les  séries  ^{y)  et  '^(.x)  admeLleni  |Hiur  fonciion 

majorante  une  expression  ■ '- -•  Si    dom;   on  remplace  dans 


la  série  (6)  '-3 (y)  et  'i/(>')  par  celte  fonciion,  la  série  à  double 
entrée  T'  ainsi  obtenue  sera  certainement  majorante  |)our  la  série 
à  double  entrée  T  déduite  de  (6)  sans  aucune  modification. 

Le  Tableau  atixiliairc  T'  est  absolument  convergent  |ioiirvu  que 
la  valeur  absolue  de  y — yo  soit  inférieure  à  /•.  En  elle!,  rem|)la- 
çons  X  —  Xu  et  j" — j'o  par  leurs  valeurs  absolues,  et  groupons 
ensemble  les  termes  de  même  degré  en  \x  —  Xo\]  il  est  clair  que 
les  coefficients  de  \x  —  Xo\-"  et  de  \x  —  .Col-""*"'  seront  respec- 
tivement 


^]n 


Mn 


(■>. 


/o:[i- 


(  ?.  /i-f- 1  ) 


l.)'-ro| 


et  par  suite  ce  Tableau  est  absolument  convergent  (picl  que 
soit  a^  si  l'on  a  \y — yo\<ii'-  Le  nombre  ;•  pouvant  être  pris  aussi 
voisin  de  l\  rpi'on  le  voudra,  on  en  conclut  cpie  la  séiie  double 


<7) 


a(x,y)='^  a,/,  (x  —  XoYiy—  j,,  )'■' , 


qui  représente  la  fonciion  u{x,y)  dans  le  domaine  du  |)()inl  (.ro,j>'o) 

estabsolument  convergente  dans  la  bande  B  du  plan  desxy  limitée 

par  les  deux  caractéristiques  >'  =:  Vq  H-  R,  y  =jKo  —  R-  Elle  ne  peut 

être  convergente  dans  une  bande  plus  étendue,  puisque  l'une  au 

mijins  des  séries  entières  qui  repiéseutent  '^(/J')  et  '\>(y)  est  div(M'- 

genle  en  deliois   de   Fintervalle   (yo — 11,  j'u+R).    Soit   x,    une 

I                  1                    1             1       r          •               '              \     du{Xi,  y) 
valeur  (pie  1  conque  de  x\   les  Ion  étions  ii{Xi,  y)^ — =^—  peuvent 

être  développées  en  séries  entières  en  ;)^  —  y^^  qui  sont  certainement 
convergentes  dans  l'intervalle  [y^ —  R,  7„H-R);  ou  les  obtient  en 

effet  en  remplaçant  x  par  jc,  dans  u{x,y)  el  — •  Elles  ne  peuvent 

être  convergentes  toutes  les  deux  dans  un  inter\:ille  plus  grand, 
car,  en  raisonnant  dans  l'ordre  in\erse,  on  en  (Ii'mIuii  ail  (|ne  les 
séries  '^{y)  et  '■!>(.)')  sont  clles-inèines  coin  ergento  daii-^   nu    inler- 
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valle  plus  élciidii.  Il  ic-iillc  de  ctllt;  remarque  qiu',  dans  1  ('liulf 
<lii  prolongrinciil  aii;d\  li(|uc  de  la  loiiclion  a(x.  y)  définie  par  la 
série  (-),  on  pcul  donner  à  la  varialjle  x  une  valeur  constanle 
queiconcpie  cl  considérer  ii  coninic  fonction  de  la  seule  variable  i'. 
Supposons  (|nc  les  deux  fonctions  '-5(y)  el  à{y)  puissent  être  pro- 
longées anal  vli(pienu'nl  dans  un  inlervallc  (a,  ^j  i,  coniprenani  le 
premier  (>'„  —  R,  )'„-|-l\),  en  donnant  à  y  des  valeurs  réelles: 
alors  lintégrale  u{JO,  }')  est  analyli(|ue  et  régulière  dans  la  Ijande 
limitée  par  les  caracléristi(|ues  y  =  a,  y  ^  p,  mais  elle  ne  peut  être 
prolongée  anaU  liquement  en  dehors  de  celle  bande,  du  moins  si 
l'on  exclut  les  valeurs  complexes  j)Our  la  variable  r.  Il  peut  d'ail- 
leurs arriver  que  l'un  des  nombres  a,  |i>,  ou  les  deux  à  la  fois,  soient 
infinis  ;  dans  ce  dernier  cas,  l'intégrale  est  iioiomorpln'  i.\a\\>  loul  1(^ 
plan.  C'est  ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  «mi  |)renanl 

'iiy^^  ,  J  ,-2'        '^L>')=o- 

1.  élude  des  intégrales  analytiques  soulève  une  autre  (|iiesli(m. 
Une  intégrale  de  celle  nature  est  déterminée  si  1  on  se  donne  la 
fonction  F(a:)  à  hupielle  elle  se  réduit  pour  une  valeur  donnée  de  y, 
pour  V  =  o  par  exem|)le.  Celte  fonction  F(.r)  est  nécessairement 
une  lonelion  entière  de  x,  mais  ce  n'est  pas  une  toncliou  entièr(; 
(pielconque.  Pour  trouver  une  propriété  caractéri-^ticpie.  é(i"i\()ii> 
son  développenienl  suivant  les  puissances  de  x 

V(x)—  ç (  o  )  -^  a- •]/ (  o )  -i 9' (  o !)  H ::  'V ( o  )  -f- .  .  . 

1  X-"  T-"~^' 

's(y)    et    '}(.!')    désignant    toujours    les    fonctions    auxquelles    se 

réduisent   it  et  —  pour  ./•  r=  o.  Les  lettres  M  et  /■  avant   la   mènif 

sigililicalion  (pie  t(»iit  à  l'Iieiire,  F(.r)  admet  pdiir  fonction  majo- 
rante la  sé'iie 


K,0) 


=  M  r  I  ^   .T 


X-  X* 


I  .  •*  .  /■  I  .  7. .  ï  .  /• 

/i  !      X-"  Il  I 


{ t.  n  (  :    /•"         (  i  n  —  n  .      /•"  j 

Celle  nouvelle  sé-rie  a  ses  termes  respectivement  inlV-rieurs  à  ceux 


(iiviMTUK  xxiK.  —  i:(ji  vrioN  m:  \.\  iiiAi.ixii.  iç):> 

(le  la  séiie    l>(  i  +  x')/'*''',   poiiisii   ([iit;  les  deux   uitinljrcs    I^  cl    K 
vérifienl  les  iiiéi;alités 


L> 


(  ■j.n)l{l\r)" 


dont  le  sccoiui  meniljie  est  le  lenne  i;én('r;il  diine  série  eonver- 
gente  si  l'on  a  choisi  K  de  lacoii  (jue  4'^/"  ^^''^  supi-riciir  à  i.  La 
lonclioii  F(.r)  admet  donc  elle-même  pour  foiiclion  majorante  une 
expression  de  la  forme  L(i  -irx)e^''%  L  cl  K  étant  deux  nombres 
positifs. 

Réciproquement,  si  une  série  entière  F(:c)  satisfait  à  cette  con- 
dition, l'équation  (i)  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le 
domaine   de   l'origine  se   réduisant   ;i  F(^)   pcnir  )^=o.   Si   cette 

solution  existe,  on  a  pour  u(o,y),  (  — )  I<'S  développements  sui- 
\ant  les  puissances  de  r  (n"  471) 


\OxJ  0 


F"(o)  F>2"'(o) 


n 


F'-"-*-'  (  o  ) 
.Hj)-F'(o)-F"'(o)r-H...-  -, '-y--. 


et  il  suflil  de  montrei-  que  ces  deux  séries  entières  ont  un  ravon  tie 
convergence  différent  de  zéro.  Or  la  pi(Mnn"'r(',  j)ar  exemple,  a  poin- 
fonction  majorante  la  série 

(an)! 


(ni) 

(jui  est  convergente  si  Ton  a  |  \  kj'j  <<  i ,  et  il  en  est  de  même  de  la 
seconde.  En  résumé,  pou/-  que  C équation  (i)  admette  une  inlè- 
aralc  holomorphe  dans  le  domaine  de  l'origine,  se  réduisant^ 
pour  y  =^  o^  à  une  fonction  entière  F(a:),  il  faut  et  il  suffit 
que  ^{x)  admette  une  fonction  majorante  de  la  forme 

L(i-i-a7)eK'', 

L  cl  R  étant  deux  nombres  positifs. 

(^etle  condition  peut  èlre  remplacée;  |)ar  une  autre  ou  n  inler- 
vient  que  l'ordre  de  grandeur  des  coefficienis  de  la  s('iie  V{x) 
{\'o\r  Exercice  \). 

l^emarquons  aussi  que.   si   les  deux  fondions  'f(.r).  '\{,y)  ^<>i^l 
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hoIonu)i|)lics  dans  I  inlcrvalle  réel  (a,  [j),  la  série  (())  représente 
l'inlégrale  dans  loiilf  la  hantlf  liiniLéc  par  les  droites  y  =  a,  j>^  =  |j. 
Au  contraire,  la  série  {~  )  nesl  en  i;énérai  eonveri;enlo  ipie  dans 
une  hande  plus  élroite  comprise  dans  la  première. 

oi;2.  Solution  fondamentale.  —  Les  transformations  définies  à 
la  fin  du  n"  o iO  peiinellenl  de  iléduire  de  l'intégrale  (f(x,y)  =  i 
une  intégrale  dé|)endant  de  deux  paramètres  arbitraires  ç,  y,, 

\[y  —  ^, 

(pii  joue  vis-à-\is  de  léqualion  (  i)  un  rôle  analogue  à  celui  de 
log/"  dans  la  théorie  des  fonctions  harmoni(|ues.  On  peut  aussi  la 
tiéduire  de  l'intégrale  particulière  e"*'' •'"'"'  cosa(.r  —  ;),  qui  dé[)end 
tle  trois  paramètres  a,  ç,  y,,  par  une  quadrature  (cf.  n"  480).  Cette 
fonction  n  a  une  valeur  réelle  (jtie  si  Pou  a  y  >>  y,;  mais  il  est  com- 
mode pour  la  suite  de  faire  la  convention  sui\ante.  Nous  désigne- 
rons par  \j(x,y,  ;,  r,)  la  fonction  définie  par  les  égalités 


(9)  \  \'y-f. 

(   U(a:,  x:  ï,  rj)=:  o,  pour^^r,. 

La  fonction  ainsi  définie  est  une  intégi'ale  de  lécpiation  (i)  qui 
est  régulière  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  réelles  de  x  et  de  r, 
sauf  au  point  (j?  =z  ^,  j^  =  vj)  ;  en  efiet,  toute  dérivée  partielle  de 
la  fonction  u(x,y)  est  une  somme  de  termes  de  la  forme 


rv.ri 


(.1— Çn 


(  y  —  r,  )      ■'- 

I*(j7)  étant  un  polynôme,  et  cette  expression   tend   vers   zéro  en 
même  temps  cpie  v  — r,  jiourvu  (jue  r  —  ç  ne  tende  pas  aussi  vers 

Z(TO. 

Considérée  comme  fonction  de  (  ;,  y,),  L(.r,  r;  ç,  Ti)  est  de 
même  une  intégrale  de  Ti-qualion  adj(»inle,  régulière  dans  tout  le 
plan  sauf  au  point  ç  =  x,y,  :^y,  et  idf'nti»pu'UU'nl  nulle  pour  y,  ^j)'. 
En  dillérenliant  un  nombre  (pielconcpie  de  fois  U  par  rap|)orl 
à  jc,  y^  ;.  Y,,  on  obtient   de  nouvelles  fonctions  U'"(^jr,  }';  ç,  y,) 
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(jiii  jduissenl  dt-s  inèines  proi^rirtcs  (jik*  la  lonclioii  L  .  Cliacune 
de  ces  fondions,  considérée  comme  fonction  ilii  couple  de 
variables  [x,  y),  est  une  solulion  de  l'équation  (1),  régulière 
dans  lout  le  plan  sauf  au  point  .r  =  ;,  )'  =  r,  ;  considérée  comme 
fonction  de  (;,"/"j),  c'est  une  solution  de  léquation  adjointe 


admettant  dans  lout  le  plan  le  seul  point  singulier  ;  ^  .r,  r^^^■. 
Toutes  ces  fonctions  sont  identiquement  nulles  si  Ion  a  r,  >j'. 

De  la  solulion  fondamentale  [  {x,  r;  ç,r, )on  peut  aussi  déduire 
par  des  quadratures  de  nouvelles  intégrales  analogues  au  potentiel 
logarithmique  de  simple  couche.  Soient  P(;,  "l),  Q(b}  '^i)  deux 
fonctions  continues  ([uelconcjues  des  coordonnées  (;,  r,)  d'un 
point  M  le  long  d'un  arc  de  courbe  C  situé  à  distance  finie. 
L'intégrale  curviligne 

(10)  ii(x,y,=^    fi:(x..r\  ;,  ■',  )[P(ç,  r^fd'^-^qrz,  r,)dr,] 

représente  une  Intégrale  de  1  équation  (i)  (jui  est  régulière,  ainsi 
que  toutes  ses  dérivées  partielles,  dans  tout  domaine  D  n'ayant 
aucun  point  commun  avec  la  courbe  (^  ;  on  peut,  en  ellet,  appliquer 
les  formules  habituelles  de  din'érentlalion  un  nombre  quelconque 
de  fois  si  le  point  (x,  y)  l'este  dans  le  domaine  J).  Remarquons 
que,  d'après  la  définition  de  U(:r,  y;  ç,  y,  i,  on  ne  doit  prendre 
pour  le  calcul  de  u  (x,  y  )  que  la  porl  n  m  de  l'arc  (  î  situé  au-dessous 
de  la  caractéristique  |)assant  par  le  point  (./■,  y).  Il  en  résulte 
qu'au-dessous  do  la  caracté-ristique  passant  par  le  point  de  C 
d'ordonnée  iniimniim,  //(.r.  ))  <'sl  mil:  il  en  est  de  nu'me  en 
tous  les  points  de  cette  caractéristique  »pii  n'appartiennent  pas 
à  C.  Au-dessus  d'une  caractérlstlf|ue  y  =^0?  laissant  l'arc  C  tout 
entier  au-dessous,  w(,r,  y)  est  une  fonction  analytique  holomorplie 
des  deux  variables  x^  y.  \\\\  elTel,  regardons  pour  un  moment  x 
ety  comme  des  variables  complexes;  ;,  y,  désignant  les  coordonnées 
d'un  point  qiielcon([ue  de  l'arc  C,  [J(jr,y;  ç,  y,)  est  une  fonction 
holomoi{)he  des  \anables  x  et  y  quel  (pu*  soit  le  domaine  où  se 
meut  la  variable  complexe  x^  pourvu  ([ue  la  partie  réelle  de  j>'  soit 
supérieure  à  ro  (on  prcml  poiiry/v  —  y,  la  détermination  positive 
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I<)rs(|iic  )•  c^i  n'cl  I.  Il  >'('ii--iiii  (jiic  «(.r,  y)  re|)n''sciile  une  loiic- 
lioii  li(i|uiii()i|ili('  (l('>  lieux  \  iii-iiil>les  .r,  j)^  au-ilessus  (If  la  raractt'-- 
risli(|uc  )   =  )'„  I  '  I. 

l*()iir  ('ludier  vf  (juc(lc\i('ul  f/i.r,y)  loi>([uc  le  point  (x,  j^  I  se 
rappi'dclic  il  lin  |ii)inl  M  ilii  rmilouf  (".,  il  csl  iK'ccssaire  de  (aire 
(l«'S  li\  [)(il  lii'st's  sur  la  Inrinc  de  ce  cunloiir. 

oi'^.  Formule  de  Poisson.  —  Nous  ('■liidicMiuis  d  ahord  le  cas 
où  la  courbe  C  est  un  segment  de  caractérisli(|iic.  L  intégrale 
définie 

(II)  «(^,j)=  /    -r^^  ■"y'-di 

•  Il    y  y  —  " 

où  î2(ç)  est  une  l'onction  continue  dans  lintervallc  (  ^/,  />)  repré- 
sente, d'après  les  proprié-lés  déjà  établies,  une  iiilégiale  de  l'équa- 
tion (i),  qui  est  réoulière  en  tout  point  i\\\  plan  non  situé  sur  le 
segment  VB  de  la  caractéristirpie  y  z^  li^  liinit('  par  les  deux 
points  A  et  B,  d'abscisses  a  et  b.  ÎNous  supposons.  |toiii-  lixei-  les 
idées,  a<ib.  Cette  fonciioii  //(.r,  ))  est  nulle  en  loni  point 
au-dessous  de  la  caractérislicjue  y  = //,  et  en  tout  point  de  cette 
caractéristique  en  dcliors  du  segment  \\\.  Dans  la  portion  du 
plan  sitiK'e  au-dessus,  elle  est  une  loiielioii  liolonior|)lie  des 
variables  x,  y.  11  nous  reste  à  recliercber  quelle  est  la  limite 
de  m(j7,  y)  lorsque  le  point  (j7,  y)^  supposé  au-dessus  de  AB, 
tend  vers  un  point  de  ce  segment.  Nous  nous  ap|tiiierons  pour 
cela  sur  quelques  lemines  d'un  usage  fréquent  dans  cette  tlu'orie. 
Soit  y  {il)  une  (bn<-tion  continue,  ou  tout  au  moins  bornée  et 
intégrable.  et  n  ayant  (jue  des  discontinuités  de  pi'cmière  es|ièce 
dans  un  iiiter\alle  (  r/.  //).  l 'loposoiis-iioiis  de  Iiihinci'  la  limile  de 
r  intégra  le 

l"    V  {  Il  )      --—    , 

lorsque  le  nuiuhrc  pus it/J  j-  tend  \ers  zéio. 


(')  'I  siiflil  <l(*  ri-|)ri-[iilre  le  r.iisoniicmciil  ilii  ii  '  '.]■>'.]  (II).  en  uliservaiit  ({uc 
l'Iiypollirsc  quo  I''  est  aiiiilvliiiiii'  |i;ir  tii|i|)uii  iï  la  \.(iial)le  ifinli'^graliuii  ne  juin' 
aucun  rOle  dans  la  cléinoiislraliou. 
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Premier  cas.  —  Supposons  diihord  fine  fi  v\  h  soienL  Ions  les 
deux  positifs,  ou  Ions  les  deux  néi^iitils,  p;ir  cxeinijle  o  <  «  <<  ^. 
Si  M  est  une  limite  supérieure  de  |F(«)|,  d;tns  riiiterv.ille  (a,  b), 
on  a  évidemment 

et  cette  expression  tend  vers  zéro  avec   )'.  <  )n  a  donc  linil  =  o. 

Deuxième  cas.  —  Supposons  qu'une  des  limites  soit  nulle,  par 
exemple  a=^o,  ^  >»  o.  Soit  Ji  un  noml)re  positif  inférieur  à  /> 
tel  que  |F(  «)  —  1"(+  o)|  ^'>it  inférieur  à  un  nombre  doiim-  r,  dans 
l'intervalle  (o,  ["!>);  on  peut  choisir  [j  assez  pclit  pour  (pie  le 
nombre  r,  soil  lui-même  plus  petit  que  toul  nombre  donné  à 
Pavance.  Nous  pouvons  écrire 


e    '■' 


i=F(+o)  r  _ 

"'0  v.r     .^     vj 


II-  1         ,,ii  I- ,    >      "' 

—  —  au         {     V  (II)    ——  , 
■     '  ^  e    V  du, 


ou  encore,  en  posant  ii  =  a  \/x^  dans  les  deux  premières  intégrales, 
1  =  F(-t-o)  f^-'^^9.e-''-dt 

Jo  "  J'i     s'y 

D'après  la  façon  dont  on  a  choisi  le  nombre  p,  la  valeur  ab>olue 
de  la  seconde  mléj^rale  est  iiiléiieure  à 


/»  +  "  _ 

•    /  e-''-dt  =  y/-', 


2  Y, 


Supposons  'j  plis  de  lellc  façon  (pion  ;iil  r,  \/7:-<î.  t  é'iaiil  un 
nombre  po-«itir  iIoiuk'-  à  lavaiic*';  ce  nombre  't  ('•tant  ainsi  lixc, 
faisons  diminuer  y  indélinimenl  :  la  preinn  re  iiitci;i-,ilc  ,i  pour 
limite   y/-F(-l-o),  et  la  dernière  a  zéro   jioiir  liniile.    Il  est  donc 
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possible  (Je  Iroiivt-r  un   nonihro  positil  //    li-l   (ju  011  ail 

|l-\  ^F(--o)|<s, 

lois(|iroii  a    V  ■  C /'  el>   l'-"'  >iiilc.   I   a   |)()iir  limite  y t:F(4- o).  On 
\eirail  de  iin'iiie  que.   I()isi|iie  a  est  nul  el  ^  <<  o,  la  limite  de  I 

est  —  \/-F(—  o). 

Troisième  cas.   —  Sii|)|Misons  a  et  h  de  signes  dinérenis,  par 
exemple,  <7  <  o.  A  >>  o-  (  )ii  a 


les  deux  intégrales  du  second  membre  ont  respectivement  pour 
limites  \/t.F[-+-  o),  —  V^~F( —  o).  La  limite  de  I  est  donc 

^/=[F(  +  o^^F(-o)]. 

{•^n   particulier,   si    la  lonclion   F(m)  est  continue   pour  «  =:  o,   la 
limite  de  I  est  2  \/-r.F(o). 

Cela  posé,  clieiclions  la  limite  de  l'intégrale  (i  1)  lorsque  le 
point  (^,  y),  au-dessus  de  Alî,  se  rapproche  d'un  j)oinl  de  coor- 
données (xq,  h)  de  ce  segment  (rt<C^o<^)-  Nous  supposerons 
d'abord  que  le  point  (x,y)  se  déplace  sur  la  parallèle  à  Oy.  jNous 
avons  à  chercher  la  iimilc  de  rinl(''irrale 


-''Uiu 


lorsque  }•  —  /<  tend  vers  zéro,  La  limite  a  —  .ro  est  négative, 
l'autre  b  —  x,,  est  positive;  si  '^(;)  est  continue  au  point  Xo,  lu 
limite  est,  nous  venons  de  le  voir,  2  y/— '^(.ro).  Aux  extrémités  A 
el  B  du  segment,  la  liniilc  Mr;iit  y'— C3(«)  ou  \r7Zo(b). 

Supposons  mainlenaiiL  cpie  le  point  (jt,  j')  tende  d'une  façon 
(jKi'/ro/ir/fte  vers  un  puinl  intérieur  (xq,  h)  du  segment  AI3.  L'in- 
tégrale dont  on  clieiclii'  la  ImiiIic  peut  s'écrire 

r  'ilX-hU)      -; T-    ,  r  o(Xo)         -; r, 

'         j_____:  e    *.y-i>ulu=  /  '    e   '.y-'" du 


'  '    ■'  oi.r  ~  Il  )  -  9(-r„) 


e    ^'.y-i'clu; 

S'y  —  /i 
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la  premièrt'  inlt-grale  du  secoiul  iiieinljre  se  met  sous  la  fonuc 


(i3)  2   f''^    ''oix,,)e-''-d( 


Vr-/' 


et  a   pour  limite   2.  \j7:'Z)(xo)  lorsque  x  lend   vers   le   nombre  Xo 
compris  entre  a  et  ù  et  que  y  tend  vers  //. 

Quant   à   la   seconde  intégrale,    il  est    facile  de  prouver  qu'elle 
tend  vers  zéro  en  la  décomposaiil  comme  \\  suit 


£  étant  un  nombre  positif  très  petit.  Soit  i]  une  limite  supérieure 
de  \'.s(x-\-  u)  —  (s(xo)\,  lorsr|ue  x  varie  de  x,) — z  à  .To+î  et  « 
de  — £  à  H- £  ;  la  valeur  absolue  de  la  seconde  intégrale  est  infé- 
rieure à  27,  y/—  et,  par  suile,  peut  être  rendue  plus  petite  (pie  tout 
nombre  positif  donné  en  prenant  £  assez  petit.  Ce  nombre  t  ayant 
été  clioisi  de  celte  façon,  on  démontre,  comme  plus  haut,  que  la 
première  et  la  troisième  intégrale  tendent  vers  zéro,  lorsque  j-'  —  /i 
tend  vers  ::éro  et  x  vers  Xo- 

Il  est  à  remarquer  que  la  démonstration  ne  s'applique  plus 
lorsque  le  |)oint  [x,  r)  tend  vers  Tune  des  extrémités  du  seg- 
ment AB,  car  riutégrale  («3)  est  indéterminée  lorsfpie  .r  tend 
vers  a  el y  vers  /i;  la  limite  de  cette  intégrale  dépend  de  la  façon 
dont  le  point  (x,  y)  se  rapproche  du  point  A  (voir  Exercice^l). 

En  résumé,  la  valeur  de  I  inté-grale  définie 


(»4)  u{.T,  y)  =  — ^    / 


tend  vers  ^^{xn)  loisque  le  point  (x,  y)  se  rai)proche  d'une  façon 
(pielconque  du  poir)t  (xq,  h)  intérieur  au  segment  AB  de  caracté-- 
ristiquc,  eu  restant  au-dessus  de  ce  segment. 

L'intégrale  (i4)  conserve  un  sens  loiscpie  l'une  des  limites 
devient  infinie  pourvu  (pic  la  fonction  »(;)  satisfasse  à  certaines 
conditions.  S'il  existe  un  nombre  |iosi!if  K  tel  (pic  le  produit 

soit  borné  pour  toutes   les  valeurs  de  ;,  de  ff  à   -!- x.   l'inlégiale 


3oo  ciui'iTiu:  wix.     -   KgrATiD.N  m:  i.\  ciiai.klu. 

(It'llnio 

(o)  =    f  '    ^       e    *r-'"rft 

-i  \  -  J„      \/y  —  /« 

a  un  sens  lorsque  le  jioinl  (.r,  y)  reste  dans  un  domaine  Ijortii'  I) 

11                       ,   •    •                      I                        /         1  —  Il 
situe  entre  les  tieux  caracleristiques   )■  =z  /i  4-  s,   y  =^  /i  -\ — —  , 

II  étant  un  noml)re  positit"  inférieur  à  un. 

l  n  ('li-nicnl  (|n('lcon(|ue  (le  l'intégrale  est,  en  onct.  plus  petit  en 
valeur  absolue  cpu'  l'élément  correspondant  de  1  intégrale 

(16)  =   I  e      Ky-/'>       d\, 

M  étant  une  limite  supérieure  de  |'.a(ç)<?~'*''[.  Or  l'intégrale  auxi- 
liaire (16)  est  uniformément  convergente  dans  le  domaine  1); 
\\  en  est  donc  de  même  de  lintégrale  (j-j)-  <pii  lepréscnte  par 
suite   une    solution    de    rt''(piati()u    (i)   régtdière    au-dessous    de    la 

droite  i-  =  /(-i rr^'  s«oif  sur  la   portion  de  la  droite   )'  =  //  (lui 

s'étend  du  point  (a,  //)à  l'inlitii  dans  le  sens  positif.  Cette  fonction 
est  nulle  au-dessous  de  celle  caractc'-risticpie  et  sur  la  portion  à 
gauche  du  |ioiul  (rt.  //).  Au-dessus  de  la  caractéristique,  elle  est 
liolomorphe  en  x  et  y  (11,  n"  353).  Lorsque  le  point  (.r,  y)  tend 
vers  un  point  de  coordonnées  {x^^  h),  où  .^o  !>  rt,  la  limite  de 
l'intégrale  (  i5)  est  égale  à  o(  ro),  car  on  peut  partager  l'intégrale 
en  deux,  l'une  prise  de  a  jusqu'à  un  nombre  b  >  j:^oi  l'autre  prise 
de  6  à  -hoc.  La  première,  nous  venons  de  le  voir,  a  pour  limite  '^(xo), 
tandis  que  la  seconde  tend  vers  zéro.  En  conservant  les  mêmes 
Il vpoiliéscs  siii-  |;i  fduclion  '-^(c),  les  conclusions  s  étendent  évi- 

dcnimcnt  à  rinli'-grale    /      ,  cl  par  suite  à  I  intégrale  (') 

(  1 7  )  u(.T,  y}= 1  •    ''        e   *:.>-"i  d-  ; 

■'■  \/-  . '_  «     V7  —  /' 

cp(;)  étant  une  fonction  continue  telle  cpie ',5(  ç)(?'*^' reste  borné; 
l'intégrale  délinie  (17)  représente  une  solution  de  l'équation  (  i) 

(')  On  opérerait  de  la  ini'-mc  faruii  ixiur  iIi'ipdiiIii  r  rii;i(iireiiseiiienl  que  la  fi)r- 
miile  ('.(S)  du  n"  48G  (p.  108)  icprésenle  rinléi;ialc  rlierclicc  lorsque  la  fonc- 
tion/(j;,  y,  z)  resle  bornée. 
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qui  est  hoiomorphe  dans  la  bande  limitée  par  les  caracléristi(pics 

y  =  h ,  y  =  /i  ^  -—-  , 

et  qui  tend  vers  'f  (j^^o)  lorsque  le  point  (.r,  y)  de  cette  hiiudr  Icnd 
vers  le  point  (^„,  W)  de  la  caractéristifjue  :  le  n(iin])rc  11  peut,  en 
effet,  être  supposé  aussi  petit  qu'on  le  veut. 

Si  le  |)rodiiit  'j(ç)e~'^''  est  borné  quelle  que  soit  la  coDSlanti.- 
positive  K,  la  fonction  iilyX^  y)  est  hoiomorphe  dans  toute  l.i 
région  située  au-dessus  de  la  cai'actéristique  jk  =  Z^-  1'  ^ii  est  ainsi 
en  particulier  si  la  fonction  C5(^)  est  elle-même  bornée.  On  pourrait 
étendre  ces  propriétés  au  cas  où  '^(ç)  admet  des  discoutiuuités  de 
première  espèce,  mais,  en  un  point  de  discontinuité  x^.  u(x,  y) 
ne  tend  pas  forcément  vers  C5(:r„)  lorsque  le  point  (x^  y)  tend 
vers  le  point  (x,,,  h):  il  i»  inl  loujouis  vers  cette  limite  lorsque  le 
point  (x,  )■)  tend  vers  b;  point  de  disciniliniiili-  en  se  dé'|)la(;anl 
sur  la  parallèle  à  Or. 

La  formule  (17)  donne  la  sobilion  générale  d'un  problème  de 
la  théorie  de  la  chaleur  dont  nous  axons  déjà  traité  un  cas  parti- 
culier (n"  -487).  Etant  donné  un  lil  homogène  indéfini  dans  les 
deux  sens,  de  très  faible  section,  sN|)posons  que  l'on  connaisse  au 
temps  h  la  Icmpi'iahitf  '^{x)  de  la  Irauche  d'abscisse  x,  el  (pion 
demande  la  température  dune  trauclK;  (juelconque  à  une  éjjoque 
consécutive.  I^a  lettre  i'  re|)résenlant  le  temps,  la  tenq^ératurc 
demandée  est  une  fonriion  /i(^x,  )')  des  variables  x  et  ]■  qui,  avec 
un  choix  convenable  d'unités,  satisfait  à  l'équation  (1);  cette  fonc- 
tion doit  être  régulière  dans  loute  la  portion  du  plan  (x.y)  situé-e 
au-dessus  de  la  droite  )■=  A,  et  se  réduire  à  '■o(x)  pour  1==  A. 
D'après  sa  signification  pbvsicpie,  la  loncliou  '^  (j:  )  est  é\  idcmuicnl 
bornée,  el  par  suite  la  fonction  //(./■,  )')  représentée  par  la  for- 
mule (i~)  satisfait  à  toutes  les  conditions  de  rénonc»'-.  (  )n  verra 
plus  loin  ( n"  *)4-'))  que  c  est  la  seule.  (>eci  permet  de  gc-iKTaii sel- 
la remarque  faite  plus  haut  (n"  i87)  dans  le  cas  particulier  où  la 
fonction  o  est  pt-riodique  ;  la  fonction  it(x,  >,  )  qui  e.\j)rime  la 
température  dr  la  tiancbc  d'abscisse  .r  à  une  époque  Vi  consi-cii- 
live  à  l'i'-pfxpK;  //  est  une  loncliou  cnlièic  de  ./  (|ni  ne  pcul  èlre 
prise  ar'bil  l'aiicincnt . 

lieinarqui  .      -    Nous    avons    élahli     plu^    haut    (paj^r     V.>),    ini>\  cniiaiil 
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rortaiiios  hvpollièses  siii-  la  fnnction  F(.r),  une  roniinlc  qui  représente  une 
inlép;rale  île  l'équation  (i)  se  réduisant  pour  >' = /i  à  la  fonction  F(j'). 
l'oissnn  a  niontrt-  que  celte  formule  cl  la  formule  (17)  pouvaient  se  déduire 
l'une  de  l'aulre.  Supposons,  pour  simplilicr,  /i=o:  la  formule  (17)  devient, 

en  posant  ^  =  x  -h  -jl  /)•  /, 

iHT,y)=——    I         (o\x -\- •.>.\'y  tje-'' dt. 

Hem|ilaçons   o\x  -\-  -^s/y  t)    par   son    dévelnppcment    suivant    les    puis- 
sances de  '}.\'yt\  le  terme  j^énéral  de  rinlt'îrrale  a  pour  expressicjn 


2«,K-cp("'Ca?) 


I         l"e   ''dt. 


Si  II  est  impair,  ce  terme  est  nul;  n  étant  supposé  pair,  remplaçons  11 
par  '?.n.  En  tenant  compte  d'une  formule  antérieure  (I.  n"  115),  ce  terme 

se  n-cluit  à  '■ — ; -,  et  nous  trouvons  la   lormule  de  la  iiaire  5-.>.  où  l'on 

n  !  '    ■ 

aurait  remplacé  F  par  es,  et  ^0  par  zéro. 

.Malgré  tout  rinlérét  de  cette  transformation,  le  raisonnement  est  évi- 
demment dépouivu  de  rigueur.  D'aillcuis.  les  deux  formules  sont  bien 
loin  d'être  équivalentes.  La  première  suppose  que  ¥(x)  est  une  fonction 
entière  d'une  certaine  espèce  et  nous  donne  la  valeur  de  u  de  part  et 
d'autre  de  la  caractéristique  y  =  y^^.  Au  contraire,  la  formule  (  \~)  ne 
suppose  nullement  la  fonction  0(37)  analytique,  mais  elle  n'est  applicable 
qu'au-dessus  de  la  droite jK  =  /'• 

oii.  Intégrales  analogues  au  potentiel.  —  l^renons  mainlenant 
pour  clieiniu  d  inlégration  un  arc   Mî  reprcsenlé  par  l'équatioii 

la  fonction  '/(y)  étant  continue  dans  l'intervalle  (a,  6),  où  a  <<  h. 
La  fonction  'o{y)  étant  continue  dans  le  luèmc  intervalle,  on  a  mi 
(juc  l'intégrale  définie 

r>    t^(r  )        '■'-•/■'•^'''' 

(18)  *(ar,^)=    /        /      ''     e       ^'->-'-''    dr„ 

J„    v/.r-'^. 

représente  une  solution  de  l'équation  (1)  (|iii  (^sl  régulière,  ainsi 
que  toutes  ses  dérivées  |)aiiielles  d'ordre  quelcon(|ui-  dans  toute 
région  du  plan  n'aA'ant  aucun  point  commun  avec  l'arc  \\\.  Cette 
lonclion  est,  encore  (;onlniuc  l(»r>.(|iic  le  poml  (./•,  ))  vieiil  sur 
lare  Alî,  car  l'intégrale  pb)  rtîsle  uudorméinenl  convergente 
dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  de  cet  arc  (n"  oOi). 
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En  efict,  celle  iiilégrale  prise  le  lony  frun  arc  CU  inliniiiicnl 
petit  est  elle-mohne  Infiniment  pelite,  quelle  que  soil  hi  |)osili<tn  du 
point  voisin  (x,  r);  en  désij^naiit  |)ar  H  une  liniile  supérieure 
de  |c2(r|)|,  on  a  évidemment  pour  liniile  supérieure  de  la  valeur 
absolue  de  l'intégrale  le  long  de  cet  arc  une  expression  de  la  forme 


qui  est  inriiiimcnt  petite  a\ec  la  diflérencej' — a.  On  verra  un 
peu  plus  loin  que—  est  discontinue  lorsque  le  point  (.r,  v)  tra- 
verse l'arc  AB. 

Les  caracléristi(jues  jK  = '^'i  y=h,  |iassaut  par  le  point  le  plus 
bas  et  le  plus  haut  de  l'arc  AB,  divisent  le  plan  en  [tlusieurs  ré_i;ions. 
Au-dessous  delà  droite  A' A  et  sur  celle  droiU;  elle-même  (/ti.'-  î'7  '' 

l'^'s-  97- 


on  a  ïl>(a;,  y)=o;  au-dessus  de  B'I).  ^\>[x^  y)  est  une  fonction 
analytique  lioloinorphe  des  deux  variables  x  ety  (n"  542).  Il  nous 
reste  à  étudier  la  nature  de  cette  fonction  dans  la  bande  comprise 
entre  ces  deux  caractéristiques,  à  droite  ou  à  gauche  de  Tare  AB. 
Supposons  que  le  point  (x/y)  se  (li|il.irc  sur  la  paiallMc  A'B'  à 
Taxe  Oy,  comprise  entre  les  deux  caractérisli(pies,  et  na\ant 
aucun    point   commun    (')   a\ec    Alî.    Soit    .^o     l'abscisse    île    A'; 


(')  Celte  tiypollicse  ne  diminue  pas  la  généraliir.  Suit  en  cll'ii   V,  I!,  un  scgintnl 
de  parallèle  à  Oy,  compris  entre  les  caracléristi<|ucs 

y  ~  9i,         V  =  |i         (  a  <  a  <  ?  <  6  ), 

et  n'ayant  aucun  point  commun  avec  Tare  Alî.  I/inlcgrale  (i!^)  le  Idu;;  iIc  AH  se 
décompose  en  trois  parties  :  rinlt-j;rale  de  a  à  a,  qui  rcprt-scnte  une  fonction 
holomorplie  de  y  le  long  de  V,IJ,,  l'intégrale  de  ^i  à  h  (ini  csi  inil!.'  pour  toul 
point  de  ce  scj;m<-nl.  et  cnlin  l'inlé^^ralc  de  a  à  Ji,  étudii'c  dans  le  icxli-. 


{i>i  ciiAi'iTiu;  \\i\.   —  ix>L\ïioN  ru:  i. \  ciialki  k. 

'h|.ro.  r)  est  une  lonclioii  cimliniic  dr  )'.  aiasi  (|iit'  loiilos  ses  déli- 
vres parliclles,  dans  riiiicix  aile  [a,  h),  mais  ce  nosl  pas  en 
lit'iH'val  une  fonction  iin(ilvti<j(ie  de  \\  si  'f  (if))  csl  une  ionclion 
coiiiiiiiie  (|lll•l(•()ll(]lM^  l^ii  eiret,  la  valeur  de  cette  fonction  en  un 
poinl  l*  de  \  IV  ne  d('|)end  ([ue  des  valeurs  de  'f'(irj)  le  lon^;  de 
l'arc  AM.  Si  donc  on  remplace  f  (tj)  par  une  autre  fonction  con- 
tinue '■5|(vi)  qui  coïncide  avec  '^{r\)  le  long  de  AM,  mais  qui  en 
diflere  le  long^  de  MB,  la  nouvelle  intégrale  <^,  {xq,  r)  coïncidera 
avec  ^l'fr,,.  y)  lo  lony  de  A'P.  mais  sera  diUérentc  de  *I>(.ro,  r)  le 
lon^-  de  PB'.  Le  poiiil  P  ('tant  un  point  quelconque  de  V  B',  il 
s'iMisiiit  que  ^(xa^  ^J  ne  |)eiit  èlrc  une  fonction  liolomorphe  de  _^ 
If  Ion;;  de  \  IV.  ni  mt-me  le  long  dune  |)(>rl  ion  (pi('lcoii(|iir  de  A'B', 
si  la  fonction  'i(^r,)  est  une  fonction  continue  quelconque.  Cepen- 
dant les  dérivées  de  celte  fonction  *^(^Xa^  y)  vérilienl  certaines 
inégalités  analogues  à  celles  <|ui  caractérisent  les  fondions  ana- 
lytiques (')(!,  Il"  H)7:  11.  n"  343,  notes). 

Nous  allons  d  aliord  démontrer  que,  quand  on  donne  à  y  une 
valeur  (i\e,  c(jm|)iise  entre  a  et  b,  <I>(j7,  y)  est  une  fonction  liolo- 
nioi  plie  <lr  la  \  a  iiaMc  cum  plexe  X  ^  x'  +  ix  <\m\>  le  domaine  (.If 
la  \aleur  ./•  ^^  .r,).  ^^t^l■^  avons 

[ 2-'  ^  ix"  —  y  ( ■r^)\-  =  [x'  —  /_ ( "'^i  )  ]-  —  x"-  -+-  ■?.  ix"  {x'  —  /_ ( r,  )]  : 

soil  ■>.z  le  miniiiinin  de  |y  ('^  »  — -Z^u  |  loiS(|Uf  y,  \ariede^/  à  h.  Si 
Ton  a  |.r' — .L\t\<^^^  \x''\<i^,  la  partie  réelle  de  |  ./■  —  y  (  r,  )]-  esl 
positive  et  par  suite  le  module  du  facteur  exponentiel  dans  l'inté- 
grale (i8)  est  inférieur  à  l'unité.  Le  module  d'un  élément  quel- 
coinpie  de  celte  intégrale  est  donc  inlénoiir  à  réléinenl  correspon- 
dant (If  rintfijrale 

/-•  y       1 1 

dt]. 


il  ('■tant  une  liiiiiti'  ^ii p(''neuie  de  ['i(Y,)|.  Il  s'(,'iisiiil  (pie,  >i  Ton 
<loniie  à  ./•  <lf>  \aifnr>  coiuiilexes  telles  (pie  |.r  —  Xo\  ne  dépasse 
pas  le  nombre  o,  I  iiitc'male  (iS)  est  iinilorin(''ment  convcrgenle  et 
représente  par  cons(''(jucnt  une  fonction   iKjlomorphc  de  x  dans  ce 


(  '  )  li.    Hoi.MiiincN,  Coniplcs  rendus,  .'Jo  tlcccmbrc  11)07  '^^  !•  janvier  içiiiS;  ArLis 
fur    Malematik,  IJand  i\.  n-  1 '1  e(    IS. 
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domaine.  Le  module  de  cette  fonction  est  inférieur  à  2ll^/j-  —  a 
et  par  conséquent  à  i}\\/b  —  d.  Kn  résumé,  quand  on  attribue  -a  y 
une  valeur  quelconque  entre  a  et  6,  4>(j",  y)  est  une  fonction 
holomorphe  de  x  dans  un  cercle  de  rayon  p  décrit  du  point  Xq 
pour  centre,  dont  le  module  reste  inférieur  à  un  nombre  positif  M, 
lorsqu'on  a  |x'  —  XoI=  s?  l^s  deux  nombres  M  et  z  étant  indépen- 
dants de  la  valeur  attribuée  à  y. 

En  un  point  quelconque  de  A'B',  de  coordonnées  (Xç^,   r),  on 
a  donc 


(19) 


f/"l> 


Ox" 


M  n 


mais,  d'après  l'équiilion  (  i  ^  et  celles  (pi  on  en  déduit  par  des  déri- 
vations  successives,   une  intégrale  quelconque  de  cetle  équation 

•   /.  .  •    .    1  1      •        <'"  w  0-"  u     ... 

satisiait  aussi  a  la  relation  = Far  suite,  en  ijosaiil  nouv 

Oy"         ox'-"  '  ' 

abréger /(j)')^  <I>(./o,y),  et  /•  =  p-,   la  fonction /(jk)  satisfait  an\ 

conditions  suivantes 

i"  Elle  est  continue,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées  partielles,  dans 
l'intervalle  («,  b)  ; 

2"  En  un  point  quelconque  de  cet  intervalle,  les  dérivées  suc- 
cessives satisfont  aux  conditions 


^'9') 


/"'(rx 


AI  (  2  «)  ! 


M  et  /•  élatit  deux  nombres  positifs  indépendants  de  y. 

Nous  dirons  pour  abréger  qu'une  fonction  f(y)  satisfaisant  à 
ces  conditions  est  de  la  classe  !2  dans  1  intervalle  (a,  b),  la  classe  I 
étant  formée  par  les  fonctions  liolomorphes.  11  est  clair  d'ailleurs 
que  ces  dernières  sont  comprises  parmi  les  fonctions  de  la  classe  2. 
On  voit  ais(''menl  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  (onc- 
tions de  la  classe  2  est  aussi  une  fonction  de  cette  classe  ;  en  parti- 
culier la  somme  d'une  fonction  de  la  classe  2  et  d'une  fonction 
holomor[)hr  est  une  fonction  de  même  espèce. 

La  dérivée  par  rapport  à  x  de  Tinté-grale  (18)   a  pour  e\|)ies- 


IXY 


[X,  y),  en  posant 


!..-X'r,,,' 


(20)     n-{x,j)=    /      'i  (  r,  )  à-^^  e       *' J'-O'    i/r,  ^  —  i  ?  (^  )  —  <^r, 


iy-r,) 


G.,  III. 
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La  lonclioii  H'(.r,  y)  est  encore  une  iiilégrale  de  l'éqnalion  (i), 
r(''p;iilit'T(;  cJaiis  loiile  la  haiidc  cninpriso  entre  les  droites  j'' =  n, 
y  =  h,  sauf  sur  I  ai'C  d  intégration  1".  (  )n  peut  étendre  la  définition 
à  tout  le  plan  en  convenant  de  prendre  cp(r,)  =  o  pour  r,  >>  Z^. 
Cette  fonction  est  aussi  une  loiiclion  analytnpie  de  j'.  (piaiid  on 
donne  h  y  une  valeur  constante;  d'après  la  façon  dont  on  la  déduit 
de  la  fonction  <I>(^,  y),  elle  satisfait  à  des  inég;alités  de  même 
forme  que  les  inégalités  (19),  en  tout  jjoinl  duii  segment  A'B' et, 
|)ar  suite,  c'est  une  fonction  de  )'de  classe  !2  le  long  de  ce  segment. 

L'intégrale  ('20)  est  l'analogue  du  |>otcnlicl  de  douljle  couche  (')  *^t  pré- 
sente le  long  de  F  une  discontinuité  dont  Icilude  a  été  faite  par  M.  Ilolm- 
grcn.  Nous  supposerons  que  la  fonction  y  (y)  admet  une  dérivée  con- 
tinue y'{y)  dans  l'iniervalie  (a,  b). 

Suivant  la  môme  marche  qu'au  n"  ;)()o,  nous  étudierons  il'aijord  le  cas 
simple  011  o(rJ  =  1.  L'intégrale 

a      (.y-r,r- 


n'a  plu«,  comme  dans  le  cas  de  l'intégiale  do  Gauss,  une  signification  géo- 
métrique simple  qui  rende  intuitive  la  discontinuité;  une  élude  directe  est 
donc  nécessaire.  L  intégrale  ('il)  conserve  un  sens  quand  le  point  M(x,y) 
coïncide  avec  un  point  I*  de  coordonnées  (X,  Y)  de  l'arc  F, 

(22)  F(X,  Y)=    /      -"^-'/(^i)  g-  4tV-Yi>    Q?n; 

mais  F{x,y)  tend  vers  des  limites  diflerenles  lorsque  le  point  {■r,y)  tend 
vers  le  point  (X,  Y),  suivant  que  le  point  (jr,  y)  est  à  droite  ou  à  gauche 
de  l'arc  T.  four  le  dénionlrer,  considérons  l'intégrale  auxiliaire 

r>  -■>■/' (-r)      '■'-'><'•"'''' 

(9.3)  Fi(x,y)=    /      — 7=444-  e      *O-0)   dr„ 

qui  est  continue  sur  l'arc  I",  car  elle  est  de  la  forme  de  colles  qui  ont  été 
étudiées  au  début  de  ce  paragraphe.  On  a,  comme  le  prouve  un  calcul 
élémentaire, 


(2-1) 


F(x,y)^Vi(x,y)  =  /i    j      e—'du, 


(')  I.,ns  directions  caraclérisLiques  ctaiU  confondues,  la  c;iraclorisli<]ue  issue  tl'un 
point  queironque  de  r  peut  être  considérée  comme  conjuguée  de  la  tangente  par 
rapport  à  renscniblc  de  ces  deux  directions. 
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,  les  limites  a  et  j  étaiil  déterminées  d'après  la  position 

du  point  (ar,  y).  Supposons  d'abord  ce  point  à  droite  de  T,  ou  a:  >  yjy)\ 

^ '/  (  a) 

lorsque  tq  varie  de  a  à  /,  u  varie  de  —  à  -i-  x.  Si  le  point  (r,  y) 

2  ^y  —  a 
était   à   gauche   de    F,    la    limite    3    serait    —  x.    On   a   donc,    lorsque   le 
point  {ce,  y)  n'est  pas  sur  F. 

F(^.  rj-^- Fi(^>  J')  =  4   /  e"''-du, 

lyjy—a 

relation  qui  devient,  en  faisant  tendre  le  point  {x,  y)  vers  le  point  (X,  Y). 

(25)  limF(a7,  ^) -+- limF,(a:,  ^^'j  =  4    /  e-"^du, 

s/y— (7 

le  signe  -4-  correspondant  au  cas  oij  le  point  {x,  y)  est  à  droite  de  F,  et  le 
signe  —  au  cas  contraire. 

Si   l'on  a  a"  =  X,  j'  =  Y,   les  limites  pnur   u  sont  ^'         et  zéro;  la 

formule  (24  )  donne 


(26) 


/Y  — a 
F(X,  Y;-+-F,(X,  Y)  =  4    f         e-'^du. 


Îy/Y-U 


En  retranchant  membre  à  membre  les  relations  (25)  et  (26),  et  observant 
que  Fi(a",  y)  est  continue  au  point  (X,  Y),  il  vient 

(27)     limF(x,jK)  =  F(X,  Y)-t-4    /         e-"'-du  =  F(X,  \)  =  2  \/^.. 

«-  0 

On  doit  prendre  dans  cette  formule  le  signe  -+-  ou  le  signe  — .  sui\ant  que 
le  point  (x,  y)  est  à  droite  ou  à  gauche  de  F. 

Considérons    maintenant    une   intégrale   quelconque    de    la   forme   (20), 
qu'on  peut  écrire 


(20') 


1  W{x,y)=J'\^^ 


(■r,)-'^(y)] 


,   ,      i.'-/:ioi!' 

iSllle-^^^^^dr. 


.r--/i/)i;» 


-i-o(y)    f '^^e      *->-0   dr,. 


Si  la  fonctiiMi  '-^{y)  satisfait  a  la  fonditiou  de  l-ipsrliilz  dans  l'inter- 
valle («,  b),  la  valeur  absolue  d'un  élément  quelconque  de  la  première 
intégrale  est  inférieure  à  l'élément  correspondant  d'une  intégrale 


r^     H  dtj 

J    v/7=^ 
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l'ar  siiile.  celle  iiilégrale  est  uniformément  conveigcnle  dans  le  tlomuine 
d'un  point  quelconque  (X,  Y)  de  T  et  représente  une  fonction  continue 
dans  le  voisinage  de  T.  La  discontinuité  de  T(a7,  jk)  lorsque  le  point  (t,j') 
tend  vers  un  point  (X,  Y)  se  déduit  immédiatement  de  la  discontinuité  de 
la  seconde  inléi^rale  qui  vient  d'être  étudiée  et  l'on  a.  en  définitive,  la  for- 
mule générale 


e      Mï-'ii'.t^rj, 


le  signe  devant  èlre  pris  comme  on  l'a  dit  plus  haut. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'arc  V  est  un  segment  de  droite  x  =  Xq,  l'in- 
tégrale qui  figure  dans  le  second  membre  est  identiquement  nulle.  On  en 
conclut  que  /«  limite  de  l'intégrale 


u(x,y) 


/ 


kJ„ 


T('1) 


X  —  .r,,       - 


e    *'y-^ii  diq 


ir--nr 


est  égale  à  ±  (ç(Y)  lorsque  le  point  (x,  y)  tend  vers  un  point  (^o,  Y) 
de  cette  droite. 


oio.  Extension  de  la  formule  de  Green.  Applications.  —  Con- 
sidérons deux  fonctions  quclr()nc|iies  o(j7,  y),  '}(^,  y)  des  va- 
riables X,  }',  admettant  des  dérivées  jusqu'au  second  ordre;  on  a 
identiquement,  S{  )  et  (.^{  )  ayant  la  même  signification  que 
plus  haut  (n°  540), 

„9)  ^f(,)_,g(^,)  =  ^4[i^-,^-i]-|(ç«. 

Si  les  fonctions  o  et  <h  sont  continues,  ainsi  que  les  dérivées 
|)articlles  de  ces  fonctions  qui  figurent  dans  la  formule  précé- 
dente, à  linlérieur  d'un  domaine  borné  D  limité  par  un  contour  C, 
on  déduit  de  cette  formule  (29)  la  relation  suivante,  qui  est  l'équi- 
valente de  la  formule  de  Green  (n°  oOG), 

(3o)    f  f  [^:fio)-^q{^)]dxdy=   fo^dx^(^^^^-<f'^^dy, 

1  intégrale  curvdignc  éliuil  piise  dans  le  sens  direct.  On  en  lire 
facilement  une  série  de  conséquences  toutes  pareilles  à  celles  qui 
ont  été  développées  jxiiir  létpialion  de  Laplace.  En  remplaçant'!/ 
par   l'iinilé   et  '^    par    une   intégrale  11   de   l'équalitm  (1)  régulière 
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daas  D,  on  obtient  lit  nouvelle  relation 

du 

a  dx  -(- 


3o9 


(3i; 


/" 


Ox 


dy  =  u, 


qui  est  évidemment  équivalente  à  l'équation  (i)  elle-même,  d'après 
la  première  formule  de  Green.  De  même,  en  remplaçant  'l  par 
lunilé  et  o  par  le  carré  ir  d'une  intégrale  régulière  dans  D,  il 
vient 


(32^ 


:    /     /     (  —  )   df  dy  =    I   u-  dx  -i-  211  —  dy. 


De  cette  formule,  analogue  à  la  formule  (12*")  du  11"  0O6,  on 
déduit  une  conséquence  importante.  Soit  m(t,  y)  une  intégrale 
régulière  à  l'intérieur  d'un  contour  ABFE  tel  que  celui  de  la 
figure  98,  formé   de  deux  segments  AB,  EF  de  caractéristiques, 

Fig.  98. 


M' 

m"" 


et  de  deux  arcs  Al'.,  I>i',  dont  chacun  ne  peut  être  rencontré 
qu'en  un  point  par  une  caractéristique;  le  segment  EP'  est  au- 
dessus  de  AH,  et  l'un  ou  l'antre  de  ces  segments,  ou  même  les 
deux,  peuvent  se  réduire  à  un  j)olnt.  Si  cette  intégrale  est  nulle 
le  long  des  deux  arcs  AE,  BF  cl  du  segmentlAB,  elle  est  nulle 
dans  tout  ce  domaine. 

Soit  en  ed'et  M  un  point  quelconque  de  ce  domaine,  PQ  le 
segment  de  caractéristique  passant  par  INI  et  com|)ris  entre  les 
arcs  AE  et  BF.  Ea  relation  (32)  appliquée  au  domaine  D'  limité 
par  le  contour  ABOI'  \  donne 


/     /      (  —  ]   dx  dy -^    I    ii-d.r  =  n. 

1    J,,y,\Ox)  '  ,1,.^ 


puisque  m  est  nul  par  IiV|>(ttlirso  le  long  de  P MU  )/'l  ons  les  r\v- 
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ments  de  ces  deux  intégrales  étant  positifs  ou  nuls,  il  faut  donc 
qu'on  ait  u  :=  o  fout  le  long  de  PQ,  et  par  suite  u  est  nul  dans  tout 
le  domaine  D,  puisque  M  est  un  j)oint  quelconque  de  ce  domaine. 
On  conclut  de  là  fpiil  ne  peut  exister  deux  intégrales  régulières 
dans  le  domaine  I)  et  prenant  des  valeurs  données  le  long  de  AI3, 
de  AE  et  de  BF.  Le  problème  qui  consiste  à  déterminer  celte 
intégrale  est  l'analogue  du  problème  de  Dirichlet  pour  l'équation 
de  Laplace.  Le  raisonnement  qui  précède  prouve  qu'il  ne  peut 
admettre  plus  dune  solution,  mais  ne  démontre  pas  qu'il  existe 
une  solution. 

Pour  obtenir  une  relation  analogue  à  la  formule  fondamen- 
tale (i3)  du  n"o07,  il  suffit  d'appliquer  la  même  méthode  en  rem- 
plaçant la  fonction  logr  par  la  solution  fondamentale  \j{x.y]  ;,  7i  ). 
Soient  M  un  point  de  coordonnées  (^Tq,  j'o)  dans  le  domaine  pré- 
cédent, M'  un  point  voisin  du  même  domaine,  de  cordonnées  a:,,, 
y(,-\- h,  h  étant  un  nombre  positif.  Appliquons  la  formule  géné- 
rale (3o),  en  remplaçant  les  lettres  x  et  ypar  les  lettres  ç,  r^  res- 
pectivement, en  prenant  pour  'j  une  intégrale  «(i,  "fi)  de  l'équa- 
tion (i),  régulière  dans  D  et  pour  'l  la  fonction 

Uo|=  U(a-o,  jo-i-^;  ç,  ■'i) 

qui  est  une  solution  de  l'équation  adjointe  régulière  dans  le  même 
domaine.  Cette  formule  nous  tlonne  la  relation 

enreprésentant  parClecontour  ABQPA,ce  qu'on  peut  encore  écrire 


.(. 


,     u(lyo)e       ♦*      -è 
(33)    '.  ".'^  V/A 

On  a  vu  jilus  haut  (n"  iii'A)  cpie  le  jireniier  membre  de  celle 
égalité  a  pour  litnile  2y7:u[xo,  J'o)  lorsque  le  nombre  j)()sitif  h 
tend  vers  zéro,  puisque  Xq  est  compris  entre  les  abscisses  des 
|K)ints  P  et  Q.  La  limite  du  <ccon(\  membre  .s  obtient  immt'diate- 

menl,  puisque  l   (./„.  Vn   —//;:,  y,)  et — ^  sont  des  fonctions  conli- 
nues  de  //  le  long  du  conlour  PAB(^.  En  supprim;inl  les  indices 


i 
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(les  lettres  Jq,  jKo?  niius  oblenons  donc  la  relation 

(34  1    u(x,y)=—!—    I  uÇz,r,)\]{x,y:l,f,)d\-^(\j'^  —  u'^)dr,. 

qui  est  l'analogue  de  la  relation  (i3)du  n"  o07.  F-Jle  >"écrit  encore, 
en  remplaçant  U  par  son  expression, 


(33) 


i      /                   '        y        r~'-y-rr  r  Ou   , 

u(x,  y)  =  -—     /  . \uil  r. ; ./t  -4-  —  de, 

^)         J 


■i.{  y       ■'  ■         ' 


I^a  formule   (35)  ne    donne    pas  la  solution  du    problème    aux 
limites  dont  il  a  été  cpiestion  tout  à  l'heure,  car  le  second  membre 

ne  peut  être  calculé  que  si  Ton  connaît  les  valeurs  de  -z,  le  long 

des  arcs  WL  et  lîF.  On  peut  cr-pemlant  «''liiiiiiier  la  valeur  de  — r  sur 

toute  portion  du   contour  composé  dtin   segment   de  droite  (voir 

Exercice  3). 

La  formule  de  Poisson  du  n"  oi3  se  déduit  comme  cas  limite 

de  la  formule  générale  (35  ).  Supposons  que,  dans  la  portion  de  la 

bande  limitée  par  les  deux  caractéristiques  d'ordonnées  h  el  h  -\-o 

passant  j)ar  A  et  E,  située  à  droite  de  l'arc  AE,  l'intégrale  u{x^  y) 

soit  régidière  et  de  j)lus  qu'il  existe  un  nombre  positif  R  tel  que 

les  produits 

,    ,      fin      .-  . 

-^  '  ov 

soient  bornés  dans  ce  domaine.  Nous  allons  cberclier  ce  (jue 
donne  la  formule  (35)  (juaud  ou  prend  pour  lU"  un  segment  de  la 
droite  x  =  R,  Pt  étant  k\\\  nombre  jxjsitif  (pi  on  fera  croître  indé- 
finiment. La  portion  de  lintégrab;  curNiligne  pro\enant  de  P(^ 
est  égale  à 

(  '  )  Toute  intégrale  de  l'équalion  J  (  m  )  =  f{x.y),  rc^ulicrc  dans  D,  vérifie  une 
relation  qui  ne  dilTrrc  de  la  relation  (  iô  )  (|ue  par  l'additii^n  an  serund  nienibif 
du  Icrin*; 

'■~^''     dl  dr 


:hfl 


f{l,  ■t.)e    *'r-li 

\  y  —  ■', 
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Nous  allons  (Ic'inonlrci-  (|iii'  cniie  ml ''i;i<ili'  Inid  vers  zt'ro  lorsque  II 
augmente  inil('(iiiiiniMii .  [tinnxii  (|ue  les  nonihres  K  et  o  vérifienl 
une  certaine  comlilion.  Prenons  hi  |)rcMiirre  piirlic;  |);ii'  liypollièse 

le  produit  (  — r  )    e   '*'*'  est  horn*';,  cl  oin-  >inlt'  l;i   valeur  absoliM^  tie 

colle  int('i:rale  esl  infV'iieiire  à 


■^-  V-        Ji,         v.y  -  -n 

M  étant  un  nombre  lîxe  el  î  un  noinhte  positif  ail>!lraite.  I^e  fac- 
teur e"^"'  tendant  vers  zéro  lorsque  11  auj;inenle  indéfiniment,  il 
suffira  de  montrer  que  la  valeur  absolue  de  linlégralc 


/ 


^lK-^-£l(y-y.iH'— i.v-lî  '- 

o  'il  )  — r,i 

(3;)  / ,  dr, 


conserve  une  valeur  finie.  Or,  b-  luimt-raieiir  de  l'exposant  est 
plus  petit  (jue  /î(l^  +  -)'^R'  —  i-^'  —  R)'?  *~'^  ce  numérateur  sera 
négatif  pour  des  \aleurs  très  grandes  de  M  si  le  coeflicienl  de  R-, 
c'est-à-dire  4(1^  +  e)^  —  i  est  négatif;  la  \aleur  absolue  de  linlé- 

grale  (S'y)  est  alors  inférieure  à    /  '      (pii  a  une  valeur  lime. 

La  première  [)ailie  de  rmlégrale  (36)  tend  donc  vers  zéro  lorsque  K 

croit  indeliniiiienl  |)(iiii\  Il  (lue  0  >()it  une  ne  ma  — el,  comme  î 

'  '  i  (  K  ^  £  )      ' 

est  lin  nombi'e  positil  arbitraire,  celle  condition  sera  vérifiée  si 
les  nombres  K  vV  o  \('-iilieni  la  relation  ^  K.  o  <<  i .  On  démontrera 
de  la  même  façon  que  la  seconde  paitie  de  l'intégrale  (3())  tend 
aussi  vers  zéro  lorsque  R  augmente  indéfiniuui'nl  el,  dans  la  for- 
mule (35^,  le  conloiir  d  inti'-^raliou  l'Ali(^)  doit  être  remplacé  par 
le  segment  IV\  el  b^  segment  de  (•ara(t(''ri>ti(|ue  s'élendaiil  >\\\ 
jjoint  A  à  l'infini  vers  la  droite. 

Si  l'intégrale  u\x.  y^  ç.%\  régulière  daii^  toute  la  Iiande  limitée 
])ar  les  deux  earact('ri>tif|ues  .V  =  /'.  ,1=  //  H- o,  et  si  dans  cette 

bande  les  itrodiiits  //r""'*'',  —  <?"•*''  restent  bornés,  les  deux  nombres 

positil-<  K  et  0  \(''rilianl  la  relation  .jl^^  '  '^  •>"  peul  prendre  de 
même    pour    la    courbe    \\L   un  segment  de    la    droite    x  =  —  R, 
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R  tlaut  un  nombre  positif  qu'on  fera  croître  indéfinimenl.  On 
vérifie  comme  tout  à  l'heure  que  la  portion  de  l'intégrale  curvi- 
ligne (35)  provenant  do  l' \  tend  \er.s  zért»,  et  la  formule  (35) 
devient  à  la  limite 


,/ 


(38)  u(x,y)=-^     I  •     *'   "  o{^)dl 

'■^(■t)  étant  la  \aleur  de  l'intégrale  if{jc,  h)  le  long  de  la  caractéris- 
tique }':=  /<  ;  nous  retrouvons  la  formule  (i^)  de  Poisson  (n"  oi3). 

Si  les  produits  //(.r,  J)')^""*''?  — •  e^*^''  restent  bornés  dans  la  partie 

du  plan  située  au-dessus  de  la  caractéristique  r  =  A,  aussi  petil 
que  soit  le  nombre  positif  R.  le  nombre  o  peut  être  pris  aussi 
grand  qu'on  le  veiil,  et  par  suite  la  formule  (38)  est  applicable 
dans  toute  cette  partie  du  plan. 

546.  Propriétés  des  intégrales.  —  La  formule  (35)  permet  de 
démontrer  (pielques  propriétés  importantes  des  intégrales  de 
1  r'quation  (  (  ).  Soit  //(:c,  y)  une  intégrale  régulière  dans  un 
domaine  1).  Prenons  à  Finléricur  de  I)  un  domaine  j)arliel  liniiti' 
comme  celui  du  numéro  précédent,  par  exemple  un  rectangle  11 
limité  par  deux  segments  de  caractéristiques  AB,  EF,  et  deux 
parallèles  AE,  BF  à  l'axe  Oy.  En  appliquant  la  formule  (35)  à  un 
point  quelconque  M  de  ce  rectangle,  de  coordonnées  x,  y,  la  fonc- 
tion u{x,  y)  est  ex[)rimée  par  une  somme  d'intégrales  curvilignes 
prises  le  long  de  AB,  AP,  BQ  respectivement.  L'intégrale  le  long 
de  AB  est  une  fonction  analvti<jiie  des  deux  variables  .r.  )'  dans  le 
rectangle  B  (  n"  oi3);  chacune  des  intégrales  prises  le  long  des  seg- 
ments AP,  BQ,  est  la  somme  dune  fonction  ^(.r,  y)  et  d'une 
fonction  H*  {.x,  y)  (n"  o44).  L'intégrale  u(j:,  j^)  jouit  donc  dans  le 
rectangle  R  des  mêmes  propriétés  que  ces  fonctions  elles-mêmes  : 
toutes  ses  dérivées  [)arlielles  sont  régulières  dans  ce  rectangle;  si 
l'on  donne  une  valeur  constante  lo  i'J'«  "(-^'.l'o)  est  une  fonction 
b(di)Miorplie  fie  x,  tandis  (nie,  si  Ton  donne  ;'i  .7-  une  \aleur  con- 
stante Xq,  //  (  J"oi  y)  est  une  fonction  de  y  de  classe  2. 

Tout  segment  de  droite  parallèle  à  I  un  des  axes,  et  silin-  tout 
entier  dans  le  doniaine  I),  pouviint  <''tie  renlenin''  à  I  inleneurd  un 
reel;iiigle    tel    (pie    b;    |)réc(';denl    coiniiiis  Ini-mème   ilan>>    I).    nous 
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poiivon>  ilonc  énoncer  les  proposilions  snivantes  :  Si  une  inlc- 
i^rale  i/[jc,y)  est  régulière  dans  un  domaine  D,  i"  toutes  ses 
dérivées  partielles  sont  régulières  dans  le  même  domaine;  2°  le 
long  d'un  segment  de  caractéristique  intérieur  à  D,  u{x^  y) 
est  une  fonction  liolomorplie  de  x ;  3°  le  long  d'un  segment  de 
droite  parallèle  à  Oy  intérieur  à  D.  u(x,  y)  est  u/te  Jonction 
dey  de  classe  2. 

Ces  propriélés  app;irliennenl  aussi  aux  (Jéri\ées  partielles  de 
u(x,  y),  ])uisqu'elles  sont  elles-mêmes  des  intégrales  de  l'équa- 
tion  (  I  ).   En  parlienlicr, -— est  une  Ibnelion  de  y  de  classe  2  le 

loiij;  de  tout  segment  parallèle  à  Oy  situé  dans  1  intérieur  d  un 
domaine  où  u(x^  y)  est  régidière.  Inversement,  étant  données 
deux  fonctions  de  classe  2  dans  un  intervalle  (a,  0),  '-^{y),  d»(j'),il 
existe  une   intégrale   satisfaisant  aux   conditions  de  Cauchy  pour 

X  —  Xq 

et  régulière  dans  le  rectangle  limilt'  par  les  droiles  j'' =  rt,  j)^  =:  ^, 
x  =  Xodzr,  r  étant  un  noudjre  positif  convenable.  En  ellet,  les 
dérivées  partielles  des  fonctions  'f{j'),  '^(.Vi  v«'iiricnt  par  hypothèse 
les  inégalités 

(39)  l?'"'(7)|<       ..      '         W"'(y)\<       ,„      > 


pour  toute  valeur  de  r  de  l'interxalle  (a,  b);  M  et  p  sont  deux 
nombres  positifs  qu'on  peut  évidemment  prendre  les  mêmes  j)our 
les  deux  fonctions,  l^a  série  (()),  considérée  au  n"oi],  ainsi  (pie 
celles  (ju  ou  en  d('iluil  en  dri'i\aiil  deux  fois  |)ar  rapport  à  .r  ou 
une  fois  par  rapport  à  )',  sont  uniformément  con\ergcntes,  d'après 
les    relations   (3()'),   (pielle   (pie   soit   la  valeur  de  y  dans  linlcr- 

valle  (^/,  0),  |)it(ii\u  (pi'on  ait  (x  —  .r,i)<<3-.  I>a  scjmfne  de  cette 
série  représcnlc  dtmc  une  iiilt'gialc  de  I  é(piatiou  (1)  satisfaisant 
aux  conditicjns  de  Cauchy.  C  est  d  ailleurs  la  seule  intégrale  véii- 
(i;int  ces  couditi(Uis  qui  soit  régulière  dans  un  domaine  D  renfer- 
m;iiii  .1  I  iiiténciir  le  segment  de  droite  consiilén''.  En  eflel,  s'il  en 
existait  (icux,  leur  dillérence  serait  une  intégrale  régulière  dans  I), 
cl   nulle  ainsi   (pic  sa  dérivée   par  rapport  à  .r  tout  le  long  de  ce 
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segment  de  droite.  Toutes  les  dérivées  partielles  de  cette  intégrale 
seraient  donc  nulles,  le  long  tlu  nicme  segment  et,  comme  cette 
intégrale  est  une  fonction  analytique  de  x,  il  s'ensuit  quelle  est 
identiquement  nulle  (  '  ). 

On  a  généralisé  les  propriétés  précédentes  en  considérant,  au  lieu  d'un 
segment  de  droite  parallèle  à  Oy,  un  arc  de  courbe  AB,  représenté  par  une 
équation  x  =  y  (y)-,  y  (y)  étant  une  fonction  holomorphe  de  y  dans  l'in- 
tervalle (a,  b).  Si  une  intégrale  u{x,  y)  est  régulière  dans  un  domaine  D 
renfermant  l'arc  AB  à  l'intérieur,  la  fonction  u[yiy),  y]  à  laquelle  elle 
est  égale  le  long  de  cet  arc  est  de  classe  2.  Inversement,  étant  données  deux 
fonctions  o(y),  'T'iy),  de  classe  2  dans  un  intervalle  (a,  b),  il  existe 
une  intégrale  et  une  seule  de  l'équation  (i),  régulière  dans  un  domaine 
renfermant  l'arc  AB  et  limité  par  les  droites  y  ^  a,  y  ^  b,  et  les  deux 
courbes  37  = /(j')  ±  r  (où  r  est  un  nombre  positif),  satisfaisant  aux  con- 
ditions de  Cauchy  le  long  de  l'arc  AB 

(4o)  u(.T,y)  =  <^(y).         ■^  =  'l(y),         pour         x  =  yjy). 

Nous  renvei'rons  pour  les  démi)nslrations  aux  travaux  de  M.  llolrugreii. 
Le  théorème  de  Schwarz  sur  le  prolongement  analytique  d'une  fonction 
harmonique  a  également  été  étendu  par  M.  Ilohngren  aux  intégrales  de 
l'équation  (i).  Soit  u(x,  y)  une  intégrale  régulière  dans  un  domaine  D; 
on  dit  qu'elle  peut  être  prolongée  dans  un  domaine  D'  contigu  au  premier 
s'il  existe  une  intégrale  U(.r,  y),  régulière  dans  le  domaine  D  -+-  D',  qui 
coïncide  avec  u(x,  y)  dans  D.  Si  le  domaine  D  est  limité  en  partie  par 
un  arc  AB,  qui  n'est  rencontré  qu'on  un  point  par  une  caractéristique,  le 
prolongement  de  u{x,y)  à  travers  cet  arc  AB  ne  peut  être  possible  que 
d'une  seule  manière  puisque,  le  long  d'une  caractéristique,  ii(x^y)  esl  une 
fonction  holomorphe  de  x.  On  a  observé  plus  haut  qu'il  n'en  était  plus  de 
même  à  travers  un  segment  de  caractéristique  (n°  Tiii).  Cela  posé,  suppo- 
sons que  l'arc  AB  soit  représenté  par  l'équation  x  =  y(y),  la  fonction /^(j) 
étant  holomorphe  pour  tonte  valeur  de  y  comprise  entre  a  et  b,  et 
que  u{x,y)  soit  une  intégrale  régulière  d'un  côté  de  cet  arc,  à  droite  par 
exemple,  et  |)renant  sur  Al>   une  suite  de  valeurs  donnée  fiy)-  Pour  t|ue 


(')  Si  les  fonctions  'i(y)  et  '^^iy)  vérifient  les  inéj;alités 

,:v,    i,,.„,.)i<>"-'"!.:""i.   hf'(r)i<"''"'ir'". 

0  p 

où  a  est  un  iiDiniin-  positif  inférieur  ,\  \.  |niiir  toute  valeur  do  r  Aixw^  l'iiUcr- 
valle  (a,  b),  lu  formule  (*>)  représente  uni'  iiilèfiriilc  satisfais;int  aux  cundilioii-^ 
de  Cauchy,  qui  est  régulière  dans  lu  hundc  comprise  entre  les  caractcrisliqucs 
y  =  a,  y  =  b. 
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cette  intéi^iale  u{.r,  y)  puisse  tUre  prolongée  à  gauche  à  trnveis  l'arc  AH, 
il f (lut  et  il  suffit  que,  dans  un  intervalle  (juelronque  (a,  fi),  compris 
dans  l'intervalle  (a,  ù),  la  fonction  /(y)  soit  de  classe  2  ('). 

oi7.  Problèmes  aux  limites.  —  Soil  D  un  domaine  limité  comme 
au  n"  51*)  par  deux,  seginenls  AB,  EF  de  caractéristiques  d'ordon- 
nées A  et  /  (/>  h),  et  deux  arcs  de  courbe  AE,  BF,  compjis  entre 
ces  caracléristiques,  tléfitiis  respectivement  par  les  deux  équa- 
tions j"=y,(y),  :r  =  y2(i);  les  Ibnclious  y,,  y,,  '/ , -.  '/,  ^^"^ 
snj)posées  continues  dans  l'intervalle  (h,  l)  et  / k  <i/ 1-  Nous 
nous  |)r()pos()ns  de  démontrer  (|a'il  existe  une  intégrale  et  une 
seide,  régnlière  dans  le  domaine  D,  se  réduisant  sur  chacun  des 
arcs  AE,  BF,  à  une  fonction  continue  donnée  y,  (y)  ou  /^{y)^ 
et  sur  AB  à  une  autre  fonction  continue  g{x)  qui  concorde  avec 
les  premières  aux  points  A  etB.  On  peut  supposer,  sans  diminuer 
la  généralité,  g(^x)=^0]  on  a  vu,  en  eflet  (n"  543),  comment  on 
peut  former,  d'une  infinité  de  manières,  une  intégrale  régulière 
au-dessus  de  l'arc  AB  et  prenant  les  valeurs  données  sur  AB. 
Soit  Ux{x^y)  une  de  ces  intégrales;  en  posant  u  —  «,^.3,  ta 
nouvelle  fonction  inconnue  z[x,y)  doit  se  réduire  à  zéro  le  long 
de  Tare  AB  (;t  à  des  fonctions  continues  dor)nées  de  )'  le  long  des 
arcs  AE,  BF.  Nous  supposerons  donc  (|u'on  a  fait  tout  d'abord 
celte  transformation   et  par  suite  qu'on  a  g[x)^=  o. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  au  n"  515,  ce  problème  ne  peut  admettre 
plus  d'une  solution.  Pour  démontrer  ipic  celte  solution  existe, 
il   suffit  demi^Iojer  une   métliode   analogue   à   celle   de  Neumann 


(')  Oq  dciliiit  de  ccLle  proposition  une  conséquence  analogue  à  celle  qui  a  été 
indiquée  (note  de  la  page  i^)5)  relativement  au  problème  de  Cauchy  généralisé. 
Soit  à  déterminer  une  intégrale  u{x,y),  satisfaisant  aux  conditions  de  Cauchy  (^o) 
cl  définie  d'un  côté  seulement  de  l'arc  analytique  AB  qui  porte  les  données.  Ce 
problème  est  en  général  impossible  si  les  fonctions  9(^)  et  ({'(jk)  sont  des  fonc- 
tions continues  quelconques.  Soil  en  effet  u^{x,y)  une  intégrale  régulière  du 
même  côté  de  l'arc  Ali  et  satisfaisant  à  la  première  condition  de  Cauchy  {voir 
n"  rj47);  la  différence  u(x,y) — u,{x,y)  étant  nulle  le  long  de  AB  peut  être 
[Molongée  de  l'autre  coté  cl  par  ronsé(|uent 

Ox        dx        TV./  /        ^^^. 

doit  cire  une  fonction  de  y  de  classe  ?  le  long  de  loul  segment  de   l'arc  AB  ne 
renfermant  pas  les  extrémités. 
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(n"  ol3),  en  essajanl  de  représenter  Tintégrale  cherchée  par  une 
somme  de  fonctions  ^'{x,  y)  (n°  544).  Posons  pour  cela 


I  •^''  (y--r,f- 


'x,  et  u..  étant  des  fonctions  continues  à  déterminer  dans  linler- 
valle  (A,  /).  D'après  ce  qu'on  a  démontré  plus  haut.  u(x,  y)  est 
une  intégrale  régulière  dans  D,  nulle  le  long  de  Ali.  Lors(|ue  le 
point  (x,  y)  se  rapproche  d'un  point  (X,  Y)  de  l'arc  AE,  en  restant 
à  droite  de  cet  arc,  u(x,  y)  doit  tendre  vers  /,  (Y),  ce  qui  exige 
qu'on  ait  (formule  28) 

I  -*  (Y-v' 

De  même,  en  écrivant  que  u{x,y)  tend  versy"2(Y)  lorsque  le 
point  [x^y)  tend  vers  un  point  d'ordonnée  Y  de  l'arc  BF,  en  res- 
tant à  gauche  de  cet  arc,  on  obtient  une  relation  toute  pareille 

^     -*    '  \  'YVY]— -/,(ri   ' 

I  -'l'  {  \  —  r.  y^ 

Les  deux  relations  (42)  et  (4j;  forment  un  système  d'éqnallons 
intégrales  de  la  forme 


iJi,  (  Y  )  -^    f     a,  (r,  )  K,  (  Y.  r.  )dT^-r-    f    \x,  (  r,  )  K,f  Y,  r.  i  ch,  =  F,  (  Y), 
K,,  K^.   H,.  H_. .  F,.  1'.,  t'-tant  des  fondions  données,  et  u,,  Uo  les 


(4-i>  ^ 


3i8  ciiAi'rriui:  wix.  —  Kyi  vtion  uk  l\  ciialkih. 

fondions  inconnues.  (  )n  (li''nionlr(M-a  an  Chapitre  suivant  que  ce 
sysit'ino  adinel  iiii«'  solulion  et  une  seule,  sous  certaines  conditions 
(|ui  sont  vénliécs  ici. 

Au    lieu    de  se    donner   la    \.ileur   de   la    fonction    inconnue    en 

chaque  point  des  arcs  AE,  BF,  on  peut  se  donner  la  valeur  de  — - 

(Ml,  plus  j;énérolement,  supposer  que  sur  chacun  de  ces  arcs,  on 
connaît  la  valeur  de  ii{x,  y),  ou  que  cette  l'onction  vérifie  nne 
relation  de  la  forme 


(45)  ^^-À(r)«=/(r), 


)>(j')  f^^  f{y)  étant  des  fonctions  connues  de  y.  On  arrive  encore 
à  un  système  de  deux  <'(jualions  intégrales  de  la  forme  (44)  en 
cherchant  à  représenter  la  fonction  inconnue  par  la  somme  d'une 
fonction  *ï>(.r,  y)  et  d'une  fonction  W{x,  y),  ou  par  la  somme  de 
deux  fonctions  <ï>(.r,  y)  (n"  5ii).  Il  suffit  de  remplacer  dans  la 
formule  {/\i)  une  fonction  W{x,  y)  par  une  fonction  <I>(.r,  y), 
définie  jiar  une  intégrale  prise  le  long  de  celui  des  arcs  pour  lequel 
la   fonction   inconnue   vérifie   une   relation  de  la  forme  (4^),  et 

d'observer  que  —  est  une  fonction  ^'(.r,  y).   L'application  de  la 

relation  (28)  conduit  encore  à  un  S3stème  de  deux  équations  inté- 
grales. INous  avons  résolu  directement  un  problème  de  ce  genre  au 
n"  488,  car  l'équation  (35)  (p.  112)  ne  diffère  que  par  les  nota- 
tions de  l'équation  (i).  La  solution  obtenue  étant  une  fonction 
impaire  de  /•,  les  données  du  problème  font  connaître  la  valeur  de 
la  fonction  inconnue  i'  dans  l'intervalle  ( — R,  +R)  pour  ^  =  0 

et  l'on  a,  de  plus,  une  relation  linéaire  entre  —  et  c  pour  /•  =  rtr  R. 
'  Or  ' 

Considérons  le  domaine  (0  formé  par  la  portion  de  la  bande 
comprise  entre  deux  caractéristiques,  située  à  droite  ou  à  gauche 
(11111  arc  r,  déliiii  |);ir  une  iMpiiilion  x^=-/(y).  En  sup|)osant  que 
riin  des  ares  AE,  I3E  de  la  ligure  98  s'éloigne  indénniment,  on  est 
(oiKJiiil  comme  cas  limite  au  probh'iiie  suivant  :  Dcicrnii ncr  une 
intégrale  régulière  dans  cù,  nullr  le  long  de  ht  portion  de 
caractéristique  cjui  limite  inféricurenient  ce  dontaine,  con- 
naissant la  valeur  de  cette  intégrale  en  cliaijue point  de  T,  ou 
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3i9 


()tl 


sachant  qw\  le  lon^  de  F,  a  et  —  véri/tenl  une  relation  de  la 

forme  (4^)- 

Oa  cherchera  encore  à  représenter,  suivant  les  cas,  hi  fonction 
inconnue  u(x,  y)  par  une  fonction  ^{x,  y)  ou  par  une  fonc- 
tion  M'(:r,  y),   ce  qui  conduira   à    une   équation   intégrale   pour 

déterminer  l'inconnue  auxiliaire  qui  figure  sous  le  signe    /  .  Pre- 
nons, par  exemple,  le  premier  cas  et  posons 


u(x,y)  =    I      'J.(r, 


■/.(■'l^ 


[■r-yjr,i;î 
e      *u  -«il    rfr,  ; 


(y  -  T.  )î 
la  lunclion  '-'•(r, )  est  délerininée  par  1  équation  intégrale 


(46)  ±-2v/^;jL^jK)^    /       .a(r. 


-^. —  e 


(/'r'-yir- 


'<\Y—r,\ 


^^=/<r)- 


{y~-r:)- 


Cette  équation  se  résout  immédiatement  si  la  courbe  Y  se  réduit  à 
un  segment  de  la  droite  x  =^ûj  car  on  a  alors  y(y)=zyjr,)  et 
l'on  en  tire  ±  u  y  tz  u.{y)  =/( y).  Ce  résultat  a  déjà  été  signalé  à 
la  fin  (lu  n"  544. 

La  résolution  de  ces  diflérents  problèmes  se  ramène  aussi  à  la 
détermination  d'une  intégrale  de  l'équation  adjointe  jouant  le 
même  rôle  que  la  fonction  de  Green.  Nous  nous  bornerons,  pour 
fixer  les  idées,  au  premier  de  ces  problèmes,  celui  où  Ton  se 
donne  les  valeurs  de  u  le  long  du  contour  EABF  (  //i?".  98),  cette 
intégrale  étant  nulle  le  long  de  AB.  Si  Ton  connaissait  aussi  les 

valeurs  de  —  le   lonir   des   arcs   AE,    \M\    la    valeur   de    //    vu    un 

Ox  ^ 

point  (iC,  r)  du  domaine  I)  sérail  donnée  par  la  formule  (3'))  (pii 
devient  ici 


{k-)u{x,y) 


rfr,  -^  U  d\ 


►  / 


Soit  ^(.r,  j)';  ;,  y,)  une  intégrale  de  l'équation  adjointe 


^  ^î^  =0 


dc'pendanl  des  deux  paramètres  (./;,j>'),  régulière  à  rinlérn-ur  du 
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conlour  I*AI><),   |)renaiil  la  valeur  zt-ro  en  chaque  poiiil   du  scg- 

ment   l\)  cl  les  mêmes  valeurs  (\ue  jz  e    *'->'~^' le  long  de  l\\ 

et  de  lU^).  Les  deux  foucllons  u{l,  r\),  g{x,y;  ç,  /])  élanl  régu- 
lières à  l'iulérieur  du  conlour  ABQP\,  la  formule  générale  (3o) 
donne,  puisque  //  =  o  le  long  de  AB  et  î>-  =  o  le  long  de  PQ, 

(48)o=— i-    /  ^(^,  JK:  ;,  T.)-^  —  ,/(ï.  rj)-jîL/rj^-«i'c/$. 

En  relranchant  membre  à  membre  les  deux  égalités  précé- 
dentes (4;)  et  (4^),  -£-  disparaît,  d'après  l'hypothèse  relative  aux 
valeurs  de  ^  le  long  des  arcs  AP,  BQ,  et  il  reste 


(49) 


1  «(^,7)--^  f  "(='-^-^r^-- 

in  1   "  L  ' 

en  posant 

(5o)  G(^,jk;  ^,  7i)  =  ^(37,  J-;  ^,  rj 


3:-£ 


>-(7  — ■n)- 


rfr, 


y/jK  -  '1 


On  remarquera  l'analogie  de  la  formule  (49)  avec  la  formule  (3^) 
(n°  5i8)  qui  donne  la  solution  du  j^roblème  de  Diriehlet. 
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1.  Les  conditions  obtenues  au  n"  S41  pour  les  coefficients  de  F(x) 

M      n!  ,  ,        IM  n\ 

"2.i    <  —  7 TT'  «2/1+1    <—  , \ — rr 

peuvent  être  transfoinK-os  comme  il  suit.  La  prcmicrc,  ))ar  exemple,  peut 
s'écrire 

!  tl   /- 


2"/i r-^  'i/^\  '   /     n\ 
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et,  en  remplaçant  ni  et  (in)]   par  leurs  expressions  asymplotiques  (t.  I, 
p.  291),  on  arrive  à  une  inégalité  de  la  forme 

L 


\/  ■?.  n 

L  étant  indépendante  de  /t.  Un  a  une  inégalité  toute  pareille  pour  le 
radical  ""^v^|«2n+i|  et,  par  suite,  le  produit  [/7i  v^|a«|  reste  borné  (Le 
Rot'X,  Bullelin  des  Sciences  matiu'-niatùfues,  t.  XIX,  i"  série,  if^O^, 
p.  127). 

;2.   l'our  avoir  la  liiniif  de  l'intégrale  (n"  o43) 

'      -J=  e       '^y     d\,         a  >  o, 
lorsque  x  cl  y  tendent  vers  zéro,  on  l'écrit,  en  posant  ;  =  r  -t-  2  \/y  t. 
I  =  -,   f  -'""e-''  dt  =  2    r"     e-'^  dt  +  2   f  '*^' 


e-''  dt. 


2v'.r 


2/, 


Lorsque  x  e\.  y  tendent  vers  zéro,  la  seconde  intégrale  tend  vers  v^^,  mais 
la  première  n'a  de  limite  que  si  — =  tend  vers  une  limite  2X,  et  celte  limite 


^J 


est  2 


/     e''""  dt.  On  passe   aisément  de  ce  cas   particulier  au   cas  général 
où  l'on  aurait  sous  le  signe    /   une  fonction  'f(;)  en  facteur. 


3.  Lorsque  dans  la  figure  98  la  courbe  AE  est  une  portion  de  droite,  fin 
peut  faire  disparaître  la  portion  d'intégrale  curviligne  le  long   de  Al',  (|ui 

dépend  de  —7?  dans  la  formule  (j")). 

Soient  (-«^1,  ^)  les  coordonnées  d'un  point  .Mj  extérieur  au  domaine  L), 
ayant  même  ordonnée  que  le  point  M(a7,  /);  la  fonction  \i{xx,y\  ;,  r, ) 
élJint  régulière  dans  ce  domaine,  on  a,  d'après  la   formule  générale  (io), 

^    l'Adll   ^-^  ' 


l'onr    poiivdir   combiner    les    deux    nlations   (iJ)    et    (3i>'),    tie   façon    à 
(..,  111.  21 
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fliniiiKT  les  valeurs  de  —r  le  lorii:  fie  Al-^,   il   suffit  de  pouvoir  choisir  les 
deux   nombres  .r,    et    K  de  façon   qu'on   ail,   loul  le  long  de   AHl.  la  reia- 

Or,  si  l'on  considère  (^,  r,  )  comme  des  coordonnées  courantes,  cette 
équation  représente  une  ligne  droite.  Pour  que  le  segment  AE  appar- 
tienne à  cette  droite,  il  suffira  de  choisir  sur  le  prolongement  do  PQ  le 
point  iMi(,ri,  >')  symétrique  de  M  par  rapport  au  point  P  et  de  déterminer 
ensuite  la  constante  K  en  égalant,  par  exemple,  les  coefficients  angulaires. 

4.  Si  uix.  y)  est  une  intégrale  de  l'équation  (\),  il  en  est  de  même  de 
la  fonction 


Il  Ou     , 

«i(,r,  k)=    /    u  ar -^. dy 

~         .1  ox    -^ 


Les  valeurs  de  — —  sur  les  arcs  .\E,  BF  (  /iff.  q8)  sont  égales  aux  valeurs 
ôx 

de  u  sur  ces  arcs. 

y.  Lorsque,  dans  la  figure  98,  l'arc  AE  est  un  segment  de  la  droite  x  =  Xq, 
et  que  l'arc  BF  e-^t  rejeté  à  l'infini  vers  la  droite,  la  fonction  de  Green 
g{x^  y\  ^,  f,)  pour  un  point  {x,  y)  situé  à  droite  de  AE,  dans  la  bande 
comprise  entre  les  deux  caractéristiques  passant  par  les  points  A  et  E, 
a  jiour  expression 

I 


'2.r„-  r_f)S 


4(y— -/Il 


l]n  déduire  le  rt-siiitat  (''tabli  à  la  fin  du  n'  Si4. 

Note  BiiiLioiiRAiMiiyt  e.  —  Les  équations  générales  du  type  parabolique 
ont  été  étudiées  dans  d'importants  Mémoires  par  E.  Levi  {Annali  di'Ma- 
leniatica,  1908),  H.  Block  (Arkw  de  Stockholm^  Bd.  V),  M.  Gevrev 
{Journal  de  Mathématiques,  191 3). 


CHAPITIii: 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  INTÉGRALES  PAR  APPROXIMATIONS 

SUCCESSIVES. 


Il  a  été  déjà  question,  à  plusieurs  reprises,  d'équations  intégrales 
dans  le  courant  de  cet  Ouvrage  (I,  n°  137;  II,  n°389;  III,  n°*ol3. 
o33.  oiT  ).  Cette  nouvelle  branche  de  l'Analyse  a  pris  très  ra|)ide- 
nient  une  importance  considérahle.  depuis  les  travaux  de  V  ollerra 
et  de  Fredliolm.  M.  ^  oiterra  sesl  surtout  allaché  à  létude  des 
équations  à  limites  variables,  en  considérant  une  équation  de  celte 
espèce  comme  un  cas  limite  d'un  système  déquations  algébriques, 
oîi  le  nombre  des  inconnues  augmente  indéfiniment,  et  cette  idée 
a  été  reprise  ensuite  avec  le  plus  grand  succès  par  M.  Fredholm 
pour  les  équations  à  limites  fixes.  Dans  ce  Chapitre,  nous  mon- 
trons d'abord  comment  les  résultats  de  M.  ^  oiterra  s'obtiennent 
très  facilement  au  moyen  de  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives. La  même  méthode,  apjjli(|uée  à  une  équation  à  limites 
fixes,  ne  donne  pas  en  i;i''néral  la  solution  complète,  niais  elle  con- 
duit à  d'importantes  proprii-tés  de  la  résolvante.  Les  difficultés  que 
semblait  |)résenter  la  détermination  de  la  nature  analytique  de  cette 
résolvante  permettront  d'apprécier  l'importance  du  progrès  décisif 
dû  à  M.  Fredholm  ('). 


P)  Pour  l'historique  et  1h  liibiiograpliic.  je  renverrai  le  lecteur  aux  Ouvrages 
fJe  M.  Lai.esco  (Introduction  à  la  théorie  des  équations  inté^ra/es,  Mcrniaiin 
1912)  et  fJe  MM.  Hkywoou  et  Fhkciikt  (  L'equalton  de  Fredholm  et  ses  applica- 
tions à  la  Physique  mathématique,  Hermaim.  1912).  Les  renvois  à  co>  deux 
<Juvraf;es  seront  indiques  par  les  noms  des  auteurs. 

On  pourra  consulter  aussi  un  article  de  M.  Mans  Haiin.  lierictit  iiher  die  Theorif 
der  linearen  /ntCL^ra/gleichunf^'en  (fiand.  20  des  Jahresberichts  der  deutschcn 
.)fathemali/:er-  l'ereiniguni,',  191 1),  et  les  expositions  générales  de  M.  Knkski!, 
Die  Integralgleichungen  und  ihre  Amvendungen  in  der  Math.  Phj'sik,  1911, 
et  <!-■  M.  I'."CHKR.  Introduction  to  the  study  0/  intégral  équations,  1909. 
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I.  _  ÉOUATIONS  IMIC.HM.KS  LINKAIHES  A  LIMITKS  VARIABLES. 

5i8.  Équation  de  Volterra.  —  L"éc|uali()n  de  A  ol terra  de 
seconde  espèce  s'écnl.  eu  iulroduisant  un  paranièlre  À. 

(i)  cp(3^)  =  X   /      K{x,  s)o(s)ds  ^fi  X  ), 

«^  Il 

K  eiyélanl  des  fonctions  données  et  '-p(^)  la  fonction  inconnue. 
Nous  sujDposerons  d'abord  que  la  fonction  K(.r,  y),  appelée  le 
noyciu,  est  continue  à  l'intérieur  et  sur  les  côtés  du  triangle  limité 
par  les  droites  y  =  rt,  x  =^  6,  r  =z  x{b^  a).  On  verra  plus  tard 
(n°  ooG  et  suiv.)  qu'on  peut  faire  des  hypothèses  beaucoup  plus 
générales,  (^uant  à  J{x),  nous  supposerons  qu'elle  n'a  qu'un 
nombre  Uni  de  discontinuités  dans  l'intervalle  {a,  b)^  et,  si  cette 

fond  ion  n'est  pas  bornée,  (pie    /     |/(5)|  ds  a  une  valeur  linie.  La 

fonction  inconnue  '^{x)  doit  être  déterminée  j)Our  toute  valeur 
de  X  de  l'intervalle  («,  h). 

Suivant  la  méthode  déjà  enq^lojée  plusieurs  fois,  cherchons  à 
svtùiisàre  formellement  à  l'équation  (i)  en  prenant  pour  o(^x)  une 
série  entière  en  A 

(2)  ©Ca;)  =  'fo(-^)-i-  >^?i' -^ )-(-••  •-^-^"®«(-^)-^-  .  •; 

ainsi  ([uOn  la  observé  à  propos  des  équations  du  type  hvperbo- 
lique  (n"  i94),  cela  revient  à  résoudre  léquation  (1)  par  approxi- 
mations successives  en  prenant  f{x)  pour  première  valeur  appro- 
chée de  '^(.t);  la  /i"""'  valeur  a[)procliée  est  précisément  la  somme 
des  n  premiers  termes  de  la  série  (2)  obtenue  par  ce  j>rocédé. 

En  substituant  celte  série  (2)  dans  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (1  )  et  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  A. 
on  obtient  les  relations 

H)  'io(r)  =  /(>),       ç>,(.r;,=  K['io(a"il,       ...,       '^«(t)  =  K[»„-,(j-)J,       ..., 

en  posant,  «i  iinr  manière  générale, 

U\)  )\\f[x)\=   I      l\i.r,  s)f{s)ds; 


I.    —    ÉQUATIONS    INTKORALES    MNKAIRE<    A    LIMITES    VAHIABI.ES.  32> 

K.[y(j:)]  indique  une  opération  qui.  appliqui-e  à  une  fonction  /"(x) 
satisfaisant  aux  conditions  énoncées,  conduit  à  une  autre  fonction 
continue  dans  l'intervalle  («,  h)  {voir  n"  556).  Les  relations  (3) 
délennineiit  de  proclie  en  proche  les  fonctions  ■:i„(X)  qui  sont 
toutes  continues  à  partir  de  'j,  (  .r).  La  série  (3)  ainsi  obtenue  est 
uniformément  corner gen te  dans  cet  interK'alle,  quel  que  soit  ).. 
Supposons  dahord  f\uef[x)  soit  bornée.  Si  I  on  remplace  R(x,j^') 
etf{x)  par  deux  ft)nctions  K,(.2',  y)  elj\(x)  qui  soient  respecti- 
vement dominantes  pour  ¥^{x,  y)  et  /( x),  la  même  méthode  de 
résolution  appliquée  à  léquation  auxiliaire 

(i)'  ^(x)  =  \  I     Ki(x.  s  )^{s)  ds —/i(x) 

conduira  à  une  série  entière  en  \  dont  les  coefficients  seront  évi- 
demment dominants  pour  les  coefficients  de  même  rang  de  la 
série  (2).  Soient  M  et  N  deux  nombres  positifs  supérieurs  respec- 
tivement à  |K(;r,  i')|  et  à  \/(x)\.  On  peut  prendre  pour  équation 
auxiliaire  IfWpiiilion  simple 

(5)  *(>)  =  >.    /      -M'îiCs;  (/.y-i- X, 

''  Il 

<lont   la  solution  est  I  intégrale  de  I  érpiation  linéaire 

qui  se  réduit  à  X  pour  x  =  a,  c'est-à-dire  Ne'"  ^~"'.  On  en  déduit 
immédiatement  (|iie  le  coeflicient  c„(.r)  de  la  série  (2)  satisfait  à 
la  condition 

(6)  |'f„(r,|<N  — , 

ce  qu'il  serait  facile  d  clablir  directement  (cj.  11,  n"  iWD). 

La  série  (2)  étant  uniformément  convergente,  on  peut  inl(*grer 
terme  à  terme  If  piodiiii  \\{  x,  s)o(s)  et,  d'iipiès  bi  façon  mr-mc 
«lont  on  a  obtenu  les  coellicients,  la  somme  de  celte  série  (>-)  salis- 
fait  bien  à  lécpiation  (  i).  C'est  la  seule  solution.  Vax  ellet,  s'il 
en  exist;iil  dfii\.  leur  difVérence  '^{x)  véiilierait  I  ('■(juiilmn  inlé-- 
grale  homoij^ène 

(7)  <l(x)—\l      K' r.  s)-l(s)ds, 
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et  celte  équation  ne  peut  ailinettre  d'autre  solution  que  '}(-cj  =0. 
Soit,  en  ellet,  ?»J  un  nomhre  positif  supérieur  à  |'i;(:r)|;  d'après  la 
relation  ((i).  la  fonction  '}n(-c)  cju"oii  iltMluii  de  'i'I  Jr)  au  moyen 
de  l'opération  aK(  ^  ;ip[)liqiiée  n  fois  de  suite  tend  vers  zéro 
lorsque  n  augmente  indr-linnuent.  Or,  si  'VvT)  vérifie  l'équa- 
tion (  -  ).  toutes  les  fonctions  •!/),  'io,  ....  ■!/„  (pi  on  en  (1('mIiiiI  par 
l'opération  aK(  )  sont  identiques  à  '^(-c).  On  a  donc  'li^jc  )  =  0. 
Si  la  fonction  y(x)  n'est  pas  bornée  dans  rintervalle  (a,  /y), 
les  coefficients  de  la  série  (2)  sont  continus  à  partir  du  second. 
Pour  dénionlrer  la  con\erg^encc.  il  suffira  de  parlir  de  l'équalion 
intégrale 

«I>(^)==A    /      ]\( X.  s)^(s)  ds -^   I      K(x.s)/is)ds 

ol)lenuc  en  remplaçant  '-^{x )  par  y* ( .r )  +  A4> ( j: )  dans  l'équa- 
tion (  1  I.  Dune  façon  générale,  la  solution  '-^{x)  présente  les 
mêmes  discontinuités  i^ue  f(x)  dans  l'inlcrvalle  {a,  b). 

Les  gcnéi  aliijalions  ^offrent  d'clles-mèiHes.  Par  exemple,  au  lieu  d'une 
seule  équatiun  à  une  fonction  inconnue,  on  peut  résoudre  tout  aussi  faci- 
lement un  "-ystème  de  11  équation*  linéaires  à  n  fonction?  inconnue? 

«5/(:r)  =  X    7      /      Kii,(x^s)Oi,{s)ds-^-fiix)         ('?  =  i.  2,  .  . . .  «); 

on  prouve  de  la  même  façon  que  les  séries  obtenues  par  lapplication  de 
la  méthode  des  approximations  successives  sont  uniformément  conver- 
gentes, si  les  noyaux  k/p(y,  y)  sont  continus,  et  si  les  fonctions  /i{x } 
satisfont  aux  mêmes  conditions  que  f(x).  Laissant  de  côté  ces  générali- 
sations et  d'autres  encore  sur  lesquelles  un  reviendra,  nous  allons  étudier 
de  plus  près  la  solution  qu'on  vient  il'obtenir  dans  le  cas  simple  de  1  équa- 
tion (1). 

oi9.  Noyau  résolvant.  —  Les  premiers  coellicienls  »,  (x)  et 
's>2{x)  de  la  série  (2  )  onl  pour  expressions 

ç,(j-)=     /       Kir.  s  ifi  s)  //s.  -i.  i\ri=     /       Ki  r.  ,^  1 -j. ,  1  .v  1  r/.s- ; 

^  Il  '    I 

remplaçons  dans  la  |ii  cniirrc  ((irmide  x  cl  ,s  jjar  les  lellres  s  cl  / 
respectivrmenl,  et   portons  la   \aleur  olttrmic   pour  '.i|i.v)  dans   la 
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seconde  fonmile:  elle  devient 


Oi(^)=  f  (^■■f  f  K(j-,  5)K(.s-,  t)/(n 


dt. 


D'après  une  formule  générale  de  Dirichlel  (I.  |i.  îofj^  qui  va 
jouer  un  r«)le  iinporlanl  dans  la  suite,  on  a 

(8)  f    ds  Ç  F(.r,  s,  t}dt  =    f    dt   f    F(.r,  s,  t)  ds; 
celte  formule  inonlre  que  lexpression  de  ':j-i{x')  peut  s'écrire 

(9)  ?2(^)=    f    K(-'(^,  t)f{t)dt 

>-  ,1 

en  posant 

(10)  K'-'{x,y)=    I      ïi(x.  s)K(s,  j  )  ds. 

Er)  Iraiisformanl  de  nicnie  les  expressions  de  C53(^),  '^.^(a:),  ..., 
on  est  amené  à  iniroduireune  suite  indéfinie  de  fonctions  K'-'(a7,j>^), 
K.^^'  (x,  y),  .  .  .,  K  "  (x^y),  .  .  .  difinies  de  proelie  en  proche  par 
la  relation  de  récurrence 

(11)  K^"\x,y)=    I      K(x,  s)K"<-^H,s,y)ds\ 

'  y 

ce  sont  les  noyaux  itérés  successifs  de  ^{x, y)  =  K."  (or,  )');  ils 
sont  tous  continus  dans  le  même  domaine  que  K(.r,  y). 

L'expression  géïK-rale  de  'i/,(  x)  au  moyeu  du  //"'""'  novaii  itéré 
est 

(12)  ç„(.r)=    /     K'"'(.r,  *)/(s)  <:/*•; 

on  le  \(''rilic  iinni('ili;ileuitnl  p;ii-  voie  de  ré'ciii  renée  au  movcMi  de 
la  formule  de  iJiiieldet.  La  formule  (>),  <pii  rcprésenie  la  solution 
de  ré(piatioii  (i  ).  peut  doue  s't'-crire  foriiielleiiimt 

(i3^  'i(x)=f(x)-^l   f     r(x,  s;l)/(s)ds, 

eu  posant 

('ij    'X^,  r;  'f^)  =  K(x,  y)^lW^-^(x,  7)-+-...-^X"-'K""(.r,  y) -h.... 


3*8 


ciiapitur:  x\\. 


Pour  justifier  la  formule  (i  3),  il  suflil  de  montrer  que  la  série  (i4  ) 
esl  uniformcmenl  convergente;  or,  si  M  esl  une  limite  supérieure 
de|K(j7,^)|,  on  vérifie  de  proche  en  proche  que  la  valeur  absolue 

de  K"''(j7,  )')  est  inférieure  à  M^ ^— •  On  a  tlonc  le  droit 

^       ■"   '  {n  —  [  )  ! 

d'intégrer  terme  à  terme  la  série  (')  (|ui  représente  le  pro- 
duit r(x,  5;  \)fis).  La  fonction  T(x,  y,  À)  est  une  fonction 
entière  du  paramètre  À,  qui  dépend  uniquement  du  noyau  Iv(jr,  y)  ; 
on  rap|)elle  le  noyau  l'éaoh-ant  ou  la  résoh'anle  relative  au 
noyau  lv(:r,  y).  \m  formule  (i3)  donne  une  véritable  solution 
explicite  de  l'équalion  (i)  |)our  toutes  les  formes  possibles  dey  (:r), 
et  la  résolution  de  l'équation  de  \^ol terra  est  ramenée  à  la  forma- 
tion de  la  résolvante.  Remarquons  que  cette  résolvante  n  est 
définie,  comme  le  noyau  K(^,  y)  lui-même,  qu'en  supposant 
X  compris  entre  a  et  ^,  cl  j'  <  x.  Pour  la  généralité  des  formules, 
on  pose  K(j7,  y)  =  o,  r(x,  y;  a)  =  o  j)our  y  >■  x  [cf.  n"  oo7). 
D'après  l'expression  même  du  nojau  résolvant  T[x,  r;  a),  ce 
nojau  satisfait  à  lé'quation  fonctionnelle 

(ij)  T(x,y:l)  =  K(x,y)^l    f    K(x,  s)r(s,  y;  l)  ds, 

qui  suflirail  à  le  délinir,  car,  si  l'on  suppose  r(x,y;  a)  ordonné 
suivant  les  puissances  de  À,  celte  relation  permet  de  déterminer 
de  proche  en  proche  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  )v, 
et  l'on  retrouve  les  formules  (11).  On  démontrera  un  peu  plus 
loin  (n" 559)  que  ce  noyau  satisfait  aussi  à  Técpiation  fonctionnelle 


(16) 


r(:r,  j':  /.  )  =  K(.r,  j) -h  X    /      K(s,  y)V(T,  s;  1)  ds, 


qui  suffit  également  i"i  le  di'terniincr.  l»emiir(|uons  que  les  novaux 
itérés,  et  par  suite  la  résolvante,  ne  dé|)endent  pas  de  la  limite 
inférieure  a. 


(  '  )  Si  f{x)  esl  bornée.  \i\   prupriété  esl  évideiile.   Si  f{x)  n'esl  \>ài  bornée, 
soil  f,  iiiu'  liiiiilc  siipérit'ure  ric  hi  valeur  absolue  du  reste  l'^^J",  y,  a)  de  la  série  (i4) 


complé  à  partir  du  terme  en  a".  On  a 


f      rjx,s:\)/(s)ds  <r,   f    \f{s)\ds 


rJ'oii  l'on  déduit  qu'on  a  cnrore  le  dioit  d'inti'srer  terme  à  terme,  ptiis([ue  r,  tend 
vers  zéro  lorsque  n  croit  indélinimonl. 
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Remarque.  —  On  peul  regarder,  dans  I  (Mjtialion  (i3),  '^{x) 
comme  donnée  el  /(x)  comme  rincoiinue;  la  solulion  de  celle 
é(|aation  iiilégrale  est  alors  donnée  par  l'équalion  (i)  elle-même. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  À  =:  i  ;  le  nojau  de  la  nouvelle 
équalion  intégrale  est  alors  — r(x,y,  i),  et  l'équalion  (i)  montre 
que  la  résolvante  correspondante  a  jiour  expression  —  K.(x,  y) 
j)i)m-  la  même  valeur  du  paramètre  (cf.  n"  560). 

.")')0.  Détermination  de  quelques  noyaux  résolvants.  —  Supposons 
que  K(x,y)  soit  un  polynôme  tie  degré  n  —  i  en  ^,  qu'on  peut  toujours 
nicllre  sous  la  forme 

(i-;)  K(x,y)  ^aoiT)-h  ai(x)(x—y)^...-i-     "''    '   ,  (x  —  r)"-^. 


les   coefficients  a,{x)  étant   continus  dans  l'intervalle  (a,  b).  Pour  déter- 
miner la    résolvante  r(x,  y.  À),   nous  ciierciierons  la   fonction  auxiliaire 


U{X.J-;  >.)=    -J—^J      r(/,   y;   l)(x-t)"-^ 


dt 


qui  est  nulle  ainsi  que  ses  (n  —  2)  premières  dérivées  par  rapport  à  x 
pour   x=y,    tandis    que    la    dérivée    d'ordre    n  —  i    est    égale    à    l'unité 

d"  u        , 
pour   x=^y.    De    plus,    on    a  ^    =^  }.l'{x,  y;   X).    L'équation    fonction- 

nelle (i5)  devient  donc 

rf" M {X,  y:  X ) 


dx" 


=  'f.K(x,  y)  -h  X   I     K(x, 


d"  u(s,  y,  X)    , 
5) r^^ ds, 


ou,  en  appliquant  à  l'inti'^rale  du  second  membre  la  formule  d'intégration 
par  parties, 


//"u(x,  y\  X  ) 
dx'^ 


=  '>.\\( X,  y }  -^). 


K(.r,  s) 


d"-^ii 


ds"^ 
0K{x.  s)  d"  '^u 


as 


ds"-'^ 


r  " 


d"- 


En  tenant  compte  de  l'expression  de  K(./',  y)  et  des  ciMulilions  auxquelles 
satisfait  la  fonction  auxiliaire  u(7-,y;  X).  celte  relation  se  ri'duit  à 

d"  u  r  d"~^  a  d''~'-u  "1 

<'8)  ^Hu)=-j^^-l^ao(x)-^-j^^-^a,(x)-j-j^-r-...-i-a,,.y(x)u^  =  o. 

La  fonction  ni  x,  y\  X  )  est  donc  l'inléyrale  dr  ri'i|ual  ion  linéaire  1)(  «  )  =  o 
qui     satisfait    aux    conditions    de    (Jaucliv    (II,    n"    -iOI  1.     \]\\    désignant 
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par  ^(.r,  r;  X)  cette  iMléi;rale,  on  a  pour  expression  du   noyau  résolvant 
cherché 


('9) 


•^  ■     '       X  dx" 


Supposons  en  second  lieu  que  K(j:,  y^  soit  un  polynôme  en  x 


(•>o)  K(a-,^)=  b,^y)-^b^{y){y  —  x)- 


(  n  —  1 1: 


(^_a,)«-i, 


les   coefficients    hiiy)   étant   continus   dans    l'inlorvalle   (  «,   b).    Ecrivons 

I    //"  Il 
la  résolvante  sous   la   forme  —  -  —, —  >   la   fonction  auxiliaire  u(x,  y\  \) 

A    dy"  -^ 

étant  nulle  ainsi  que  ses  «  —  2  premières  dérivées  par  rapport  à  y  pour  j'  =  j", 

rf"  "'  u.  .    ,  , ,  . 

tandis  nue  la  dérivée  — ; est   éirale   a    l'unité   pour    >' =  .r.    Léqualion 

1  dyn-^  ^  '  ^ 

fonctionnelle  (lO)  devient  alors 


(21) 


f/"  u 


d"u{x,  s;\) 


— —  =  A    /      K (s,  r  )  — ds  —  A  K  (  a",  v  ), 


appliquons  encore  la  fniinulc  d  intc;;ial  ion  |)ar  j)artics.  en  tenant  compto 
de  la  forme  de  \\(x,y)  et  des  conditions  auxquelles  satisfait  u(x^y;  X), 
il  reste 


d'  1/ 


^'o(j) 


dy"-i 


■^  b„^iiy) 


"]- 


La  fonction  auxiliaire  u{x^  y;  X)  n'est  donc  autre  chose  que  linté- 
j^rale  i'i(J',  x;  X)  de  l'équation  l)i(u)  =  0,  satisfaisant  aux  conditions  de 
Gauchy,  et  le  noyau  lésolvant  <  lieiclié  a  pour  expression 


(23) 


V{x,y-  X)  =  -. 


1   <T?".^,(  r.  ./■;  À  ) 


Jy" 


On  voit  par  là  comment  rint<'^;ration  d'une  é(|uation  différentielle  linéaire 
d"or<lre  n,  dépendant  d'un  pai.iniçt  rc  X  comme  les  équations  (18)  et  (■>.2), 
permettra  de  former  le  noyau  iés()lv;nil  pour  deux  types  «l'équations  de 
\  oiterra. 


T)!")!.  Application  aux  équations  différentielles  linéaires.  —  Inverse- 
iiii'nt  la  sidnlion  du  prcddéme  île  (laucliy  poui  une  équation  dilTérenlielle 
linéaire  se  ramène  à  la  résolutif)n  d'une  équation  d(>  \  oiterra.  Supposons, 
en  clfet,  qu'on  veuille  déterminci-  l'intégrale  de  l'éqnation  linéaire 


=/(-ri, 


d"  z      r  <l"  '  c 

(i\)         D(;î)=  -^  _    au(j)  -j^^  -^...+  a„_i(.r)- 

qui  est  nulle,  ainsi  que  ses  in  —  1)  |)remiéres  dérivées,  pour  x  =  Xq  {  pro- 


I.    —    ÉQUATIONS   INTÉGRALES   LINÉAIRES   A   LIMITES   VARIABLES.  331 

blèmc  auquel  on  peut  toujours  ramener  le  problème  p:énéral  «le  Cauchy;.  Si 
1  on  prend  pour  inconnue  la  dérivée  -r— j-  z=  'ii  x),  on  a 

l         z=  ' :    /      (x —  s)'>-'^-:,(s  )ds, 

\  {Il  —  U  •  ,  ' 

I   '-—^  = î /      (x  —  s)"-/>-^<i(s)ds  (d  =  I,  2,  ...,  ft  —  l), 

'    dxi'       in  —  />—\).  J 

et  la  fonction  o(x)  est  déterminée  par  une  équation  de  Volterra,  dont  le 
noyau  \\( x,  jk)  a  précisément  la  forme  (17),  où  X  =  i.  Il  est  aisé  d'en 
déduire  le  résultat  du  paragraphe  précédent.  En  effet,  on  sait  que  la  solu- 
tion du  problème  de  Caucliy  est  donnée  par  la  formule 

3=    /     f(s)gix,  s  )  ds, 

g(x,  s)  étant  la  fonction  de  (laiicliy  pour  l'équation  linéaire  D(;:j  =  o; 
par  suite,  on  a,  daprés  les  propriétés  de  cette  fonction  ,ç(x,  s), 

ce  qui  est  bien  d'accord  avec  le  résultat  obtenu  directement.  Lorsque 
l'équation  D(3j  =  o  admet  une  équation  adjointe,  on  peut  aussi  trouver 
l'intégrale  z( x)  elle-même  au  moyen  d'une  équation  de  Volterra  (voir  Exer- 
cice 1  ). 

On  voit  par  là  que  la  résolution  de  l'équation  intégrale  (i)  se  présente 
comme  une  généralisation  étendue  du  problème  de  Cauchy  pour  une  équa- 
tion difi'érentielle  linéaire.  Supposons  le  noyau  K{x.  y)  développable  sui- 
vant les  puissances  de  x — y.  les  coefficients  étant  des  fonctions  de  x 

}i(x,  y)r=  a^ix)^  ai(x){x  —y)-\-  ..  .-\ '-^—^  (  x  —  y)"-  -^ . . .  \ 

en  limitant  la  série  à  ses  n  premiers  termes,  on  peut  faire  correspondre  à 
ce  noyau  particulier  une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  n,  D„(3)  =  o, 
et  la  résolution  du  problème  de  Cauchy  pour  cette  équation  diiïérentielle 
linéaire  conduit  tout  naturellement,  lors()u'(^>n  fait  ctoitro  //  in<léfinim(Mit, 
à  l'équation  intégiale  de  Vulteira. 

Remarque.  —  L'artifice  pai-  iccpu'l  on  :i  r.imcin'  une  équal  ion  diflcren- 
tielle  linéaiicà  une  rqiuitioii  intégrale  s'applique  à  rt(pialion  plus  générale 


(26) 


d"z  d"-^z  ,     , 


/  kisiX.  S)Z(S.,  ds  -T-.   .  .    +-  l<,,(X,    M    -y-^        f/.V  -+-/'(X) 


3  if. 


rmi-iTiiE  \x\. 


on  supposant  p^n.  Pour  délerniinei  l'iiuégrale  de  celle  rqualion  intégro- 
différentielle    qui    est    nulle,    ainsi    que    ses    (n  —  i»   premières   dérivées 

d"  z 
|iour  .r  =  .r,,.  jirenons  encore  |)Our  inconnue  la  dérivée  -^ —  =ç(;r). 

I. "emploi  des  formules  (iS),  combiné  avec  la  relation  de  Diriclilei 

/     /i(x,s)(/s   I     [S  —  t)i"3(t)dt  =    I      ^{t)  dl    I     /i(x,  s)(s—  t)i>ds, 

donne  immédiatement   une  équation   intégrale  de  la  forme  (  i)  pour  déter- 
miner ^(x).  Si  l'on  avait /J>n,  en  prenant  de  même  ponr  inconnue  auxi- 

.       dp  z 
liaire  la  dérivée  />■"""=    ,   "  ,  on  serait  conduit  à   une  équation  intégrale  de 
'■  dxi'  ' 

première  espèce  (voir  n°  554). 

Oo2.  Extension  aux  fonctions  de  plusieurs  variables.  —  La  mé- 
thode suivie  jjour  rcsoudic  1  éqiialioii  [^\)  s  éleiid  immédiatement 
à  l'équation  intégrale  suivante,  où  la  fonction  inconnue  'J  (^,  J') 
dépend  de  deux  variables  x^  y^ 

(•27)        o(x,y)  =  l    I        /      K(j-.  jk:  f,rj(i(ï,  r,)r/tf/T, -T-/(^,  J). 

et  aussi  à  Téqualion  un  peu  plus  générale 


^( X,  y)  =  À 


(28; 


/        f    K^x,y;  lr,)o(lr,)d\dr, 

-  0         «-0 

—    /      Ki(  j-,  ^;  ;jç>(;.  J')c?; 
«-  0 

^-  I     K,{x,y\  T,)9(x,  r,)dri  \-^f(,T.y); 


K.  K,.  Ko.  _/  sont  des  fondions  données,  continues  dans  le  do- 
maine D  défini  par  les  inégalités 

o^xSa,         oS.j%b,         o%^Sx,         o^r,%y. 

On  peut  toujours,  comme  dans  le  cas  de  l'équation  (i),  trouver 
une  solution  formelle  de  l'équalion  (28),  représentée  par  une 
série  entière  en  ).  dont  tous  les  coefficients  sont  des  fonctions 
continues  des  variables  (x,  y)  se  calcuhiut  p;ir  voie  de  récurrence 
au  mojen  de  celle  équation  elle-même.  Pour  démontrer  que  la 
série  ainsi  obtenue  est  uniformément  convergente,  désignons 
|>;ii  M  iiiif  limite  supi^iieiire  des  valeurs  absulucs  <le  K.  K,.  K^ 
dans  le  doiniiine  IJ.  |);ir  N   une  liinil»?  supérieure  de  |/^(^J7,  V)|.  et 
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considérons  l'éqiialion  auxiliaire 
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'T>(^>y)  =  '^'^^ 


(29)  < 


''  0       •-  0 

-   I      'M?..XK^^-    f''l(x,r,)drA-y. 
'-  0  «^0  .1 


Eu  formaDl  de  même  la  solulioii  foirnelle  de  l  é([ualion  (2()\ 
représentée  par  une  série  entière  en  A,  il  esl  clair  (jiie  le  coeffi- 
cient d'une  puissance  (]uelconquc  de  ).,  dans  cette  nouvelle  série, 
sera  une  fonction  dominante  pour  le  coefficient  correspondant  de 
la  première  série.  Il  nous  suffira  donc  de  prouver  que  l'équation 
intégrale  (29)  admet  une  solution  qui  est  représentée  par  une  série 
entière  en  X,  uniformément  convergente  lorsque  le  point  (.r,  y) 
reste  dans  le  domaine  considéré.  Or.  si  l'on  pose 


u(T,y)=    f      f''l(^,rjci^. 


d^i 


Téquation  intégrale  (29)  est  remplacée  par  Téquation  aux  dérivées 
partielles 


\dx 


on  a  démontré  déjà  (n°  494)  que  rintégrale  u(x,y;  a)  de  l'équa- 
tion (3o),  qui  est  nulle  pour  x  =  o,  quel  que  soit  j',  et  poury  =  o, 
quel  que  soit  x,  est  représentée  par  une  série  entière  en  A  unifor- 

àu     ûu     ,  I  ■         / 

mement  convergente,   ainsi   que—.  —,  lorsque   le   point   (.r,  y) 


reste  dans  le  domaine  U. 


dUi 


Il  en  est  donc  de  nuMiie,  d'après  l'i-fiuation  (3o),  de ,  c'est- 

'  '  ^  dx  Oy 

à-dire  de  la  fonction  cherchée  •i'(a:,  7). 

On  peut  aller  plus  loin  et  obtenir,  pour  la  solution,  une  formule 
ex|)licite,  analogue  à  la  formule  (i3).  Il  suffit,  en  ellet,  d'une 
ap|)li(:il  ion  répétée  de  la  fijiinule  de  Dirichlel  pour  vérifier  de 
proche  en  proche  cpie  le  coefficient  ilc  À"  dans  la  série  <pii  rcpii'- 
senle  la  solution  est  de  la  forme  (voir  Exercice  12) 

•■  Il         '0 
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(j/ii  ^«j  g,/  '1'^  <l»^|)eiul;inl  que  de  K.   K,,  R^.  La  fonction  C2(\z",  y) 
a  donc  ixiiif  ex|)i'('>si()ii 


){x.  Kl  =  fi.r.  1)  -^  A 


(3i)  ', 


^   0        "-0 

'"  0 


les  trois  fonctions  F,  T,.  V,.  qui  sont  entières  par  rapport  au  para- 
mclre  }.,  jouent  le  même  rôle  que  le  noyau  résolvant.  Remarquons 
seulement  que,  si  R,  et  K.,  sont  nuls,  il  en  est  de  même  de  T,  et 
de  r.. 

On  est  conduit  à   une  équation  intégrale  do  la  forme  (28)  en  cherchant 
une  intégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 


(3-2) 


dx  dy 


=  X    r/(.r,  j 


Y)  -rr  ■+-  ^^(^)  y)  ::t7,'^  '■'^•^-  y)^  -+-/(^7  y) 


ôx 


dy 


s'annulant  sur   les   deux   caractéristiques  x  =^  o.    y  =  o.   Si   Ion    prend   en 
efîet  pour  inconnue  auxiliaire  la  dérivée  seconde  oix^y) 


- — ^  de  l'in- 
ax  oy 

tégrale  cherchée,   cette   fonction   o{x,  y)  satisfait  à   l'équation    intégrale 

-+-    /      ^(•^,J)?(;,JK)«^;^-  /     a{x,y)':>(x.r,)dA-T-f{x,y). 

(jui  est  un  cas  particulier  de  l'équation  (iS). 

J>orsque  les  coefficients  a{x^  y),  b{x,  y)  admettent  des  dérivées  par- 

.   ,,  ùa     i)b  .    ,  ,  ■         ,     c         ■ 

lieiles  continues  -— >  — ?  on  peut  aussi  déterminer  la  lonctiou  z(x,  v)  pa'" 
Ox     Oy  ^  ' ,/  /  r 

une   équation  de   la  même   tonne.   Il  est  clair,   en  ellet,   qu'on    peut   rem- 
placer ré(|ualiou  (  jv»,  t  par  réqualion  intégro-dilTérenlielle  (  n"  Wi) 

-+-   /        /     f^l^  ■r,}d-(h, 

•^0      «  0 
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qu'on  ramène  à  la  formel  28)  an   moyen  de  deux  intégrations  par  parties, 
,  ,  \    r'     r-  [      ,  Oa        ohl       .  .,    , 

-    f       r  Alrjcndr,. 
"-  0      >-  0 

oo3.  Inversion  des  intégrales  définies.  —  On  appelle  équalion 
de  \  oiteira  de  première  espèce  réquation 

'33)  /     KC^,  5)tp(5;  c^s  =/(x), 

•-  0 

K  {x^  y')  et  fix")  étant  des  fonctions  données  et  o(  .r)  la  fonction 
inconnue;  nous  prenons  zéro  pour  limite  inférieure  de  l'intégrale, 
au  iieu  d  une  constante  quelconque,  uniquement  pour  fixer  les 
idées.  Tandii  (juc.  pour  résoudre  une  équation  de  seconde  espèce, 
on  a  supposé  seulement  que  les  fonctions  K(j:,  j')  elfix)  étaient 
continues  dans  un  intervalle  (a,  ^),  nous  aurons  besoin  de  faire 
d'autres  livpothèses  dans  l'étude  de  l'équation  (33  ).  Pour  se  rendre 
compte  de  leur  nécessité,  il  suffit  de  considérer  léquation  la  plus 
simple  de  ce  tvpe,  obtenue  en  faisant  K(.r,  y)  ^  i , 

(34)  f    ^(s)ds=f(x). 

Si  la  fonction  inconnue  'Ji{x)  est  supposée  seulement  bornée  et 
intéj^rable,  le  problème  n'est  pas  déterminé,  car  on  peut  cbanger 
arbitrairement  la  valeur  de  '-^{x)  en  un  nombre  lini  (pielconcpie 
de  points  dans  I  intervalle  d  intégration  et  même  en  une  iiifinih'- 
de  points,  pour\u  rpion  puisse  les  renfermer  dans  un  nombre  fini 
diiitervalles  dont  la  somme  soil  plus  |>etite  cpie  tout  nombre 
donné  0,  sans  changer  la  valeur  de  I  intégrale  (I,  n"  7i).  D'autre 
part,  f{x)  ne  peut  pas  être  une  fonction  continue  quelconque, 
mais  elle  doit  satisfaire  à  certaines  conditions  où  figurent  les 
nombres  dérivés.  Pour  pn'-ciser  le  problème,  nous  supposerons 
toujours  dans  ce  qui  \a  suivre,  à  moins  de  mention  expresse,  (pie 
la  fonction  cbercliée  '^{x}  doit  être  continue  dans  l'intervalle  où 
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Ton  veiil  la  drlenniiicr.  IVuic  (jue  Tcqnalion  (34)  admette  une 
solution  dans  lintervalle  (o,  «),  il  lanl  alors  que  f{^)  soit  nul 
pour  :»:  =:  o  et  adniellc  une  dérivée  continue  dans  le  même  inter- 
valle, et  la  solution  cherchée  est  z>(x)  =/'( x).  I*renons  encore 
l'équation  plus  gcnt'-rale 

pour  (pic  cette  c(|ualu)n  admette  une  solution  continue  '■p(x),  il 
faut  que  f{x)  admette  des  dérivées  continues  f  {x),  f"{x),  .  .  . , 
/^"^(x)  et  qxie  la  fonction  et  ses  ( n  —  i)  premières  dérivées  soient 
nulles  pour  x  =  o.  Si  ces  conditions  sont  satisfaites,  l'écpia- 
tion  (35)  a  une  solution  continue  o(x)  =J'^"'>(^x). 

oo4.  Équation  de  première  espèce.  —  Reprenons  l'équation 
générale  de  |)rcnii('re  espèce  (33);  nous  supposerons,  dans  ce  para- 
graphe, (|ue  le  noyau  K(.r,  jj^)  et  toutes  les  dérivées  partielles,  qui 
figurent  dans  le  calcul,  sont  continues.  Il  est  évident  tout  d'ahord 
que  la  condition  f{o)  =  o  est  nécessaire  pour  que  l'équation  (33) 
admette  une  solution  continue  o[x).  De  plus,  si  le  noyau  K(^,  y) 
admet  une  dérivée  continue  K/j.(a7,  _^),  le  premier  membre  de 
cette  écpialion  (33)  admet  aussi  une  dérivée  continue;  il  faut  donc 
qu'il  en  soit  de  même  (lef(x).  Si  cette  condition  est  satisfaite,  en 
égalant  les  dérivées  des  deux  membres,  on  ohticiii  la  nouvelle 
équation 

(36)  K(x,  x)':j,(x)-h   I      K[,.(.r,  s)o(s)ds  =f'{x); 

inversement  toute  solution  de  cette  éfpiation  (36)  vérifie  aussi 
l'cMpiation  (33),  puisque  les  deux  iiH-inhics  sont  mils  pour  .r  =  o, 
et  que  leurs  d«'rivées  sont  i(lenti(pics.  L  ('(pialion  (3())  est  une 
éaiiatiori  de  A  ollerra  de  seconde  ('S|)c(e.  à  hupiclle  on  peut  apjili- 
cpicr  la  iii(''lli()(l('  générale  du  ii"oi8  pourNii  (pic  K((),  o)  ne  soit  pas 
nul.  Si  K(j;',  x)  ne  s'annule  pas  dans  un  inleivalle  (o,  /i),  compris 
dans  linlervalle  (o,  «),  on  a  vu  que  l'équation  (36)  admettait  une 
solution  continue  et  une  seule  dans  cet  intervalle  (o,  //),  ce  qui 
comliiil  au  ihcorrnic  >'Uivaiit  : 

•S'/   /'o/t   (i   K(  o,  o)  ^  o,  y'(o)  =  o,   et  si  les  J'o/iclio/is  /(x), 


I.    —    ÉQUATIONS    INTÉGRAI.KS    LINÉAIRES    A    LIMITES    VARIABLE^^.  33" 

K(x,  y),  (idmetlent  des  dérU'ées  /'(.c),  K.^(j?,  y),  continues 
dans  an  intervalle  (o,  A),  compris  dans  Vintenalle  (o,  «),  à 
r intérieur  duquel  K(^,  x)  ne  sWmnule  pas^  V équation  (33) 
admet  une  solution  continue  et  une  seule  dans  cet  inter- 
valle {o,  h)  (<). 

Si  K(o,  o)  =  o,  on  ne  peut  plus  apiiliquer  à  Téqualion  (36)  le 
résultai  du  n"  o48.  Mais  si  K(j?.  x)  est  nul  identiquement.  Téqua- 
tion  (36)  est  encore  une  équation  de  première  espèce,  (pi'on 
peut  traiter  comme  la  première,  pourvu  que  K(x,  >')  admette  une 
dérivée  seconde  continue  ¥^'^.-.{x^  y).  Pour  (pie  cette  équation  (36) 
ait  une  solution  continue,  il  (audra  quey'(o)  =  o,  et  en  outre,  que 
f'{x)  ait  une  dérivée  continue/''(^).  Si  ces  conditions  sont  satis- 
faites, on  pourra  aussi  remplacer  l'équation  (36)  par  réqualion 
obtenue  en  dillérentiant  les  deux  membres 

(37)  K'jcix,  x)'^(x)-h  K',ii{x,  s)'^{s)ds  =f"{x), 

qui  est  une  équation  de  seconde  espèce  pourvu  que  K^(o,o)ne 
soit  pas  nul.  Si  K'j.(j?,  x)  est  identiquement  nul,  on  recommencera 
la  même  opération,  et  ainsi  de  suite.  On  est  donc  conduit  à  former 
la  suite  des  dérivées  successives  par  rapport  à  .rdu  noyau  K(x,y) 
jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  dérivée  R'^""(a:,  y)  qui  ne  soit 
pas  identiquement  nulle  pour  x^y.  Pour  que  l'éfpialion  (33) 
admette  une  solution  continue,  il  faudra  que  y^(a:)  admette  des 
dérivées  continues /'(.r),  J"'(x),  .  .  .,  /  p~^^(x)  qui  soient  toutes 
nulles  ])0ur  x:=:0.  S'il  en  est  ainsi,  les  (p —  i)  premières  expia- 
tions obtenues  en  dérivant  les  deux  membres  de  (33)  sont  vérifiées 

pour:r  =  o.  Si  la  dérivée  - — j- est  aussi  continue,  y'^^/.r)  doit  aussi 

être  continue  et,  en  dillérentiant  une  fois  de  plus,  on  est  conduit 
à  Téquatioii 

^-^  o(s)(/s  =/(/"(a:), 

fjui  e«>t  une  é(  pi  al  ion  de  seconde  espèce,  poiiis  u  que  K'/*"  '  (  o,o)  ne 
s(jil  p;is  nui.  Cette  équation  (38)  admet  une  sol  II  lion  (•(  (lit  unie  (t  une 

(  '  )  Ce  itiiiorémc  a  été  élal)li  pour  la  première  fois  par  F.e  Hol'x.  f/iése  de  doc- 
toral {Annales  de  l'/Scole  normale,  iSij'i,  p.  i[)-:>.>). 

G.,  III.  i2 
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seule;  en  rcmonlanl  de  proche  en  proche,  on  établira  «luelli'  vérifie 
toiiles  les  équations  intermédiaires  et  l'équalion  (33)  elle-même. 

Exemple.  —  Supposun?  quo  le  noyau  K(a',  s)  soit  la  fonction  de 
Cauchy  g^x^^s)  relative  à  une  équation  linéaire  D(z)  =  o,  c'est-à-dire 
l'intégrale  de  cette  équation  qui  est  nulle,  ainsi  que  ses  n  — i  premières 
dérivées  par  rapport  à  x,  pour  :r  =  ,s,  et  dont  la  dérivée  d'ordre  n  —  i  est 
égale  à  un  pour  .r  =  s. 

Pour  que  l'équation 


(39 


Jf      g( X.  s\  'iis  )  ds  =f(x) 
n 


admette  une  solution  continue,  il  faudra,  d'après  ce  qui  précède,  que  la 
fonction  y(ar)  et  ses  n —  i  premières  dérivées  soient  nulles  pour  a^  =  o,  et 
que  f^"' (x)  soit  continue;  la  fonction  inconnue  o(x)  est  alors  donnée  par 
l'équation  de  seconde  espèce  obtenue  en  difTorentiant  n  fois 


/"'  cf"g(r.  s 

0 

Soit 


(4o)  ^i\x)-~J'   "^"^Jj-  '^  'i(s>ds=f"^{x). 


d" -3        r  d"-^  z  "1 

le  premier  membre  de  l'équation   linéaire  proposée:    on    a    vu  plus   haut 

(n"  550)  que  — '—, — ^ —  était  le  novau  résolvant  de  l'équation  de  seconde 
^   '  dx"  '  ^ 

espèce  où  le  noyau  est 

K\x,  s)  =  ao{x)-^  aiix) h.  .  .-r-  a„_i(r) — — ;— 

pour  la  valeur),  =  i   du  paramètre.  Inversement,  d'après  la  remarque  de 

la  page  329,  — K(j",  s)  est  le  noyau  résolvant  pour  l'équation  de  seconde 

d"  ?  .  , 

espèce   de    noyau -r-^  >  en   supposant    toujours    A  =  1.    La    solution    de 

l'équation  (4o)  a  donc  pour  expression 

v^(x)=f'"\x)—   I      \aoix)-^ai(x){x  —  s)^... 

+  a„-,(x)^-^^±^y<n)^s)ds, 

c'est-à-dire  ©C 3-)=  D[/(>)J  Ce/.  II,  n"iOi). 

Lorsque  K.(o,  0)=  o,  sans  que  K.(x,  x)  soit  identiquement  nul, 
la  méthode  précédente  n'est  plus  applicable.  Un  cas  assez  étendu 
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a  été  Irailt-  par  MM,  Volterra  et  Holiiigren,  puis  par  M.  Lilesco, 
au  mojen  d  un  mécanisme  d'approximations  successives.  Je  ren- 
verrai le  lecteur  au  .Mémoire  de  M.  Lalesco. 

On    peut   encore   ramener  l'équation  (33)  à    une   équation   de   seconde 
espèce  au  moyen  d'une  intégration  par  parties.   Représentons  la  fonction 

cherchée  '-fix)  par  -7— >  et  prenons  «(o)=o.  De  l'équation  (33)  on  déduit, 

en  intégrant  par  parties, 

(40  K{t,x)u{x) —   /      K'Jx^s)u{s)ds=/(x); 

c'est  encore  une  équation  de  seconde  espèce  pourvu  que  Kio,  o)  ne  soit 

pas  nul.  Si  le  noyau  K(:r,  s )  est  identiquenient  nul  ainsi  que  ses  n  —  2  pre- 

.,,...  .  ,      ..  •    .     à"-'K      . 

mieres  dérivées  par  riipport  a  s  pour  5  =  j*.  sans  que  la  dérivée  soil 

'  '  '  '  '  iJs"'^ 

nulle  pour  x  —  s  =  o,  on  ramènera  encore  l'équation  (33)  à  une  équation 
de  seconde  espèce  en  représentant  '.p(ar)  par  la  dérivée  n'"'"'  dune  fonc- 
tion auxiliaire  u{x),  s'annulant,  ainsi  que  ses  //  —  1  premières  dérivées, 
pour  a;  =  o.  On  peut  aussi  employer  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives (E.  Picard,  Comptes  rendus,  t.  139,  p.  243;  1904). 

ooo.  Équation  d'Abel  généralisée.  —  Daos  le  paragraphe  précé- 
dent, on  a  employé  une  ou  plusieurs  ditTéreutialions  pour  passer 
de  l'équation  de  première  espèce  (33)  à  l'équation  (36)  ou  (38). 
Voyons  quel  serait  l'elTel  de  l'opération  inverse  appliquée  à  la 
même  équation  (33).  D'une  façon  générale,  pour  intégrer  n  fois 
successivement  entre  les  limites  o  et  x,  il  suffit  de  remplacer  dans 

^  j-  f  \n—\ 

les  deux  membres  ./;  par  t.  de  muliinher  par -^ ^  et  d  inlé- 

^         '  '  '  (  n  —  \}\ 

grer  ensuite  par  rapport  à  /  entre  les  limites  o  et  .r  (II,  n"  380); 

on  obtient  la  nouvelle  équation 

/     (x  —  t)"-^  dt   1     K{  t,  s)o(s)ds=    f  /(t)(x—  t)"-^  dt. 

(|u On  peut  (''crire,  en  appli([uant  la  formule  de  l)irMlilel, 

(4?.)     /      cp(.?)<r/.s-       /      Kit,  s){x  —  ()"-^  r/t     :=    /     /(/)(./•  — /!"-' '//. 

C'est  encore  une  éfpiation  de   pi<'mii''re  espèce  dont  \c  novaii  est 

Kt(.r.s)=    I      (  r  —  f  )"'^\\t  f,  s)  d(; 
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ce  novau  est  nul,  ainsi  que  ses  dérivées  pailielles,  par  rajiport 
à  X,  jii<c|u  à  la  (/?  —  i)"^""",  pour  s  =  j:.  Pour  résoudre  celte  équa- 
lion  (/\'2)  par  rapport  à  '-p(a:),  il  faudrait,  conformément  à  la  mé- 
thode générale,  difléreutier  les  deux  membres  au  moins  n  -+-  i  fois. 
L'artifice  n'est  donc  d'aucune  utilité  lorsque  le  nojau  R(:c,  ^)  est 
continu.  C'est  au  contraire  cet  artifice,  convenablement  modifié, 
<pn  |>crmct  de  résoudre  l'équation  d'Abcl  g«'néralisée  (I,  n"  137) 


(43) 


■'■  G(.r,  S) 


/ o(s)ds  =  f{x), 


G(t,  s)  élant  une  fonction  continue  qui  n'est  pas  identiquement 
nulle  pour  5  :=  ,r,  et  a  un  nomijre  |)0sitif  inférieur  à  l'unité.  La 
Iranslormation  précédenle  n'exigeant  pas  que  11  soit  un  nombre 
entier  positif,  appliquons-la  à  l'équation  (4^)  en  prenant /;  =  a; 
autrement  dit,  remplaçons  dans  cette  équation  x  par  /,  inulti- 
plions  les  deux  membres  par  [x — ^)*~'  et  intégrons  entre  les 
limites  o  et  x.  Nous  sommes  conduits  à  la  nouvelle  équation 

r''     ^  r  r'       G(^  s)di       ]      r  '■  dt 

(44)     /      '^{s)ds       I      !-^ — ; —     =    /      f[t) ; — : 

c'est  encore  une  équation  de   première  espèce  dont  le   noyau  est 

'    -^     ./.     [  f  —  S  )^{x—  n^-^ 

Ce    nojau  ne  devient  plus   infini   pour  .r  =  .v,  car  si  Ion  [)Ose 

t  =  s-^{x  —  s)z, 


on  a  aussi 


K, 


(x,  s)=   f 


G[s-!-(.r  —  &')z^  $\dz 
.=«(1  —  5)1-* 


il  n'est  |)as  nul  non  |)lus  idenlKjuement  pour  .r  =  5.  On  peut  donc 
lui  appli(pier  la  im'lliode  générale  |)oui\u  (pie  (î(o,  o)  ne  soit  pas 
nul  t'I  que  la  fonction  G  soit  dériva ble  par  rapport  à  x.  En  diffé- 
renlianl  les  deux  membres  de  l'éijualion  (44)  P^i'  rapport  à  x^  on 
obliciit  l'/tpiation  de  première  espèce 


.    r(a)I7i-a)G(.r,  :r)o(./-) 
(45)  r'  '^K,(./-,  .y) 


Ox  yj^ 


fin 


di 
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Inverseinenl.  luutc  sululion  ■■^(x)  de  celle  équation  (4-3)  salisfait 
aussi  à  1  équation  (43),  car  la  difFérence 

satisfait  à  l'équalion 

r^'     li(l)dt 


(46) 


[x 


f  )'-* 


=  o, 


d'après  la  façon  même  dont  on  a  déduil  la  relnlion  (44)  ^^  1^  rela- 
tion (43).  z\j)pliquons  à  cette  équation  le  même  procédé,  c'est- 
à-dire  mulliplions  par  (5  —  .r)"*,  et  intégrons  de  o  à  5;  un  nouveau 

changement  dans  Tordre  des  intégrations  donne    /     /nt)  dl  =  o, 

et  par  suite,  /i  =  o. 

Dans  le  cas  particulier  de  ré(juati(>n  d'Ahel.  on  a  G  ^  1,  et  par 

suite,  K,  =  r(a)r(i  —  a)  ^.    .  '"  _;  Téqualion  (44)  est  donc 


f    o{s)ds=  ^^^   f  fit) 


(47) 

On  en  lire  inunédiatemenl 
(48) 


dt 


{r  —  /)'-» 


,     ^        sina-    I)    r    r  '    -^  ^  dt         1 

la  dérivée  se  calcule  facilement  par  une  transformation  dont  on 
s'est  déjà  servi  dans  le  cas  particulier  où  a  1=  -  (I,  n"^  100  et  137), 
et  l'on  trouve 


(49) 


Pour  une  étude  plus  complète  des  équations  inlégr-ales  à  une 
ou  plusieurs  liuiilps  variables,  je  renverrai  le  lecteur  à  l'Ouvrage 
récent  de  M.  \  olleira.  Lirons  sur  les  équalions  iiilcgrdlcs  et  les 
équations  intéiirn-dljfrrt'ntieltes^  '<)'3.  On  pourra  consulter 
aussi  le  Livre  de  .M.  Lalesco  el  la  Tlièse  récente  de  M.  Hrowiic  ('), 
Nous  n'éludierons  dans  la  suite  ipi  niie  l'qu.iliun  ;'i  liuiites  lives, 
particulièrement  imj)orlanle  à  cause  de  ses  nombreuses  applica- 
tions à  l'Analyse  et  à  la  l'hysique  matliémalirpie. 


('  )  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  ii|ii 
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II.  —  ÉQUATIONS  INTÉGRALES  LINÉAIRES  A  LIMITES  FIXES. 

556.  Hypothèses  sur  le  noyau.  —  Nous  siipposerons  loiil d'abord 
que  le  noyau  K(^,  y)  esl  borné  dans  le  domaine  D  limité  par  les 
droites  x  ■=  a,  a:  =  b,  y  =a,  y=b  {a<i  b),  et  que  tous  les 
points  de  disconliniiilé,  s'il  en  existe,  sont  distribués  sur  un  nombre 
/ïni  de  lignes,  qui  peuvent  être  de  deux  sortes.  Les  unes,  dites 
lignes  de  disconliiiaité  de  la  première  sorte^  ne  sont  rencon- 
trées qu'en  un  nombre  fini  de  points  |)ar  une  parallèle  à  l'un  des 
axes.  Les  lignes  de  la  deuxième  sorte  sont  des  segments  de  droites 
parallèles  à  l'un  des  axes.  Un  noyau  esl  de  la  première  sorte  ou 
continu  presque  partout  ('),  s'il  n'admet  cpie  des  lignes  de  dis- 
continuité de  la  première  sorte;  il  est  delà  deuxième  sorte  s'il 
admet  des  lignes  de  discontinuité  de  la  deuxième  sorte.  Il  est  clair 
qu'un  noyau  qui  n'a  qu  un  nombre  fini  de  points  de  discontinuité 
est  de  la  premièie  sorte. 

Soit  x:=X(t  une  ligne  de  discontinuité  de  la  deuxième  sorte; 
nous  supposerons  (jue  \\.{Xq-\-  z,  y)  a  des  limites  K(.roit  o,  y) 
lorsque  |c|  tend  vers  zéro;  ces  deux  fonctions  sont  intégrables 
puiscpie  K(a:oH-£,  y)  est  bornée  et  intégrable.  Nous  suppose- 
rons de  plus  que  K(xo,  y)  est  aussi  intégrable,  et  nous  ferons 
les  mêmes  bypothèses  sur  les  lignes  de  discontinuité  parallèles 
à  Ox.  Il  est  clair  qu  un  noyau  K(.r,  j')  satisfaisant  aux  conditions 
précédentes  est  intégrable,  soit  par  rapport  à  l'ensemble  des  deux 
variables,  soit  par  rap[)ort  à  chacune  d'elles  prise  séparément. 

Considérons  d'abord  un  noyau  )s.[x^y)  de  la  |)remière  sorte,  et 
soity(^)  une  fonriion  intégrable  dans  I  intervalle  (f/,  /)),   bornée 

ou  non,  mais  telle  que    /     \f[s)\ds  ait  une  valeur  finie.  La  fonc- 

'-■'  Il 
lion 

F'(.ri=    /     K(  .r,  s)f{s)  ds 

'est  continue  dans  l' inler^'alle  {a.  h).  Nous  supposerons,    pour 
simplifier,  que  le  noyau  \\.[x^  y)^  un  seul  point  de  discontinMiléj'o 

(')  Hkywood  et  Fhkchet,  p. 'i. 
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sur  la  droite  x=X(,',  nous  pouvons  écrire 


F( 


x)  —  F{xo)=   I      [Kt  T.  s)—K<  Xq,  s)]f(s)  ds^    1      —    / 


yt    et   Yo  étant  compris  entre  a  et  j'o,  yo  et  b  respectivement. 
Soit  M  une  limite  supérieure  de    K  ;  on  a  d'abord 

!  r-'-  1  r'' 

\  ]K(x,s)—K(x,„s)[f(.<!)ds\<2yij      \fts)\ds. 

I  •'  V,  I  *'  ■>i 

Choisissons  yt    et  y-,  assez  voisins  de  y^    pour  que   le  second 

membre  soit  inférieur  à  ^  ,  >',  et  ji'a  étant  choisis  de  cette  façon,  on 

peut  trouver  un  nombre  r,  tel  que  ]  K.(^,  y)  —  K(^o>  y)\  soit  infé- 
rieur à  un  nombre  positif  arbitraire,  pourvu  que  \x  —  Xo\  soit  <;"'"i< 
quel  que  soit  y  dans  les  intervalles  (a,  J'i),  (^'2?  ^)  (')?  et  Ton  eu 
déduit  facilement  que  la  fonction  F(:c)  est  continue.  On  démon- 

trera   tout  pareillement  que    j     K(s,  y )J  (s)  ds  est  une  fonction 

•-  Il 

continue  de  y  dans  l'intervalle  (a,  h). 

Soient  ¥>.(x^y)  et  lv,(\r,  )-)  deux  noyaux  de  la  première  sorte. 
La  fonction 

(5o)  Y(x,y)=    I     Kix,  s  }Kit  s,  y  )ds 

*'  Il 

est  une  fonction  continue  des  variables  x,  y.  dans  le  domaine  D. 
Prenons,  en  effet,  deux  points  voisins  (^0^  yo)i  <-^i?  >'i)  ^^^"s  ce 
domaine;  on  peut  écrire 

P(3:'\,yi)—P(^o,yD)=f     K(xi,  s)[Ki(s,yi)— Kt(s,  y^)]ds 
*  Il 

■+-   I     Kiis,  y»)\K(Ti,  S)— Kixo,  s}\ds, 

"-  Il 

et  l'on,  démontrera,  comme  tout  à  Iheure,  que  le  second  membre 
tend  vers  zéro  lorsrpie  .r,  —  .r„  et  >-,  —J'o  tendent  vers  zéro. 

Les  résultais  sont  un  peu  «lillVrcnls  avec  un  noyau  t\c  \.\  dcuxiènic  sorte. 
(  '  }  l'oiir  la  rléiiiunslralion  i  igoiircu'ie,  voir  lixercice  3. 
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Si  K(.r.  y)  admet  comme  ligne?  de  discontinuité  certains  segments  de 
parallèles  à  Oy,  la  fonction 

F(:r)=   f    Iv(.r,  s)/is)ds 

est  encore  continue  pour./-  =  .r^,  si  le  noyau  n'admet  qu'un  nombre  fini  de 
points  de  discontinuité  sur  la  droite  x  =  x^).  Mais,  si  cette  droite  est  une 
ligne  de  discontinuité,  on  a 

r'' 

¥{xo^^)—¥{x^>)=    I     [Kixo^-z,  s)—K{x,,,s)]f{s)cls; 

par  suite,  en  faisant  tendre  e  vers  zéro,  il  vient 

F(jro-f- o)— F(j7„)  =    /     [li{xo  —  o,  s)—K{xo,  s)]/{s)ds; 
*■'  Il 

la  fonction  V{x)  admet  donc,  en  général,  le  point  x^  pourpoint  de  discon- 
tinuité de  première  espèce. 

Soient  de  même  K(ar,  y),  Ki(.r,  y^  deux  noyaux  dont  l'un  au  moins 
admet  des  lignes  de  discontinuité  de  la  deuxième  sorte.  La  fonction  Y  {x,  y  ) 
représentée  par  la  formule  (5o)  est  encore  continue  en  tout  point  (.z"o,  ^o ) 
qui  n'appartient  à  aucune  des  lignes  de  discontinuité  de  cette  espèce  des 
deux  noyaux.  Supposons  ensuite  que  la  ligne  x  ^=-  Xf^  soit  une  ligne  de 
discontinuité  pour  le  noyau  \\.{x,y)  par  exemple;  nous  avons 

F(xo-f- î,  ^  )— F(a:o,  j')=    /      K,  (,■;,  j)  ;  RCa^o-h  £,  s)  —  K(a:o,  *)  J  c?5 


et  le  second  membre  a  pour  limite 

K,(s,  j)  jK(a'o-!-  o,  S)  —  K(a7o,  s)\  ds, 


r 


c'csl-à-dire  une  fonction  de  j'  qui  n'a  qu'un  nombre  fini  de  discontinuité* 
dans  l'intervalle  (a,  b)  d'après  l'étude  qui  vient  d'être  faite.  En  résumé,  la 
fonction  ¥(x,  y)  ne  peut  avoir  comme  lignes  de  discontinuité,  dans  le 
domaine  D,  que  les  lignes  de  discontinuité  de  la  (ieuxième  sorte  de  l'un 
des  noyaux  K(x,y),  K^(x,y). 


od7.  Résolution  par  approximations  successives.  —  La  méthode 
d'approximations  successives  em[)loyée  |)oiir  résoudre  l'équation 
de  \  oiterra  (  I  )  s'étend  iinmédialcmcnl  à  l'équation  de  Fredlioliu 

Cil)  o(:r)  =  ),    /     Kf.7-,  5)ç(  5  1^5 -+-/(2'), 

OÙ  il'  nuy.iu   K(.r.j'jei  la  fonction /"(^r)  satisfont  aux  conditions 


fi.  —  ÉQi.vTioNs  i.\ti';i;uai.j:s  mnkaiiœs   v  limites  fixes.  Sjj 

f|ul  vienneiil  d'èlre  expliquées.  Mais,  au  lieu  dune  série  toujours 
convergente,  ou  est  conduit  en  général  à  une  série  entière  eu  X 
avant  un  rayon  de  convergence  fini.  Nous  étudierons  en  détail, 
dans  le  Cliapilre  suivant,  les  pro|>riét(\s  de  la  fonclion  analytique 
du  paramètre  /,  qui  s'introduit  naliiiellcnient  dans  ce  calcul.  l'our 
le  moment,  nous  supposerons  que  la  valeur  absolue  de  A  est  infé- 
rieure au  rayon  de  convergence  de  la  série. 

11  y  a  un  grand  intérêt  pour  les  applications  à  ne  pas  se  limiter 
au  cas  où  le  nojau  K.(a.",  y)  et  la  fonction  f{x)  sont  continus. 
C'est  pour  cela  que  nous  avons  pris  tout  de  suite  des  hypothèses 
un  peu  plus  générales,  (pie  nous  serons  encore  obligés  d'élargir 
par  la  suite.  l/é<|nalion  de  \  oiterra  (  i)  est  un  cas  particulier  de 
l'équation  (5  i)  qu'on  obtient  en  suj)posant  que  le  noyau  K(a:,  >') 
est  nul  pour  j^>:r.  Tous  les  résultats  qui  ont  été  établis  pour 
l'équation  (i)  ne  sont  que  des  cas  particuliers  des  résultats  plus 
généraux  qui  vont  suivre,  et  tous  les  théorèmes  qu'on  va  démon- 
trer s'appliquent  à  l'équation  de  Volterra,  en  tenant  compte,  bien 
entendu,  de  la  forme  particulière  du  noyau. 

On  peut  encore  obtenir  une  solution  formelle  de  l'équation  (5i) 
rcj^résenlée  par  une  série  entière  en  ).,, 

(52)  o(a7)  =  cp„(a-)-f-À'ii(x)^...^).«ç„(a:)^-... 

dont  les  coefficients  sont  déterminés  de  proche  en  proche  par  la 
relation  de  récurrence 

(53)  cp„(a7j  =    /     Kix,  s)'^,i-i{s)ds         (/J>o) 

avec  Oo(x)  =f(x).  Toutes  ces  fonctions  '-^ni-i')  sont  bornées  et 
inlégrables  à  j);Mlir  de  'J,(^),  et  même  continues,  si  K(.r,  )^)  n'a 
que  des  lignes  de  discontinuité  de  la  première  sorte.  Ces  coeffi- 
cients On{x)  admettent  respectivement  pour  fonctions  dominantes 
les  coefficients  <I>,i(x)  de  la  série 

(52)'  <P(a^)  =  'I>o(:r)  -h  Xl'if.r)  -f-.  .  .-f-  >>"<I>„(.r)  -+-... 

qu'on  obtient  en  cherchant  une  solution  formelle  de  l'ccpialion 
auxiliaire 

(5i/  *(a:)  =  >>   f    .M«I>(5)</s-<-F(.r), 
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OÙ  M  csi  une  liinile  supcrifiirc  de  |K(^,  y)\,  et  F(x)  une  {'onc- 
tion inlégrable  el  doininanlc  ])oiir  /{x),  par  exemple  |y(x)|. 
Toute  solution  de  celle  écpiallon  auxiliaire  esl  évidenimenl  de  la 
forme  F(.r)H-C,  el  la  constante  C  se  délerniine  j)ar  substitution 
directe.  On  trouve  ainsi  que  Téqualion  (5i)'  admet  la  solution 

XM    f   F{s)ds 

^(x)  =  F(a7)  H '/'■■    ■ 

^  ^     '        \~  K\\(b—a) 

qui  esl  développable  en  série  de  la  forme  (02)'.  pourvu  que  la 
valeur  de  A  vérifie  la  condition 

(54)  l>^|< 


M(6  — «) 


La  série  (Sa)  sera  donc  elle-même  uniformément  convergente  si 
le  paramètre  A  satisfait  à  celte  condition  el,  par  suite,  la  somme  'f  (^) 
esl  bien  une  solution  de  l'équation  proposée.  On  démontrera 
comme  au  n''  548  que  c'est  la  seule  soliilion,  si  \  satisfait  à  la  con- 
dition (54).  Si  le  noyau  est  continu  presque  partout,  la  fonc- 
tion ufx)  présente  les  mêmes  discontinuités  quey(.r)dans  Tinter- 
valle  (a,  b). 

558.  Noyaux  itérés.  —  Des  formules  qui  donnent  c^j  (.r)  et  C22(^) 

<fi{x)=         K(x,s)f{s)ds,         ^,(x)=^   I     K{x,  t)Oi{t)dt, 

on  lire,  en  remplaçant  x  par  /  dans  la  première,  portant  la  valeur 
obtenue  pour  »i(^)  dans  la  seconde,  el  intervertissant  l'ordre  des 
intégrations  ('),  une  nouvelle  expression  de  '.Sof^r), 

en  posant 

K'-'(x,s)=  I     K{.T,  n\\{f.  s)  (/f. 


(')  Il  esl  clair  que  celte  opération  est  légitime  avec  les  liypottièses  <|ui  ont  été 
faites  sur  le  noyau,  mais  elle  peut  l'être  avec  des  hypothèses  plus  étendues,  et 
toutes  les  conséquences  qu'on  en  déduit  s';ippliquent  encore. 
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On  verra  de  même  que  '■^3{x)  a  pour  expression 

03{x)=    I      W-  (T,  S)fiS}ds 

en  posant 

Nous  sommes  ainsi  conduits  (  ro//' n°  oil)  i  à  introduire  une  suite 
indéfinie  de  noyaux 

K-^'{x,  y  )=K(  X.  y),         K"^'{x,y),         ...,         )\"[x,y), 

qui  se  déduisent  tous  du  premier  au  nioven  de  la  formule  de  récur- 
rence 


(55)  K''''(a-,j)=    /     Kl  .r.  /  ,K  '-1  (  ^ 


)dt: 


ce  sont  les  noyaux  itérés  successifs  de  K.(^,  y).  Ils  sont  tous 
bornés  dans  le  domaine  D,  et  continus  dans  ce  domaine  si  K(x,  )) 
est  presque  partout  continu.  D'une  façon  générale,  ils  sont  con- 
tinus en  tout  point  non  situé  sur  une  ligne  de  discontinuité  de  la 
deuxième  soite  de  R(x,  y).  De  la  définition  de  ces  noyaux  ou 
déduit  aisément  un  certain  nombre  de  propriétés  qui  seront  utiles 
dans  la  suite.  Ainsi,  on  voit  de  proche  en  proche  que  K''''(a7,  j^) 
peut  s'écrire 

K'''(a-,^)=    j       1     ...   i    K(x,  ei)K(ti,  t2)-  ■  •  ^((n-i,  y)dtidf2. . .  dta-i, 

'  Il    ^  Il  »•  Il 

et  l'on  en  déduit,  |)ar  un  simple  changement  dans  l'ordre  des  inté- 
grations, qu'on  a,  quels  que  soient  les  entiers  positifs  u.  et  v, 


(5G;  K'\>-+''Ux,y)  =   j     K[>-'(x,  t)K'-"{t,y) 

'y  II 


dt. 


et  il  serait  facile  de  généraliser  encore  celle  dernière  formule.  Par 
exemple,  K  -H-^(:c,  j'),  K''l^'(x,  _^V'),  ...  se  déduisent  par  des  ité- 
rations successives  de  ¥Jv-'^[x^y)  ('). 

(  '  )  Dans  le  cas  particulier  de  l'équation  de  Volterra.  où  K  {x,y)  =  o  pour  y'>  x, 
il  est  clair  que  tous  les  noyaux  itérés  successifs  sont  nuls  aussi,  pour  ^  >  x,  cl  la 
relation  de  récurrence  ( ')5  )  se  réduit  à  la  relation  (i  i).  La  résolvante  V  {x^  y\\) 
est  nulle  elle-niéine  pour  _^  >■  x,  et  les  l'-qualions  fonctionnelles  établies  plus 
bas  (6o)  et  (<ji)  se  réduisent  aux  é^iualions  (i5)  et  (l'i)  du  n°  5i9. 


348  niAi'iTui;  \\\. 

559.   Noyau  résolvant.  —   On   NÔrilie   aisémenl  de    proche  en 

proche  (pie  le  coefficienl  'f«(.r)  de  A"  dans  la  série  (5:i)  a  pour 
expression 

r" 

(37)  9>i(^)=         K"''{x,  s)fis)ds; 

^  fi 

en  elîel,  la  formule  étant  supposée  exacte  pour  'J«(j:^)r  on  a, 
d'après  la  relation  de  récurrence  (53), 

(p„+,(3')=    f   K(T,()'^„{t)dt=    f     f    K{x,t)K^"\t,s)f{s)dsdt, 

c'est-à-dire 

çi„+,(r)=    /     /(s)K'«-+-"(t,  5)^5. 

•-  a 

Cela  étant,  considérons  la  série 

(58)   V{x,  y;  Àj=  K(x,  rj-;->.K'-'(j:,  jK)-l-...-l->/'-'K<'''(a',  jk)-+- 

D'après  la  loi  de  formation  des  coefficients,  si  M  est  une  limite 
supérieure  de  |K.(a7,  y)\,  |lv^"'  {x,  y)\  sera  <  M"(6  —  a)""'  en  tout 
point  de  D;  la  série  (58)  est  donc  uniformément  convergente  (') 

(')  M.  E.  Schmidl  a  fait  connaître  une  limite  inférieure  du  ra3on  de  conver- 
1,'ence  de  la  série  (58),  qui  est  plus  grande  que  la  limite  (54).  La  méthode  de 
M.  Schmidt  est  fondée  sur  linéiialité  de  Scliwarz  (I,  p.  248), 

(\)  \     j     f{x)-s{x)  dx      'k  f    f-{x)dxx   I      ■y'ix)dx, 

qu'on  obtient  en  écrivant  que  la  forme  (|iia(iratique  en  a,  3, 

f  [xf{x)^?-^{x)r-dx 

'-a 

est  une  forme  dédtiie  cl  qui  s'étend  évidemment  aux  intégrales  multiples,  pourvu 
que  le  champ  d'intégration  soit  le  même  dans  les  trois  intégrales.  Appliquons 
rinégalilé  de  Scliwarz  à  la  formule  qui  donne  le  n''"°°  noyau  itéré  K(")(j;,  r);  on 
en  déduit 

lK'"{x,y)yk  f   [K("-''(t,r)r-dt>i   f    [K{x,  t)]-dt 
••  Il  '  Il 

et,  par  suite, 

f'   f''[li"  {x,r)Vdxdri  f''  f\y^"-'Ht/Y)Vdydt 

r''  r'' 

X   I       I     [K(x.  t)]-dxdl. 
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dans  ce  domaine,  si  le  paramèlre  A  satisfait  à  la  condition  {6/\). 
Par  suite,  on  peut  intégrer  ternie  à  ternie  (n"  549)  la  série  qui 
donne  le  dévelo|)|)cinpiit  du  piuiliiit  Tix,  s;  '/.)  f(s),  et  la  for- 
mule (àa)  (|ui  (ioiinr-  la  solution  de  rt'cjiiation  intégrale  prend  lu 
forme 

(59)  =p(^)=/(-^j  +  À  /     Vix,  s;l)/{s)ds. 

••  Il 

La  fonction  V{x\  y\  A)  s'apj)elle  encore  la  résolvante  ou  le 
noyau  résoUant  pour  l'équation  (5i),  et  la  formule  (09)  donne 
une  véritable  solution  explicite  de  l'équation  intégrale  au  moyen  de 
la  résolvante.  Mais  cette  formule  (09)  n'est  établie  f|uc  pour  des 
valeurs  du  paramètre  dont  le  module  est  inférieur  à  une  certaine 
limite,  car  la  série  (58)  n'est  plus  en  général  une  fonction  entière 

L'application  répétée  de  cette  dernière  foi-niiile  conduit  à  l'inégalité 

(B)  f     f    [\<")(x,y)r-dxdyi\   I       f    [K(x,  y)V  dx  dy[  . 

On  a,  d'autre  part,  d'après  la  formule  (3(i)  et  les  relations  analogue;*, 

k'.")  {x,y)=l       I      K{x,s)  K"-2)  (s,  t)K{t,  y  )  ds  dt 
"  ((    •-  (i 

et,  par  suite,  en  appliquant  l'inégalité  de  Scliwarz  aux  intégrales  doubles, 

pb      ,-,b  pb      pb 

(C)  [K("){x,y)f-^  I       I     [K(''-{s,t)Yd.sdl.r:l       f      [K(x,s)K{t.  y)]-dsdt. 

"-  Il    •■  Il  '-  Il    '-  .1 

Kn  ra[)prr)clianl  les  inégalités  (15)  et  (C),  il  vient  cnlin 
[  K  '•)  {x,y)  y  $  j  I     J    [\<(x,y)  ]-■  dx  dy 

X    I      [\\{x,  s)]-ds>C    I      [\\{t.  y  )Y  dt. 
"  Il  '-Il 

ce  qu'on  peut  encore  écrire 

n-i     _ 

|K(")(a7,  j)|lL^"v'.N, 
en  posant 

L-.    I       f    \W(x,  y)Y-dxdy,         ^        f    [i<{.r.  ■'<)]'- ds   ■.    f    \\\  i  I .   \)\-dt. 


Il    '-  Il 


La    série   (  ôS  )   est    doin-   uiiilorinérncnt   convergeiUe   <laiis    tout    li-    duni.ime    H, 
pourvu  (jue  la  valeur  absolue  de  X  soit  inférieure  à  — z- 
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de  />,  comme  (l.ms  le  cas  de  l'équalion  de  \  oltcrra.  Elle  admet,  au 
contraire,  un  ravon  de  convergence  linl.  si  le  novau  K(j:,  y)  est 
quelconque,  de  sorte  que  la  formule  (09)  ne  résout  que  partielle- 
ment le  problème.  La  solution  complète  sera  exposée  dans  le  Cha- 
pitre suivant.  11  existe  cependant  des  noyaux,  autres  que  celui  de 
Volierra,  [)our  lesquels  la  formule  (09)  donne  la  solution  de  l'équa- 
tion intégrale  quelle  que  soit  la  valeur  de  A.  Tel  est  le  cas  d'un  noyau 
ort/ioi.'^onal  à  lui-même,  cesi-à-dire  tel  que  le  novau  )\.'-'>[x,  y) 
soit  identiquement  nul.  Tous  les  autres  novaux  itérés  sont  nuls 
aussi,  et  le  novau  lésolvant  se  réduit  à  K(.r,  1)  ('). 

Supposons  que  A  vérifie  la  relation  (54),  ou,  plus  généralement, 
que  la  série  (58)  soit  uniformément  convergente  dans  D  pour  la 
valeur  attribuée  à  ce  paramètre.  La  fonction  r(x,  y;  X)  satisfait 
aux  deux  écjualions  fonctionnelles 


>.  y     Kix, 


(60)  r(a^,7;  À)  =  K(>,  jK)  +  >.  /     K{x,t)Vit,y:\)dt, 

(61)  r(a:,  .y;  X)  =  K(r,  j)-f->.   r   \\{t,  y)\(x,  t\\)  dt. 

*'  Il 

La  première,  par  exemple,  se  démontre  en  remplaçant  x  par  t 
dans  la  formule  (58),  puis  en  multipliant  les  deux  membres 
par  K(^,  <)  et  intégrant  terme  à  terme  entre  les  limites  «  et  ^;  la 
seconde  s'établit  de  la  même  façon.  Ces  relations  permettent  aisé- 
ment de  vérifier  que  la  fonction  '■^(.r),  représentée  par  la  for- 
mule (09),  satisfait  à  1  é(|uation  intégrale  (5i),  et  de  plus,  que  c'est 
la  seule  solution,  en  supposant  toujours  que  la  série  (58)  est  con- 
vergente pour  la  valeur  de  ),  considérée.  Le  calcul  se  faisant  de  la 
même  façon  dans  les  deux  cas,  nous  démontrerons  seulement  la 
seconde  partie. 

(' )  Si  les  limites  a  t\.  b  sont  o  et  -,  le  imyau 

-+-  » 
K(x,  j')  =  /^  a„  sin/ja:  cos«j', 
n  —  \ 

la  série  2|a,J  étant  convergente,  est  orthogonal  à  lui-rnènic.  l^our  le  noyau 

K(x,  y)  =  a,  sinx  sin  2_)'  -r-  or,  sin  2  a:  sin3_)'  -i-. . .-:-  a    sin/?  j:  sin(/^  -f- 1  )^', 
la  résolvante  V {x^  y:  a)  est  un  polynôme  de  degré  p  —  i  en  a. 
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Soit  '^(x)  une  solution  de  ré(|uation  (5i;.  On  déduit  de  celte 
équation 

r   Vit.  s:  }.)o(s)ds=  f   Y(  x.  s\\)f{s)  ds 

-r->.    /        /     \\{s.  t)T{x,  s\'t.}':^(t)dtds, 

OU,  en  tenant  compte  de  la  formule  fôi), 

J'     Y{x,  s\\)-i^lyS)  ds  =    I     r(x,  s;  \)/{s)  ds 

-^    r   '^(t)[r(x,  t;  l)  —  K(x,  f)]dt, 


c'est-à-dire 

,0 


r   r(x,  s:}.)f{s)ds  =   r   \\(x,  t)o{t)dt. 

'■a  '   Il 

En  combinant  celle  ('galilé  avec  l'équation  (5i)  elle-même,  on 
retrouve  bien  la  formule  (5())  et  nous  xérifions  ainsi  ce  résultat 
déjà  obtenu  d'une  autre  façon  :  pounu  que  la  valeur  absolue 
de  Ksoil  assez  petite^  l'équation  (5i)  admet  une  solution  et  une 
seule,  qui  est  donnée  par  la  formule  (og). 

En  permutant  les  variables  x  et  r  dans  le  nojau  K(j;,  }),  on 
obtient  un  nouveau  noyau  K(  v,  x),  en  général  distinct  du  |)remicr. 
L'équation  de  Fredlioini  correspondante 

(6-2)  •l(x)  =  \j      [i{s,  x)<\i(s)ds-hff(x) 

*-  il 

est  dite  associée  à  1  équation  {')i).  On  voit  aussitôt  que  les  noyaux 
déduits  de  K(y,  x)  par  itération  se  déduisent  aussi  des  noyaux 
itérés  de  même  rang  K'"^(j7,  )')  en  permutant  ,/■  et  j%  de  sorte  que 
la  résolvante  relative  à  Téquation  (62)  est  |)récisément  r(y,  jc;  X). 
La  conclusion  est  la  inênn,'  que  pour  ré(|uation  (5i);  si  la  valeur 
absolue  de  X  est  assez  petilf,  léMpiiil  ion  ((»>.  l  ailmet  une  solution 
et  une  seule  (jui  est  représentée  par  la  iormiile 


(63)  'l(x)  =  ff(x)-^l         V(s,x;}.)ff(s)ds. 


f  r(-s  ^;  Àj 
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Dans  le  cas  pailiculici   d'une  équation  fie  ^ollerl•a,  le  no\au  K(  y,  .r)e5t 
nul  pour  y  <  x,  et  l"oijiiation  associée  est  une  autre  équation  de  Volteria 


r    K(s,  a;)'},( 


oOO.  Propriétés  des  noyaux  résolvants.  —  Du  développe- 
ment (58)  du  noyau  résolvant  on  déduit  encore  d'autres  pro- 
priétés importantes  de  celle  fonction.  La  démonstration  suppose 
que  le  module  de  A  est  inférieur  au  rayon  de  convergence,  mais 
ces  propiiétés,  d'après  leur  nature  même,  subsistent  dans  tout  le 
domaine  d'existence  de  la  fonction  analytique  r(j7,  j';  a)  du  para- 
mètre A.  Soit  r«(.r,  y:  1)  le  noyau  résolvant  pour  l'équation  de 
Fredliolm  où  Ion  aurait  pris  R<'''^(.r,  j^)  comme  noyau;  d'après 
une  remarque  antérieure,  on  a 

Y„(x,  y\  \)=  \\'"'{x,  jj-i-  XR'2"'(a-,  y)-\-.  .  .-f-  X/'-»K'/"''(a:',  y) -{- 

Cette  fonction  Y,i[x,  y]  a)  s'exprime  très  simplement  au  moyen 
de  r(.r,  )■;  a).  [Multiplions,  en  effet,  les  deux  membres  de  la  for- 
mule (58)  par  À  et  remplacons-v  successivement  A  par  coA,  lo-) , 

(o"~' A,  (jj  désignant  une  racine  primitive  de  l'équation  oj"  ^  i. 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  relations  ainsi  obtenues,  il 
reste,  toutes  réductions  faites, 

-\-  (M'i-^V{x,  y;  w"-'X)], 
1 
et  par  suite,  en  remplaçant  À  |)ar  À", 

(64)   <   _  V\x.  r;  À"j -I- tori-r,  7';  ioÀ"j  — . , .-!- to"-' I' (.î".  r;  to"-'À"j 

Inversement,  on  |)eut  déduire  Y{x^y;  ).)  de  V„{.i\  )';  a).  Nous 
avons,  en  effet, 

j     K'\x,  s)Vn{s,y]  l)ds  =  lvf"+«'(a7,  7)  +  XK'-"--'(,.r,  y) 
cl,    par   i()nsé(pient ,   on    peut   encore   écrire   la    formule   (58),    en 
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groupant  les  lermes  de  n  en  n  k  partir  du  /»""", 

r(x.  y:  y.)  =  K{x,  y)  -(-  ÀK<*'(a",  y)  ~ .  .  .-i- À"-îK'''- «'(ar,  j) 

H-  X2"-2      /        K  "-'    (X,    5)r„(5,  J';   X")f/5, 

ou  encore 

l   T(x,  y;L)=^\{(x,  y;  X) -r- X"-' r„(T,  7;  X") 

^  +X"    I     H(j-,  s;  Xjr„(5,  7;X'')^5, 

en  posant 

(66)  H(^,  _/:  X)  =  K(a:,  jK)-(-XK'2'(a:,  7)-4-...-4-X''-2K<'«->'(a7,  7). 

Voici  une  autre  propriété  iinportanle  dont  la  démonstration  e?t 
bien  facile.  Gonsidéron.s  la  fonction  Y[x.,y,  a)  comme  un  noyau, 
et  appliquons-lui  le  même  procédé  d'itération;  nous  obtenons  une 
suite  de  fonctions,  dont  la  [)remière  rf'^(:c,  y  ;  X)  =  r(.r,  j";  )>), 
et  cpie  nous  désignerons  par  une  notation  analogue 

r'^^Hx,  y;l),     1^(3' (:r,  j/;  X),     ...,     r;«'(a-,  7;  X),     ...; 

ces  fonctions  se  calculent  de  proche  en  proche  par  la  relation  de 
récurrence 

r'' 

r'^'Car,  jk;  X)  =    /     V{x,  s;\)r"^-'^\s,y\\)ds. 
>-  ti 

On  vérifie   aisément  de   proche  en    proche,   d'après  cette   loi  (Je 
récurrence  et  les  expressions  des  noyaux  itérés  successifs,  cpiOii  ii 

et,  rliinc  façon  générale, 

I         d"-'  r 


V<"^{x,y-\)  = 


(«  —  !)!    c»X''-» 


Le  dévcloppeiiient  «h-  la  fonction  V(x^y\  A -|- a)  suivant  lc>^  puis- 
sances i\c  ).  par  la  h)rmuic  de    1  aylor  a  donc  la  forine  suivante 

(ç^.^  \  l'(a7,7;  X-h  j^)  =  r(^,  j;  !.i)-4-Xr'2'(j-,  j;  1^)4-... 

'  /  -f- X''-'r'"'(a:,  j;  aj-f-...; 

G,  III.  :.3 
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par  cunsé(juenl.  si  I  on  cDiisidère  \\x ,  y;  a)  comme  le  noyau 
d'une  équation  de  Fi<'dlinlm ,  a  ayant  une  valeur  déterminée, 
le  noyau  résoh^ant  correspondant  est  précisément  T{x.  y;  A4-  ijl). 
Ceci  permet  de  généraliser  les  relations  fonctionnelles  (60)  et  (61) 
qui  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  la  relation  générale 


(68,)     l'^r,  ^7-;  À -t- ;j.  ;  =  r  (  .r,  y;  [x) -h  l    i     r(j;t;  iJ.)V((,  y,\-h  ij. 


)dt: 


en  siipjjosant  >j.  =  (),  on  relr(tii\c  la  loiinule  (Go).  Kn  rempla- 
çant A  par  — \  et  [jl  par  À,  on  ohlieiil  la  formule  (61).  Cette  for- 
mule (68)  peut  encore  s'écrire,  d  une  façon  plus  svmétri(]ue,  en 
remplaçant  jx  par  A  et  A  |)or  )/  —  A, 

(69)  V(x;y;}:)—r{x,y;\)=(r-l)    j      V(.r,  t;  l)r (i,  y;  l')dt, 

et  il  suffit  de  faire  tendre  À'  vers  ).  pour  ohleuir  une  relation 
i  n  léçro-d  i  fléren  l  i  el  I  e 


{70) 


>n'tj\y:  A) 


d/. 


-^  -   f    r(.r,  /;  A)r(/,j-;  l)df 


(pii,  jointe  à  la  concJilion  V(^.T,y',  o)  =  K(,?",  j^),  caractérise  le 
novau  résolvant,  car,  si  Ton  clierche  à  dévelopjîer  V  suivant  les 
puissances  de  A  en  tenant  compte  de  ces  deux  relations,  on  retrouve 
précisément  le  développement  (58). 

Jiemarr/ue  1.  —  I^es  formules  (5i)  et  (Sg)  peuvent  être  consi- 
dérées comme  inverses  l'une  de  l'autre.  En  effet,  regardons  dans  la 
relation  (59),  tp(^)  comme  donnée  et  /'(a?)  comme  l'inconnue,  el 
écrivons-la  sous  une  forme  un  peu  plus  générale, 

(70  f{^)  —  '^i^)-^V-j      y{r,  s;\)f{s)ds. 

C'est  une  é(|uation  de  Fredholm  dont  le  nojau  est  \\x,y;  a). 
La  résolvante  est,  comme  on  vient  de  le  démontrer,  V{x,  y\  ).  +  \i) 
et  |>our  la  valeur  a  =  —  A  du  paramètre,  cette  résoKanle  se  léduit 
à  V(.i.,y]  o)-=^W(x,y).  La  formule  qui  donne  la  solnti(ui  de 
Tétpiation  (09)  est  df)nc  identique  à  l'équation  (ji). 

Ucmii rt/uf  II.  —  Les  formules  (()8)  et  (()<))  ne  sont  (h'inonlic'es 
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par  ce  qui  jjrccède  <|iie  si  les  modules  de  ).,  ).',  'x  sonl  assez  petits. 
Mais  les  deux  membres  étant  des  fonctions  analvliipies  de  ces 
paramètres,  il  est  clair  que  réj^alité  subsiste  dans  tout  le  domaine 
d'existence  de  la  résolvante.  Oijservons  encore  que  ces  relations 
sont  indépendantes  du  novaii  |)riMiitir  K(j:,  y).  Toute  fonc- 
tion r(x,  j',  a)  satisfaisant  à  ces  relations  permettra  d'écrire 
explicitement  la  solution  d'une  inlinité  d'équations  intégrales.  Il 
suKira  de  donner  au  paramrlre  une  valeur  particulière  Aq  telle  fpir 
Tix,y,  \)  soit  holomorphe  dans  le  voisinage,  et  de  prendre  pour 
noyau  r(^x,y]  Aq)-  La  résolvante  correspondante  est  Fix^  y;  Aq-!- a). 

361.   Noyaux   non   bornés.   —   Dans   les  applications   les    |)lus 
importantes,  on  est  conduit  à  des  équations  intégrales  où  le  nojau 
ne  reste  pas  borné,  tout  en  étant  intégrable.  Si  le  procédé  d'approxi- 
mations successives  employé  plus  liant  (n"oo7)  conduit  à  des  fonc- 
tions'.s^' •3^)  ayant  une  v;i!eur  finie,  les  formules  [02)  et  (09)  nous 
donnent  encore  une  solution  formelle  de  r(''(|ualion  intégrale.  Cette 
solution   formelle   est  acceptable   dans   le   cas   très   étendu   où   les 
noyaux  déduits  de   K(.r,  y)  par  des  itérations  successives  restent 
bornés  à  partir  de  lun  d'eux,  lv'"^(.r,j')  par  exemple.  La  série  (58) 
présente  alors  au  début  un  certain  nombre  de  termes  qui  peuvent 
devenir  infinis,  mais  à  partir  du  terme  en  //'"'  tous  les  coefficients 
restent  bornés.  La  série  formée  par  ces  termes  est  encore  unifor- 
mément convergente  jjourvu  (pie  |À[  soit  inférieur  à  une  certaine 
limite.  Soit,  en  elFel,  M  une  limite  supérieure  de  |  K'"^(.r,  j')|  ;   on 
voit  iininédiatemenl  que  la  série  formée  par  les  ternies  pris  de  n 
en  n   à   |)artir   de  A"    '  K.^"' (;r,  y)  est  uniformément  coiiyeigenle 
pourvu   que   M(6  —  rt)|A"|   soit  inférieur  à  luiiité,  et  il  en  est  de 
même  des  différentes  séries  obtenues  en  prenant  les  termes  de  n 
en  n  à  partir  de  A"  lv'"+'^  (x,jk),  . . .,  A-"    -  K'-""*\x^y).  Les  raison- 
nements des  numéros  précédents  s  a|)pliipi('nt  donc  encore  et  la 
formule   (^y)    donne    la    solution    de    IcMpialion    inlt-grale    pourvu 
que  |a|  soit  assez  petit.  Toutes  les  propriét»'S  du  noyau  résolvant 
qui  découlent  du  di''\  elop|tement  en  st-iie  (5S)  s'ap|)li(pH'iit  encore 
dans  le  cas  plus  étendu  d Un  novaii   mm   borné,  pourvu  cpie  celle 
série  ait  un  rayon  de  convergence  diliérent  de  zéro;  c'est  ce  qui  a 
lieu,  nous  venons  de  le  voir,  lors(pie  tous  les  novaux  itérés  sonl 
bornés  à  partir  d'un  certain  rang. 
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On  peut  |)rouvor  directement  que  la  résolution  de  l'équation  (5 1) 
se  ramène  à  la  résolution  d'une  équation  de  même  espèce  dont  le 
nojau  est  K^"^(x,y).  De  la  relation  (5i)  on  lire,  en  ellet, 

À/'    /     K'/'-{a-,  s)o(s)ds=li'-^^   I     K'/'+"(x,  s)o{s)ds 

''a  ^  a 

-+■  11'   I     K^i>'(x,  s)/(s)  ds, 

/>  élanl  lin  nombre  entier  positif.  Ajoutons  à  r<''qualion  (^.)i)  toutes 
les  relations  obtenues  en  faisant/?^  i,  a,  ...,//  —  i  ;  il  reste 

ic5(.r)=X«    /     K^'i^x,  s)o(s)ds 

h  h 

\  -»-  /(^)^-^'  f   K(x,  s)f(s)ds^ . .  .-h)."-^  f    K'"-^ix,s)/(s)ds-, 

de  sorte  que  'j(:r)  est  une  solution  de  la  nouvelle  équation  (^Ji)'. 
Inversement,  soit  C5(x)  une  solution  de  Téqualion  (5i)';  cette 
fonction  C2(a?)  satisfait  anssi  à  l'i'-cpiation 

ff(x)—A   I      K(x,  s)rf(s)  ds  —f{x)=l"   I     K^"^{x,  s)[o(s)—  f(s)]ds 

qui  s'en  déduit  par  une  combinaison  facile,  et  (|u'on  peut  écrire 

<\>(x)—l"   I     K'"  ix,  s)'!b{s)  ds, 

en  désignant  par  'l'(5?)  le  premier  membre  de  la  relalion  précé- 
dente. Or,  cette  dernière  équation  n'admet  pas  d'autre  solution 
que  ■|i(.r)=o,  pourvu  que  |).|  soit  assez  petit;  la  fonction  '^{x') 
solution  de  l'équation  (5i)'  satisfait  donc  aussi  à  i'équation  (Si). 
r^e  lecteur  vérifiera  aisément  l'identité  des  solutions  des  deux  étpia- 
tions  (;m)  et  (5i)'  données  par  les  formules  générales,  en  ten.int 
compte    de    la    relation    (65)    entre    les    résolvantes    r(x,  y\   X) 

et  r„(x,y  ;)/')• 

l^e  cas  le  plus   intéressant  pour  les  apjjlications  est  celui  d  un 

noyau  -. '  "^ .,  dont  le  numérateur  reste  borné  et  où  l'exposant  a 
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esl  \)Os\li{ ei  in/érieu/-  à  un,  de  façon  que  1  inlégiale 


r'' 

I      Kl  or,  s)f( s)  ds 


ait  une  valeur  linie  en  général:  le  nombre  y.  est  dit  l\;xposanl  df 

ce  noyau.   Etant  donnés  deux  noyaux  de  celle  espèce,  — — - — ^ 

r  ^       y  \ 

'-"lu  r  •  I 

et  ; -T.-,  d  exposants  y.  et  i  respectivenieiit,  le  novau 

(72;  F(r,jK;=    /      j {-. -^ds 

Ja    1^  — ■'>l*l^— rr 

est  un  noyau  d'exposant  y.—  j  —  i  au  plus.  Supposons,  pour 
fixer  les  idées,  x  <iy'i  et  soient  M  et  M,  deux  limites  suoérieures 

de  [G|  et  [G,|  respectivement.  En  posant  s  =z  x  -\-  t{y  —  .r),  il 
est  clair  qu'on  a 

et  l'intégrale  du  second  membre  a  une  valeur  finie,  pourvu 
que  a  -{-  ,3  —  i  soit  positif.  Si  l'on  avait  a  +  3  <<  1 ,  on  voit  aisément 
que  F(a7,  y)  est  borné,  en  partageant  l'intégrale  en  trois  autres 
ayant  [)Our  limites  (a,  x).,  ( x,  y)  et  [y,  b).  Si  a  H-  3  =  1 ,  F(x,  y) 
devient,  en  général,  infinie  pourj'=::r,  comme  logjx — y\. 

Si  les  fonctions  G(a",  y),  Gi(ar,  y)  sont  continues  en  dehors  de  la  bissec- 
trice ^  =  37,  le.  noyau  Y{x,y)  est  lui-même  continu  dans  le  voisinage  de 
tout  point  (a"o,  ^0)  non  situé  sur  la  bissectrice.  L'intégrale  (79.),  considérée 
comme  fonction  des  deux  variables  (ar,  jK^esl,  en  effet,  uniformément  con- 
vergente dans  le  voisinage  du  système  de  valeurs  x  =:  Xq,  y  =JJ'o  {^'  î>04). 
Plus  généralement,  si  G(x,  y),  Gi(a7,  y)  sont  continus  presque  partout, 
les  raisonnements  du  n"  006  montrent  sans  peine  que  F(.r,  y)  est  con- 
tinu en  tout  point  non  situé  sur  la  bissectrice.  Si  l'une  des  fonctions  G, 
G]  admet  pour  ligne  de  discontinuités  un  segment  de  droite  |)arallèle  à  l'un 
des  axes,   l'(x,y)  a<lmettra   aussi  en  général  cette  ligne  de  discontinuités. 

Soit  ]\(x,y}  un  novau  de  la  forme  pi(''eédenle  et  d'e.xpo- 
sanl  a  <<  I  ;  les  noyaux  iléré-s  successifs  K^-' (x,  j'),  K.''^' (x,  y),  ..., 
hs.'-P  (x.,  y  )  sont,  d  après  cela,  dexposants  aux  pluségaux  àaa — i, 
.3a  —  2,   .  .  . .  py.  —  ( p  —  i).  l'our  que  K  /'+')(  .r,  y)  soit   un  novau 

borné,  il  suffit  (piOn    ail  (  p  -r-  i)y.  <i  p.  ou  p  y> l'armi  les 
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noyaux  déduils  tlu  novaii  donné  par  des  ilérallons,  //  n'y  a  donc 
ifiinn    noinhrc   fini  de    norattx  non   bornes.    D'une   façon   plus 

précise  :  si  m  est  le  jnenner  nombre  entier  supérieur  a  , 

/('  ni''""'''  noyau  itéré  n'est  plus  in  fini  pour  x  =^)'. 

Remarques.  —  i°  Si  ww  noyau  K(j",  y')  devient  infini  p<iiir  x  ■=  y 
comme  log  .r — ^],  le  produit  \x — j'|*K(ar,  j-)  est  borné  quel  que  soit  le 

nombre  positif  a.  En  prenant  a  =  -»  par  exemple,  on  voit  que  le  premier 

noyau  itéré  reste  fini  pour  j'  =  x. 

2°  On  peut  aussi  avoir  à  étudier  des  équation?  de  Volterra  dont  le 
noyau  devient  infini  pour  j'  =:  a";  ce  noyau  est  de  la  l'orme 

pour  y  <  .r,  et  nul  pour  y  >  x.  Les  résultats  précédents  sont  applicables, 
mais  les  noyaux  itérés  successifs  sont  encore  nuls  pourj'>a";  on  arrivera 
donc  au  bout  d'un  nombre  fini  d'itérations  à  un  noyau  de  Volterra  borné. 
Supposons,  par  exemple,  que  le  premier  noyau  itéré  K  2  (a.-.  ^)  soit  borné. 
L'équation  de  \'olierra 

(70)  (^(x)  =  A   I      — — ——'^(s)ds-i-f(x) 

se  ramène  à  une  équation  à  noyau  borné 

(p(a')  =  À2   I      K'2)(.r,  5)(p(5)f/s-4-/(ar) -^  X    /     K(  x,  s)f{s)  ds, 

'il  '-   n 

dont  la  solution  vérifie  aussi  l'équation  (  78 ),  car  1  équation 

i!/(x)  =  X2    /     K-(x,s)'l{s)ds 
•  Il 

n'admet  pas  d'autie  solution  que  6  =  o(n"  548). 

3"  La  solution  de  l'équation  (3i),  exposée  daU'^  les  paraf:;raphes  précé- 
dents, s'applique  aussi  à  des  noyaux  non  bornés  dont  il  est  impossible  de 
déduire    un   noyau    borné    par   un    nombre  fini   d'itérations.    l'renons,    par 

H(.r,  y) 
exemple,    le    novau    Kf.r.  r)  ==  ■. h—'    b^    numérateur   \\i.r.   y)    étant 

'  ■  -^  \:r  —  f|*  V     '  .- 

borné  et  a  étant  un  exposant  positif  inférieur  à  l'unité;  c  est  compris 
dans  l'intervalle  (a,  h).  H  est  clair  que  tous  les  noyaux  itérés  successifs 
de  K{x.,y)  sont  infinis  pour  x  =  c.  Cependant  la  solution  formelle  des 
n  "  rioT-.'^i.^S  conser>e  un  sens  et  s'applique  san<  modifications.  Considérons, 
eu  efl'et,  la  suite  des  fonctions  W"\x.,  y)  déduites  de  \\{x,  y)  au  moyen 
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de  la  furmule  de  récurrence 

„  ,,  r''u(T,  t)\\'"  'Ht.  V» 

Toutes  ces  fonctions  «ont  boinées  et   l'on  vcfiifie  de   proclie  en  proche  que 
l'on  a  |H'"'|  <  .M"A"-i,  en  d('sif,Miant  par  h  le  nombre 

{r  —  a  )'-«-^  (  h  —  c)i  -* 


et  par  .M  une  limite  supérieure  de  |n(x,^)|.  Posons 

T{x,y-l)=  1     J_  ,,^  JH(.r.j^)^XH'2  (.r,^)-H...^X"->H<«'(ar.jK)^-...;, 
1-^       c  j 

la  série  qui    forme   le   numérateur  du   second   membre   est   uniformément 

converirente  pourvu  nue  |À|  soit  inférieur-  à  t-tt  '  et  l'on  vérifie  encore  nue 

Tix,  y,  X)  satisfait  aux  relations  fonctionnelles  (Go)  et  (6i)  du  noyau 
résolvant.  La  fonction  V(x.  y\  X)  permettra  donc  de  résoudre  les  deux 
équations  associées 

r''  H{s  x) 

'h(x)  —  gix)->rl    I      i '- — ^'his^ds, 

^  ./       \s  —  c  P         ■ 

pourvu  que  |X|  soit  suflisamment  petit.  Par  exemple,  si  Ion  a 
K  ( a-,  V )  =  1  /  —         (  rt  =  o,  />  =  I  ), 


tous   les  noyaux  itérés  successifs  sont  ('^aux   au    inemicr  et    la   résolvante 
^.   Dans  ce  cas  p;irliculier,    la  formule  (  09  )  dniiiii;  la 

solution  de   r<'f[uation   intégrale   correspond, uiic   poniNii   ipic  X  soit  didt- 
rent  de  l'unité.  Il  est  claii-  que  le  ri'suitat  -ciait  !<•  mi-mr  pour  un  noyau 

K  (  .'/•,  y  ) 
\x—  r-,|«.  ...  \x  —  c.,,\^v  ' 

lorsque  tons  les  exposants  ai,  ot-j i.,,  sont   inférieurs   à   l'unité,   le  nu- 
mérateur \\(x,y)  étant  boriii'. 

r)62.  Systèmes  d'équations  intégrales.  —  ttn  pomrait  dcseloppci    une 
métlioiie  d'approximal  ion*  ton!   .1   fait   pareille  pour  nu  «-v^.ti'iiK!  d'é<|uations 
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intégrales 

(74)  ç,(.r)  =  À     /       \'Kify(x.s)'^h(s)ds-^fi(x)        (/^=  I.  -2,  ....  n) 


J.,      /'  =  1 


où  l'on  suppose,  pour  fixer  les  idées,  a  =  o,  6  =  1.  Mais  M.  Fredholm  a 
ramené,  d'une  façon  très  élégante,  la  résolution  de  ee  système  à  la  résolu- 
tion d'une  équation  unique,  dont  le  noyau  présente  des  lignes  de  disconti- 
nuité parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  ce  qui  justifie  la  considération 
de  noyaux  de  cette  espèce  dans  les  numéros  précédents.  Il  introduit  à  cet 
effet  un  noyau  H(x,  y)  défini  pour  les  valeurs  de  x  et  y,  comprises  entre  o 
et  n,  par  les  n-  conditions 

(7'j)  H(T.y)  =  K,n(x  —  i-hi.y  —  h-^i\         pour         \]^__\  ^y  ^'f,)' 

i  et  h  étant  des  nombres  entiers  qui  varient  de  i  à  /2.  et  une  autre  fonc- 
tion ¥{x)  définie  dans  l'intervalle  (  o,  n)  par  les  n  conditions 

(76)  ¥(x)=fi{x  —  '-i-i)  pour  /  —  i<.r<i: 

il  est  clair  que  les  droites  x  =  i ,  2,  . . .,  n  —  i ,  y  =  1 ,  2,  . . ..  n  —  i  sont, 
en  général,  des  lignes  de  discontinuité  |)our  \{{x^y).  Soient  <D\(x),  ..., 
'j(n{^)  un  système  de  solutions  des  équations  (74):  à  l'aide  de  ces  n  fonc- 
tions, on  peut  définir  une  fonction  auxiliaire  <^{x)  dans  l'intervalle  (  o,  n) 
par  les  n  conditions 

(77)  ^{x)  =  Oi(x  —  i-r-f)  pour  /  —  1  <  J*  <  I. 

Des  équations  (74)  on  tire,  en  supposant  x  compris  entre  i  —  1  et  /. 

^i{X  —  i-\-  \)  —  K^,     /        ^^ili(^  —  /-r-I,5  —  Jl-\-\)ou{s  —  Il  -\- y)  ds 

-^fi(x—i~-\). 
ce  qu'on  peut  encore  écrire,  d'après  les  formules  (,76)  et  (77), 

(78)  *(a-;  =  À    /      \\i  X,  s  )'\>[s)  ds  ^¥{x). 

Inversement,  connaissant  une  solution  de  l'équation  (78),  les  rela- 
tions (76)  et  (77)  permettent  «l'en  déduire  un  système  de  solutions  des 
équations  (  74  ). 

363.  Extension  aux  fonctions  de  plusieurs  variables.  —  L'exlen- 
sion  (le  la  théorie  précédente  aux  équalion,s  intégrales  de  la  forme 

(79)  o(x,y)=lJ  J     i^i  X,  y  ■  l  r,)  :s(  l  r,)  d^  dr,  ~  /(  x,y  ) 
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esl  immédiate;  le  novau  K(x,y,  ^,  t\)  est  une  fonction  donnée 
des  deux  couples  de  variables  (x.  y),  (i,  r, )  lorsque  chacun  des 
|)oints  (x,  y),  (;,  t,)  reste  dans  un  domaine  D  du  plan,  f^x,  y) 
est  une  fonction  connue  et  'six,  i)  la  fonction  à  déterminer.  Nous 
avons  rencontré  à  propos  de  la  méthode  de  Neumann  (n"o33)  une 
équation  intégrale  d'une  forme  un  peu  plus  générale,  où  les  inté- 
grations sont  étendues  à  une  surface  fernK'e.  Soit,  en  général,  F(jM ) 
une  fonction  qui  a  une  valeur  déterminée  pour  toute  position  du 
point  M  sur  une  snrface  ï,  fermée  ou  non;  nous  dirons  que  F(M) 
est  une  fonction  du  point  M  définie  sur  S.  On  dira  de  même 
qu'une  fonction  F(M,.  jNL.  .  .  .,  M^)  qui  a  une  valeur  déterminée 

pour  toutes  les   positions  des  points  M,,  Mo M^  sur  Z,  est 

une  fonction  de  ces  p  [)oints  définie  sur  S.  Toute  intégrale  mul- 
tiple (') 

f   F(  M,,  M., Mp)ch,  ^x, . .  .  di,,, 

où  rh  désigne  l'élément  de  surface,  et  où  les  points  M<  décrivent!, 
a  une  valeur  finie,  si  la  fonction  F  est  inlégrahle  par  rapport  à 
chaque  couple  de  variables. 

Cela  posé,  soit  K(M,  M')  une  fonction  donnée  des  points  M 
et  M'  sur  3], /(M)  une  fonction  connue  de  M,  'f(M)  une  fonction 
inconnue.  On  peut  encore  trouver  une  solution  formelle  de  léqua- 
tion  intégrale 

(80)  o(M^  =  x/    K(M,  M')<^{M')d^' -h/{M), 

représentée  par  une  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  A 

(81)  «(M)  =/(M)H-X   f   l^(iM,  M';  Xj/r.M'jt/cr', 

où  l'on  a  posé 

i^-i)  r(M,M';>0=  K(M,M')4-/.K'2'(M,  M') -f-.  .  .-h  ).«->  K'"'(M,  M')4-.... 

Les  coefficients  K^'>(M,  M')  se  déduisent  du  premier  K  '^{  M,  M'), 
qu'on  prend  égal  à  K(M,  M'),  au  moyen  de  la  formule  de  iM-cur- 

(')  On  r-ciil  pour  ;il)ri-i,'iT  un  ^cul  sijj;iic  /  ,  le  minilnr  des  inli-i;iiitions  à  elTec- 
Uier  élant  in(li(|Ui}  par  le  nonilire  des  fadeurs  t/j,. 
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rence 

(83)  K"iM..M)=    /      h    M.  M^)\V"-^  [Mi,  M   uhr, 

on  les  appelle  encore  les  noyaux  itcn's  successifs  du  noyau 
K.(M,  M),  et  la  fonclion  r(M,  M';  a)  s'appelle  la  résoh^ante.  Si 
le  novau  Iv(M,  M'  )  est  borné,  la  série  (82)  est  convergenle  pourvu 
que  |).|  soit  assez  petit  et  l'équation  (80)  admet  une  solution  et 
une  seule  qui  est  représentée  par  la  formule  (81).  Les  autres  [)ro- 
jiriélés  de  la  résolvante  s  étendent  aussi  à  la  fonclion  F.  Il  en  est 
de  même  pour  un  noyau  non  borné  pourvu  que  les  novaux  qu'on 
en  déduit  par  des  itérations  successives  soient  Ixtrnés  à  p;irlir  d  un 
certain  rang. 

Le  cas  le  plus  intéressant  pour  les  applualions  est  celui  où  le 

noyau   K(M,   M')  est  de  la  forme    '      '  \, —  '  GOL  M')  étant  une 

MM 
fonction  bornée  sur  -.  et  y.  un  exposant  positif  inférieur  à  2,  de 
façon   que  les  intégrales  qui  figurent  dans  la  solution   précédente 
aient  des  valeurs  finies  lors(jue  /(  M)  est  bornée.  Dune  façon  géné- 

,           •            G             (;,      ,  , 

raie,  soient  ^^^^^  et deux  novaux  de  cette  espèce  ap[>artenant 

•  MM  "^       ^^^ 
aux  exposants  a  et    i  respectivement.  Nous  allons  montrer  (jue  le 
novau 

(84)  F(M,M')=     /-0(>'-M.)0^;^M-\,,, 

,;/v,  MM,^M,M'^ 

est  un  novau  de  même  espèce  a|)|)arteiiant  à  l'exposant  7.-+-  |i —  2, 

c'est-à-dire  que  le  produit  F(^L  M')MM'  reste  borné,  lorscpie 

la  distance  MM'  est  infiniment  petite  (  '  ). 

Siij)posons   d'abord   que   la    surface  -  soit   plane;   on   désignant 
par    z,    z'    les    distances    d  un    point    Nariablc    I'   aux    deux    [xuiits 

fixes  M.  M  ,  liMil   i(\ieiit  à   tlémontrcr  (lue   1  inlci;rali'    /     — -^  est 

'  •    ï  ?'?''^ 

iidinie  comme  |  |  lorsfpn-  M    tend  vers  M .  Suil  (  >  le  cercle 

de  rayon   2M^r  décrit  du   pninl    M    pour  centre:    il    partage  ï  en 

(^  )  Celle  inclliodc  csi  due  ;i  M.  ll.i<luiiiiirii  1  coir  llcvwnfxl  ci  i'réciici.  Nuli'  l). 
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deux  portions,  une  partie  intérieure  S'  et  une  partie  extérieure  S". 
L'inléerale  étendue  à  Z'  (;st  couinarahle  à     /      — ^,5  car  le  rap- 

port  —  reste  compris  entre  -  et  -  lorsque  l*  dt'crit  ^'.  ou  à  l'inté- 
'  p  ^  7.       i  ' 

lirale   simple    /       Ç —  en   désignant    par   II    un   nombre   posilit 

assez  grand  pour  (pie  le  cercle  de  ravon  R  et  de  centre  M  ren- 
ferme S  .  Elle   devient  donc  infinie   comme  (  )  >   lorsqu 


MM7  ^1"^ 

MM'  tend  vers  zéro,  si  a  +  ,3  >  2  et  comme  log(MM'),  si  a  +  [i  =  2. 
Quant  à  l'intégrale  étendue  à  S',  une  transformation  homothétique, 
qui  transforme  le  cercle  C  en  un  cercle  C|  de  rayon  un,  avant 
pour  centre  le  point  M,  la  ramène  à  une  intégrale  de  même  forme 

étendue  à  ce  cercle  (J!,  multipliée  jtar  (  rTrp  )  >  et  la  nomelle 


intégrale  a  une  valeur  finie  indépendante  de  MM'. 

La  démonstration  s'étend  immédiatement  à  une  surface  quel- 
conque S,  si  l'on  peut  lui  faire  correspondre  point  par  |)oinl  une 

surface  |)lane  ï,  de  telle  f.içon  que  le  ra[)port  ^rrrr,  des  dislances  de 

deux  |)oints  correspondants  de  -  et  de  S  reste  compris  entre  deux 
limites /J05///fe5,  ainsi  que  le  rapport  des  éléments  correspondants 
des  deux  surfaces.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  une  portion  de  surface 
régulière  si  Ton  peut  la  projeter  sur  le  plan  tangent  en  un  de  ses 
points,  de  façon  qu'en  prenant  ce  j)lan  langenl  pour  plan  des  X)', 
elle  soit  re|)résentée  par  une  équation  de  la  lorme  .:;  ^J(^x,  i'),  la 
fonction  /{jc,  y)  étant  continue  et  admettant  des  dérivées  conti- 
nues du  premier  ordre. 

Considérons  maintenant  une  surface  queleoiKjue  S  régulière  et 
un  point  M  de  cette  surface.  Décom|)osons  S  en  deux  parties  S',  S', 
la  |)ortion  S'  entourant  le  point  M  et  satisfaisant  à  la  conditictn  prt'"- 
cédente;  M' étant  un  jxuiil  iiiliiiimeiit  voisin  de  M,  mnis  pouvons 
le  supposer  à  l'intérieur  d  une  eourhe  C  entourant  le  |)oint  M, 
située  dans  la  région  S',  et  n'avanl  aucun  point  commun  avec  la 
frontière  de  S'.  Il  est  clair  (jiie  linlégrale  (!^i  )  «ieiidiie  à  S  a  une 
valeur  Unie  et  nous  venons  de  xoir  que  I  iiit<'gi;de  l'-leiidue  à  S'  est 

infinie  comme  (  rrrp  )      '        Inr^ipie  la   di-laiice  MM'  esl  inliiiiment 

pelite. 
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Cela    posé,    si    le    nojau   K(AI,  M')  est   infini  comme   (  irirr/ ) 
lorsque    M   et    M'    sont    confondus    (a-<2i.    le    jiremier    no^au 

itéré  K'-^(M,  M')  reste  fini  pour  MM'^  o,  si  a  est  inférieur  à  un 
et  est  d'ordre  r>a  —  ■>  si  a  >  i .  On  voit  comme  plus  haut  (n"  561  ) 
(jn'on  arrivera  à  nn  novau  horni'  au  bout  d Un  nombre  (ini  d  itéra- 
tions. Si  a  =  I ,  le  premier  noyau  itéré  est  infini  comme  log'i^MM'; 

et  le  second  noyau  itéré  est  borné,  car  le  produit  y/MM' log(MM') 
est  nul  pour  AIM'=  o. 


COMPLÉMENTS   ET   EXERCICES. 

1.  l-^quations  linéaires  {cf.  n"  ool).  —  Soit  zix)  l'intégrale  de  l'équa- 
tion linéaire  (?4)  qi'i  est  nulle  ainsi  que  ses  n  —  i  premières  dérivées 
pour  X  ^  Xq.  Remplaçons  x  par  s  dans  les  deux   membres  de  cette  équa- 

(  X  _y  \n     1 

tion,   multiplions   par  :—  et  intégrons   entre   les   limites  jr^  et  x. 

(n  —  I  ) ! 

Il  vient 

d"-i  z 


-h  o„-f(s){x  —  s)"-^  z{s)\  ds 

-i 5 r    /      f(s)(x  —  s)"-Uù. 

(n  —  i)'.  ./,._^  ^'    '^  ' 

Une  suite  d'intégrations  par  parties  permet  de  la  ramener  à  une  équa- 
tion de  Volterra  dont  le  noyau  a  pour  expression 

"(^'  *)=  ^n-xyV"  ^(')(-'^-'y'    '-^,  [a,.^,(s)(x-s)"-^]^... 

^i-')"-'  ^7^  lao{s)(x-sy-^]l 

Ce  noyau  est  nu  poKnonie  entier  en  .v  «le  degié /j — i  et,  daprès  le  n"  550, 
la  résolution  de  cette  équation  intégrale  se  ramène  à  l'intégration  dune 
équation  linéaire  qui  est  précisément  l'équation  adjointe  de  D{z)  =  o. 

Comparer  les  deux  solutions. 

2.  \  érifier  que  le  coefficient  de  X"  dans  le  d(''veloppenieiit  de  la  solution 
<le  l'équation  (  vsS  )  (n"  55^;  est  de  la  foifnc  indi(piée  au  bas  de  la  i)age  '333, 
les  fonctions 
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se  calculant  par  voie  de  récurrence  au  inoven  îles  formules 

g'n{^,y\-r,)=    I     K.iT.j;  v)ff'„_i(x,  v;r,)dv, 
G„(ar,7:  ï.  Tj  =    /       /     K{x,  y,  u,  v)Gn-^x(u,  v;  \,  r,)  du  dv 

-  ?      •    r. 

-H    /      K^x,  y:  u,r,  )gn-  \(  u,  r,,  '':,)du 

-^  j     ^{x.y:  t  f)^'„_,(î,  v;  Odv 

-^   I      Kiix,  y;  u)Gn-i(",  y,  '-,  r,)  du 

-ni     Ki(x,  y;  v)Gn-\{oc-,  v:  \,r,)dv 

-r-K,(:r,j;  \)g'„-x{^,  y\-^x) -^  K.i{x.y\  r,)gn-x{x,y;  "z,). 

3.  Note  de  la  page  343.  —  Soit  /(a",  y)  une  fonction  des  deux  va- 
riables ar,  y,  définie  dans  un  domaine  D,  continue  en  tout  point  d'un  seg- 
ment de  droite  AB  parallèle  à  Oy,  situé  à  l'intérieur  de  D,  y  compris  les 
extrémités  (a7o,  y»)  et  (3-0,^1).  A  tout  nombre  positif  t^  on  peut  associer 
un  autre  nombre  r,  {ne  dépendant  que  de  ej,  et  tel  que  l'inégalité 
\x  —  Xo\<r^  entraîne  l'inégalité  \f{x,  y) — /{xq,  y)\<^i  y  ayant 
une  valeur  quelconque  dans  l' intervalle  {yo,  yi). 

Si  la  fonction  fix,  y }  n'a  pas  de  points  de  discontinuité  infiniment  voi- 
sins du  segment  AB,  il  suffit  de  prendre  un  domaine  0,  renfermant  AB  et 
ne  contenant  aucun  point  de  discontinuité,  et  la  propriété  résulte  immé- 
diatement de  la  continuité  uniforme  de /{x,  y)  dans  0.  Mais  il  peut  se 
faire  que  /(x^  y  )  ait  des  points  de  discontinuité  infiniment  voisins  de  .\B. 

Prenons,   par  exemple,  /(x.  y  )  =  x  &in-  pour  j'  ^  o  el /(x,  o  )  =  o.   La 

fonction  est  continue  en  tout  point  de  Oy,  et  tous  les  points  de  Ox,  sauf 
l'origine,  sont  des  points  de  discontinuité. 

Sans  faire  aucune  hypothèse  sur  les  points  de  discontinuité  de  /(x,y}, 
supposons  que  la  proposition  ne  soit  pas  exacte.  En  procédant  par  subdi- 
visions successives  de  l'intervalle  (^0,^1)  et  en  raisonnant  comme  on  l'a 
déjà  fait  plusieurs  fois  (I,  n"  8),  on  démontre  qu'il  existe  un  mimlirc  r  de 
cet  intervalle  tel  que  le  théorème  est  inexact  dans  l'intirvidlc 

(r  —  0,  o  -I-  p), 

aussi    petit  qui.-   soit  le   nombre  positif  p.    Or,    cela   est   incouipatible  avec 
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rii\poilièje  que  la  fonction  est  continue  au  point  (xq,  c).  Kn  efl'et.  on 
pouiiait  alors  trouver  deux  nombres  r/,  r",  moindres  en  valeur  absolue 
qu'un  nombre  positif  r,,  cboisi  aibilrairement,  tels  qu'on  ait 

|/(  .r„  -T-  r/'.  c  -+-  t/ )  — /(  :ro,  c  -f-  t/)|  >  £. 

Or.  celle  dilTércnce  peut  s'écrire 

/(.ro-^  r,".  c  -^  r,')  — /(.ro,  c  )  -+-  [/(.r„,  c)  — /(.r^,  c  —  r/)] 

et  la  valeur  ab>idne  de  cliacuiie  des  dinércnces  est  inférieure  à  ->  si 
l'on  a  "^/--+- v-,"- <  À-.  A  ne  dépendaiii  que  de  z. 

4.   làudier  l'équation  de  première  espèce  (33)  en  sup[iosanl 

(.V  —  s)"- 


K{x,  s)  =  aij(x)-h  ai(x){x  —  5)  -h.  . .-+-  a„(^) 


H 


En  posant  z(x)—  —    j      (x  —  s  )"  (f{x)  ds,  on  est  conduit  à   une  èqua- 
tion  dillérentielle  linéaire 

«o(.r)  ^  ^  «1  (^)  Jt^  ^--  .  .  +  «/,(^)-(^)  =/(^), 

dont  il  faut  trouver  une  intégrale  qui  soil  nulle,  ainsi  que  ses  n  premières 
dérivées,  pour  a- =  o.  La  dérivée  (n-i-i)'""'"  donne  la  fonction  cher- 
chée o(x).  [On  suppose /(o)  =  0,  la  fonction /(ar)  ayant  une  dérivée 
continue,  ainsi  que  les  coefficients  «/(a;).] 

5.   Lfjuatioii  de  deuxième  espèce  à  deux  limites  variables.  —  L'équa- 
lion  intégrale 

o(x)  =  f(x)-\-l   I  K(x,  s)o(s)ds, 

(111  'I/i  et /io  sont  deux  fonctions  continues  dans  l'intervalle  ( — 6,  b),  et 
moindres  que  b  en  valeur  absolue,  peut  être  considérée  comme  un  cas 
spécial  de  l'équation  de  Fiedholm,  où  le  noyau  K{x,  y)  est  nul,  lorsque  y 
n'est  pas  compris  dans  l'inlervalif  1  ij,  '!/..).  Lorsque  les  valeurs  absolues  |di|  | 
et  \<iit\  ne  dépassent  pas  \x\,  la  résolvante  est  une  fonction  entière  de  / 
comme  dans  le  cas  de  l'équation  de  Volterra.  11  suffit  de  comparer  l'équa- 
tion à  une  érpiation  auxiliaire  de  la  forme 


'P(x)='S-hl  f      M'P(s)d^ 


f|ui  admet  la  solution  .N  t'-' *' I  '  I . 

(i.   /li'soludon  de  l'équation  de  première  espèce  par  approximations 
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successives.  —  On  considère  l'équation  plus  générale 

/^■>'  -.  ' 

/      K  (  s.  s  »  '^  '^  j  I  (Is  -r-  >.    /      [  K  (  .r.  .V  )  —  K  (  .V.  s  )\■■:>^  s  )  ds  =  f<  s  ), 

et  l'on  cherche  une  solution  formelle 

Ç(X)=  0(,(T}^  /.v,(  ./■  .—  ..  .  -*- A"  9„  (>  )  — 

En  supposant  K('o.  o  )  =-:  o.  (iu  Irouvo  une  série  convergente  qui,  pour  >,  =  t , 
est  identique  à  la  solution  di;  \'ulterra. 

On  peut  aussi  appliquer  la  niéine  niélliode  dans  le  cas  de  l'équation 
d'Abel  généralisée  i  K.   ricAiin.   Comptes  rendus,  t.   139,  l'i  juillet  1904;. 

7.  Équation  de  Volterra  à  plusieurs  variables.  —  La  résolution  de 
l'équation  de  seconde  espèce  {■x>^}  peut  se  ramener  à  la  résolution  succes- 
sive de  deux  équations  de  la  forme  ('i)  et  d'une  équation  de  la  forme  (27  1. 
Écrivons  l'équation  (  .>8  1.  en  supposant  À  =1, 

o(:r,  j;=   j     l\i(  x,  y;  l)'^i\,  y  )  d'z^^S  (x,  y), 

N'iar,  yt  désignant   l'ensemble  des  autres   termes.  Si  l'on  considère,   dans 
cette  équation,  y  comme  un  paramètre,  on  en  tire 

'■j{x,  y)  =  \(x,  y)^    l     Six,  y\  u)\(u,  y)du, 
-  0 

S(x,y;  U)  étant   une  fonction   connue.  Cette   nouvelle  équation  est  de  la 
forme 

cp ix.  y  I—   I      Koix,  y;  rj:^(x,  r,  1  rfr, 

«-0 

/'i  Cl  H  étant  lie-  fcjnctioiis  connues.  En  désignant  par  Wfa-,  ^r)  le  second 
membre,  on  tire  encore  de  cette  relation 


r 


o(x,  yi=^  \\(x,y)^   j     T(x,y]  v)\\(x,  i)  dv, 

Tétant  mit;  fonction  connue.  I.nlin.  en  remplaçant  \N  par  son  expiession. 
on  aboutit  à  une  équation  de  la  forme  (■?.-)  (  \'oi.ri;itu a.  Leçons  sur  les 
équations  intéirrales,  p.  76^. 


CHAPITRE  XXXI. 

L  ÉgUATlON    DE    FREDHOLM. 


I.  —  LKS  THÉORÈMES  DE  FREDHOLM. 

oGi.  Aperçu  d'une  méthode  d'induction.  —  On  a  remarque, 
dans  l'élude  des  équations  différentielles  (11,  n"  392),  (|iie  la  pre- 
mière mélhode  de  Gauchy,  celle  qui  consiste  à  regarder  une  équa- 
tion différentielle  comme  limite  d'une  équation  aux  difi'érences, 
permettait  en  général  de  définir  l'intégrale  dans  un  champ  plus 
étendu  que  les  autres  méthodes  d'intégration.  Elle  se  manifestait 
donc  à  cet  égard  comme  la  plus  puissante.  C'est  en  partant  d'une 
idée  analogue,  déjà  utilisée  par  M.  Volterra,  que  M.  Fredholm  a 
pu  résoudre  l'équation  intégiale  de  seconde  espèce  pour  des 
valeurs  quelconques  du  paramètre  X.  Dans  son  Mémoire  fonda- 
mental (Acta  matliematica^  t.  XXVII,  190?),  p.  365),  il  a  exposé 
d'une  façon  synthétique  les  résultats  trouvés  par  induction,  en 
vérifiant  que  les  expressions  obtenues  donnaient  hlen  la  solution 
du  prohlème.  Nous  suivrons  une  méthode  mixte,  en  ulliisanl  le 
dé\('lopp('ment  déjà  obtenu  de  la  lésolvante. 

Pour  résoudre  l'équation  de  seconde  espèce 

(I)  «>(^)=À   f    K{x,s)^{s)ds-^f{x\ 

où  le  noyau  K(.r,  y)  est  supposé  borné,  remplaçons  l'intégrale  du 
second  membre  par  la  somme 

li\  K(,r,  Si  jo,  -i-  K(.r,  S2)«?2H-.  ■  .-i-  K(.r,  5„)tp«], 

où  l'on  a  pt)sé,  j)our  abréger, 

,        h  —  a  ., 

Il  =  — —  j  Si  =  a  -\-  ili,         (f,=  o(s,)         (  f  =  I ,  -2,  .  . . ,  n  ). 
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L'équation  (  i  )  est  ainsi  remplacée  par  l'équation  fonctionnelle 

(-2)  '^(X)  =  /(X)    -  y  [\\(X.   5,  j'i,  — .  .  .-f-  K(X,   A-„)-f„  |A. 

qui  permet  de  déterminer  cp,,  ':>-,,   ■  ■  .^  'fw  ^i  l'on  fait,  en  efTet, 

successivement  a:  =  5(,  x  =  s-j. /=  5„  dans  cette  écpialion, 

on  obtient  n  relations  linéaires  en  'i,,  'io,  .  .  .,  '5„, 

[  o,  —  /./([K(5i,  Si)  7i-(-  W(st,  Si)  'i,  -i-...  -h  K(S,,  Sn )o„\=/u 

(    '^„—  ).//[K(s„,    Sirfl^    K(5„.    52)'i2-^.  •  .  —   K(.V„,   5„)'p„]  =:/„. 

Les  expressions  de  'i|,  'Jj.  .  .  .,  'i,,  déduites  de  ces  é(|u;ilions  se 
présentent  sous  forme  de  fractions  ajant  pour  dénominateur 
commun  le  déterminant 


(4)  D„(X)  = 


■XK(A|,s,)A       — À  K(si,  .«;.>)/*       ...       — lK(Si,  s,i)h 
X  K  («2 ,  5]  )  //     1  —  A  K ( 52,  52)  //     ...       —  >  K  (.«2 ,  -y,,)  h 


X  K(s„,  Si  )h      —  '/.K(s,i,  s->)Ji      ...      I  —  X  W{s„,  s„)h 


le  numérateur  de  cp/  est  de  même  un  déterminant  d'ordre  //,  l^',(X) 
qu'il  est  inutile  d'écrire.  Supposons  maintenant  rpie  les  deux 
nombres  n  et  i  augmentent  indéfiniment  de  façon  que  .v/  tende 
vers  un  nombre  x  compris  entre  a  et  0.  11  est  possible  de 
démontrer  en  toute  rigueur  que  D„(a)  et  D^,  (â)  ont  poui-  limites 
deux  fonctions  entières  de  À(').  Mais  nous  ne  considérons  ce  pro- 
cédé que  comme  un  moyen  d'imluelioti,  et  nous  allons  clicicbcr 
seulement  ce  que  de\ieMl  le  déterminant  I)„(a)  loixpic  //  ctoit 
indéfiniment. 

060.   Les  fonctions  I)('a)  et  I)(        à).  —  Il  est  cominuilc.  pour 

sim|)lifier  l'écriture,  d'employer  la  notation  abrégée  suivante,  due 
aussi  à  M.  Fredholm;  (Uant  donnés  deux  systèmes  de  //   \ariablos 

^■'■l-     ': '■>,   <  '■•  <7l-  J-1 yn'h 


(')  C'est  ce  (|u'u  l'iiii  M.  Ilillx'il  (hni'-  ^cs  luciiiicts  Triiviiiix  sur  ce  sujet  (h'rste 
Afitteilung,  Gottini^en  Nacluiclilen,  i(><)'i). 

G.,  III.  i4 
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•  ^11 


K(.r.,,  ji)     K{x.i,  y-i) 


K(.r„,ji)     K(r„,j2) 


la  variable  Xi  figure  dans  loiis  les  éléments  de  la  /"'""'  ligne  et  dans 
ceux-là  seulement,  et  la  variable  y^  dans  tous  les  éléments  d<' 
la  /,"^'"'"  eolonne  et  dans  ceux-là  seulement.  11  s'ensuit  que  si  l'on 
permute  les  variables  (jr,,  Xk)  ou  les  variables  (j'/,  jKa),  le  détermi- 
nant change  de  signe;  il  ne  change  pas  si  l'on  permute  les  deux 
couples  de  variables  {xi^yi)  el{xic  yh)-  On  peut  donc  écrire  les 
n  couples  de  variables  (xi,y,-)  dans  un  ordre  arl)itraire  sans  changer 

.  *  .  "  f  y*  \  or  A        X    ^\ 

la  valeur  du  déterminant.  En  particulier,  la  fonction  K.(         "'"    '  ) 

\'''"l  •''"2  •  •  •  ^n! 

est  une  fonction  symétrique  de  x^^  x-,^  .  .  .,  x,/. 

Cela  posé,  imaginons  qu'on  développe  D„(À)  sui\aut  les  puis- 
sances de  a;  on  obtient  tous  les  termes  de  degré/?  en),  en  jirenant 
tous  les  déterminants  d'ordre  p  déduits  de  D^,  en  supprimant  les 
lignes  et  les  colonnes  qui  renferment  n — p  éléments  pris  arbi- 
trairement dans  la  diagonale  principale.  Le  coefficient  de  ( — \)PtiP 
est  donc  égal  à  une  somme  de  déterminants  d'ordre/?  tels  que 

/SiS-2  .  .  .  S,, 


2  •  .  •  5/,  \ 
2...W' 

or,  le  produit  de  ce  déterminant  par  /if  est  un  des  éléments  d  une 
somme  qui  a  pour  limite  l'intégrale  multiple 

et  cet  élément  ligure  p  1  fois  dans  cette  somme.  [)ui>qiie 

Si  s.,  .  .  .  S,,J 

est  une  fonclion  svmétricjiie  de  5|.  .Vj,    ....  .</,.  Il  en  est  évidem- 
ment de  même  de  tous  les  déterminants  analogues  et,  |)ar  suite,  le 

cocClicicnt  de  (  —  'k)p  dans  le  polynôme  D,, (  ).)  a  poui-  liiuilc  —;  \ p 

lors(jue  n  augmente  indélinimeut.  Nous  sommes  dtinc  conduits  à 
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considérer  la  st-rie  enlicre 
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r'' 


\ 


qui  est  convergente  |iour  toute  v;tleiir  de  A.  En  elTel,  d'après  un 
théon'-me  de  M.  ITadaniard  (  l,  n°  oi)  l<"  coefficient  de  A"  est  infé- 
rieur en  valeur  absolue  à  ^I"(6  —  a)"  — ->  M  étant  une  liniilc  supé- 

^  n  .  ' 

rieure  de  |K.(^,  y)\\  or,  la  série  dont  le  terme  général  est  égal  au 

produit  de  A"  par  l'expression  précédente  est  convergente,  car  le 

,      ,  •    ,       .  (.    M  (  A  —  ^  )  - 

rapport  de  deux  termes  conseculirs  — =^^  /. 

\//i  —  1 

vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment. 

Nous  allons  maintenant  vérifier  que  le   produit  de  la  lonction 

entière  1)(a)   par   la    série  (jui  représente  la  résolvante  (n"  oo9) 

est  encore  une  fonction  entière  de  A.  Soit  13/        a  ]  la  série  entière 

en  A  obtenue  en  faisant  ce  produit,  (jiie  nous  écrirons,  par  analogie 
avec  le  développement  de  D("a), 


I  \  «  , 

-       tend 

n) 


(G;    D 


y 


A    =  \:{x,  y\  À)D(À)  =  K(ar,  y)  ^ 


VL 


/.  )i' 


c„(-r^r)- 


p=l 


f^e  coefficient  C^ (a?,  j)')  s'exprime  immi-diatemeni  aii  moyen  des 
noyaux  K(x,y),  R'^^(a:,  j)--),  ...  et  des  coefficients  de  la  série  (5), 
mais  on  parvient  plus  facilement  à  l'expression  délinitive  de  ce 
coefficient  en  se  ser\ant  de  l'équation  fouc  ionnelle  (61))  (n"  559)  à 
laquelle  satisfait  la  n-solvante.  l'^n  multipliaiil  les  deux  membres 
par  D().).  cette  équation  devient  eu  ellet 


(7  I 


r)(^    XJ=.K(:r,^)D(A)  +  X  /"    W{.r.s)D(^-^^ 


À    c/s. 


et  en  égalant  les  coeffieienls  de  K''  d.ni-  le^  deux  membres,  on 
obtient  une  relation  de  récurrence  enire  deux  eoellieients  consé- 
cutifs 

(8)  (:,Aj:,y)  =  Wix,y)r,,—  /.  I     K  (  ./•,  .<  j  C,,    ,  (  .v,  y)cLs, 
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Cp  étanl  le  coefficient  correspondant  de  D(a).  En  faisant  succes- 
sivement/) =  i .  2,  ...,  on  vérifie  aisément  que  les  premiers  coeffi- 
cients C|.  Co,  j)eii\ent  s'écrire 


pour  vérifier  que  la  loi  est  générale,  il  suffit  de  montrer  que  les 
intégrales  multiples 


vérifient  la   même   relaliou  de  récurrence  cjuc   les  coefficients  Cy, 
puisque  Ci  et  I)   sont  idcnticjues.  Or,  si  Ton  développe  le  détei- 

minaiit  K  (""'■■  ■    ''  )    i)ar    rani)()rt  aux   éléments   de    la    première 

ligne,  ce  déveloj)j)emeut  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  des  re- 
marques antérieures, 


^f,;;;::;:;;)=K(-,r)K 


^•'•••^/')_k(.,,,,)k(^"^'-^^----^/ 

y  Si.,  .s. 


\siy...SjjJ  \si...y 

Multiplions  les  deux  membres  par  (/s^ds^  .  .  .  dsp  et  intégrons 
eutre  les  limites  a  cl  b:  en  observant  cpie  la  \aleur  de  ces  inté- 
grales multiples  ne  dépend  pas  de  la  notation  adoptée  pour  les 
variables  d'intégration,  on  parvient  précisément  à  la  relation 

h>(^^y)  =  ^(^^y)c,,-p  I      lv(,r,  s)i,,.t(s,r)ds, 

toute  pareille  à  la  relation  (8)  (pii  lie  C^_i  et  C,,.  ï/,x  ju'opriété 
énoncée  est  donc  établie,  et  la  série  obtenue  en  faisant  le  produit 
de  D(a)  par  la  résolvante  a  pour  expression 

Le  second   membre  est  une  série  convergente  cpiel  (pie  soit  X, 
car  la  valeur  absolue  du  terme  général  est  iurérieiire,   d'après  le 


tliéoi 


llada 


AI/'»' 


{b  —  a)P{p  -\-i)  -  \'k\p.  La   résol- 
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vante  est  donc  le  quotient  de  deux  fonctions  entières  en  a 


3-3 


(lOj 


liT.  y;  l)  = 


c'est-à-dire  une  fonction  méromorp/ie  du  paramètre  a;  résultat  ca- 
pital, qu'il  paraissait  difficile  de  prévoir  a  />riori  {xo'ir  Exercice  1). 
Il  est  maintenant  hien  facile  détendre  à  toutes  les  valeurs  de  A 
qui  n  annulent  pas  la  fonction  I)().  )  la  solution  donnée  dans  le 
Chapitre  précédent  pour  l'équation  de  seconde  espèce.  On  peut,  en 
elïet,  adjoindre  à  la  relation  {-)  la  relation  de  même  forme 

(7)'  d(^    }}j  =  Kix,y)D(\)H-;.   f    K(^,j)D('^    l\ds, 

qui  s'établit  de  la  même  façon.  En  divisant  ces  deux  relations 
par  D(a),  on  retrouve  les  équations  fonctionnelles  (6o)  et  (6i) 
du  n"  559,  qui  caractérisent  la  résolvante,  où  Ion  aurait  rem- 
placé r(^x,y,  a)  par  son  expression  (lo).  Les  raisonnements  de 
ce  paragraphe  conduisent  alors  au  premier  théorème  de  Fredholm  : 

Si  J.  /l'est  pas  racine  r/e  V équation  D().)  =  o,  l'équation  de 
seconde  espèce  (i)  admet  une  solution  et  une  seule  (jui  est 
donnée  par  la  form u Ir 


(<>) 


?(^)=/( 


)ds. 


On  démontrerait  tout  pareillement  (juc  l'équation  de  seconde 
espèce  associée  à  ré(|ualion  (  i), 


(19.) 


'b(x)  =  't.   I      K( s,  x)'\i(s)  ds -i- g-(x) 


admet  une  solution  et  une  seul*;  r(q)résenlée  par  la  Ibiinule 


(«3j 


'l(X)  =  i,'{x) 


1J(À 


ir  (  s  I  ds. 


(jCs  formides  se  dé-duisenl  des  foi  nndcs  (5())  et  (6)  )  du  n"  559 
en  y  remplaçant  V[x,   y;   /.)   |>ar  ï— —  D(        X),  c'esl-à-diie  par 
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rexprcssion  analjliqiic  de  ]a  résolvante  qui  est  valable  dans  tout  le 
f>lan  de  la  variable  A  (  '  ). 

5(5(3.  Développement  de  t)'(  a)  :  D(a).  —  La  dérivée  logarith- 
mique de  D(a)  a  iiii  développement  1res  simple  dû  aussi  à 
M.  Fredholm.  Pour  j  parvenir,  remplaçons  x  et  y  par  5  dans 
Tidenlilé  (6)  et  intégrons  les  deux  membres  entre  les  limites  a 
et  b.  D'ajirès  la  formule  (9),  l'intégrale  du  premier  membre  est 
précisément  — D'(a);  pour  avoir  l'intégrale  du  second  membre, 
supposons  r(j7,  j-;  a)  remplacée  par  son  dévelopjiement  suivant 
les  puissances  de  A  et  |  a|  inféiieur  au  rayon  de  convergence  de  cette 
série.  On  peut  alors  intégrer  tei^me  à  terme,  ce  qui  donne 

/     r(s,  s\  \)  ds  =  Ai-H  A2X  -4-. . .-+-  A„X«-i-i-.  . ., 

en  posant,  d'une  façon  générale, 

l  A„=    /       /      •••    /     K(si,  so)K{s2,  S3)...K(s„,  st)dsi  cfsi.  .  .  ds,t 
/    ,     ]  ^  Il     ^  <i  'il 

/         =    r    K'^"U,s,  s)ds 

et  nous  obtenons  la  nouvelle  relation 

^'^^         ^^=-G(X)  =  -(A,--A2À^-...-4-A„X"-'4-...). 
On  en  tire,  en  intégrant  et  observant  que  D(o)  :=  i, 

Les  nombres  A,,  Ao,  . . .,  A«,  . . .  qui  figurent  dans  ces  formules 
s'appellent  les  //'«ce5  successives  du  noyau  K.(x,y).  Il  est  clair  que 
les  formules  (i5)et(j6)  ne  sont  applicables  que  si  |a|  esl  infc-rieur 
au  plus  petit  des  modules  des  racines  de  Técpialion  D(a)  =  o. 
Mais  si  l'on  dévelopjie  le  second  niembrede  la  foiinule  (i())  suivant 
les  puissances  de  A,  on  doit  retrouver  forcément  la  série  (5),  et  par 
suite,  le  coefficient  de  A"  dans  cette  série  est  un  poljnome  entier 

(')  Dans  tout  ce  (|iii  va  suivre,  nous  supposerons  les  variables  réelles,  mais  le 
noyau  peut  prendre  des  valeurs  complexes.  Il  n'y  a  rien  à  changer  aux  raisonne- 
ments, car  le  ihéorcme  d'iladamard  s'applique  aussi  aux  déterminants  à  éléments 
imaj;inaircs  (  voir,  par  exemple,  ^^  ihtingi-Ii.  Buf/eli/i  des  Sciences  nialli.  1907, 
p.  170). 
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parrapj)orl  aux  traces   V,,  V^.  ...,  V„,  ce  qu'on  peut  vérifier  direc- 
lemenl  {Exercice  2).  f.e  coefficient  de  A"  dans  D 


y 


■}' 


exprime 


donc  lui-même  au  moven  de  A,,  Ao,  . . .,  A«  et  des  noyaux  R(a^,y), 

K'2;(^,  j\  ....  K  «+'  (x,y). 

Exemples.  —  ()n  a  cilé  plus  liant  (  n"  o."9  i  un  certain  nombre  dexemples 
où  la  résolvante  est  une  fonction  entière  de  À.  Il  est  facile  de  vérifier  (jue 
l'équation  coiresjjondante  D(À):=o  n'admet  aucune  racine.  Ainsi,  dans 
une  équation  de  Volterra,  on  doit  supposer  K{x,  y)  =  o,  pour  y'^x;  il 
s'ensuit  que  toutes  les  traces  du  noyau  sont  nulles  sauf  la  première.  En 
effet,  l'un  au  moins  des  facteurs  du  produit  K(5|,  s-i) . .  .  K(5„,  Si  )  est  nul. 
sauf  si  l'on  a  5]  =  «2  =  ...  ^  */j.  La  fonction  de  n  variables  soumise  à  l'in- 
tégration est  donc  nulle  dans  tout  le  champ,  sauf  sur  une  multiplicité  à 
une  dimension  de  ce  champ,  et  l'intégrale  est  nulle.  On  a  donc  D(X)  =  e— '*'', 
et  le  résultat  serait  le  même  pour  un  noyau  orthogonal  à  lui-même. 

o67.  Les  mineurs  de  D(À).  —  Toute  racine  A  =  c  de  Véqua- 
tion  DO.)  =  o  est  un  pôle  de  la  résolvante.  — ■  En  effet,  si  m  est 

Tordre  de  multiplicité  de  cette  racine,  le  numérateur  D(      \\\  ne 

peut  être  divisible  par  (a  —  c)"^,  car  il  en  serait  de  même  de  D'(a), 
d'après  l'identité  déjà  signalée 


^•7) 


D'(X)=  —   f   d(^[    l\ds 


La  formule  (pu  donuf;  la  solution  de  l'écpiation  de  seconde 
espèce  n"a  donc  plus  de  sens  lorsque  7.  est  racine  de  l'écjuation 
D(a)  =  o.  Pour  traiter  ce  cas  exceptionnel,  Fredholm  le  consi- 
dère encore  comme  un  cas  limite  d'un  système  de  n  équations 
linéaires,  oii  le  chiii  niiiuini  des  coefficients  des  inconnues  est 
nul,  lorsque  le  nomhie  /t  au;:;uienle  indéfiniment.  Il  est  ainsi 
conduit   à    introduire   de    nouvelles    fonctions   entières   analogues 

à    \)  (       À),    et    qu  il    apj)ell(!    les   mineurs   de    D(/.j.    Le    mineur 

dOrdre  n  est  défini  par  la  série  convergente 


^/x,x,...x„    .\^^/x,x,...x,, 

-2^.r./"-/'^C;::::;:::::::)*.---.; 
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le  théoiriiu'  (l'iladaniarci  prome  encore  que  le  second  membre 
esl  une  fonction  enlit'-re  de  X  lorsque  le  noyau  est  borné.  Ces 
mineurs  véi'ifient  une  équation  fonctionnelle,  dont  la  relation  ('j) 
n'est  qu'un  cas  particulier,  et  qui  s'établit  directement.  En  déve- 
loppant le  déterminant  K(  ''"  "'■••/'  1  suivant  les  éléments 
^'  \yi.  ..y„Si...s,J 

de  la  première  ligne,  on  trouve 


/a"|  .  .  .  X,i  4'|   .  .  .  S p 

\y\-  ■  ■  v„.«i . . .  s,, 


=       K(.r,,j-,)K 


—  K(a?i,  Si  )  K 


.^n-'<\  ■  .  -S 

.YnXi  ■  ■  ■  S 

X.,  .  .  .  .r„     Si 
,71  .  .  .y„-iSi 

SiX-i  .  .  .  X„Sj 
S/,  T.2  . 

y\yi-y 


) 

„Sy    .   .  .  Sp-l  } 


Sp    \ 


pour  avoir  le  coefficient  de  K(.r,,  5/),  on  commence  par  permuter 
la  première  et  la  («4- /)"""'  colonne,  ce  qui  change  le  signe  du 
déterminant,  puis  on  amène  le  couple  {si^Yi)  à  la  première  place 
dans  le  uiineur  qui  correspond  au  premier  éb'ment  K(.ri,  Si). 
Mnlliplions  les  deux  membres  de  1  égalité  précédente  par 


(—>>)'' 


dsi  ds,  .  .  .  dsp. 


et  intégrons  de  «  à  h  pour  chacune  des  variables  .v,;  faisons  ensuite 
la  somme  des  égalités  obtenues  en  faisant  varier  p  de  1  à  -f- oc,  et 
de  l'égalilé  précédente,  où  l'on  fait  p  =  o.  (^n  parvient  à  la  rela- 
tion demandée 


'  Xi  x,  .  .  .  x„ 

yiy-i  ■  ■  -y» 


\y\ 


('9) 


-K{xi,y,)\y(-[y''^r' 

\.ri  ■  ■  -yn  l\   / 

+  X    r'K(.r,,  l)\)(    '  ^•^••••^■''    l\dt. 


l'.ii  di'veloppant  le  délerminant  K  (  "  '  '    "  "  "   "  •  •  •  •  /<  j  pg,.  rapport 
;ni\    ('■li'uicnts   de   la    pieniièic   colonne,   on    parvient   de   la   même 


.'•«A|   .  .  •  Sp 


façon  à  la  relation 
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(20) 


^j  2.1  -i  •  •  ■  y  II  I 


(-i)''-'K(j-„.j',)D 


.r,  . .  .  x,i-\ 

yt-'-yn 


,  '„  \    <    J  2  •  •  •  J  «  / 


De  la  formule  (iB)  on  lire  aussi,  eu  rcni|)laç<inl  j',  par  J^",,  nuil- 
liplianl  les  deux  membres  par  dx^dx^  .  .  .  dx,t,  et  intégrant  entre 
les  limites  a  et  /v,  la  relation 


qui  généralise  la  relation  (17). 


f/"D(>.  ( 
dl"     ' 


068.  Équation  homogène.  Fonctions  fondamentales.  —  Lorsque 
A  n'est  pas  racine  de  l'équation  D(a)  =  o,  si  l'on  supposey(a:)  nul 
dans  l'équation  (1),  cette  équation  n'admet  pas  d'autre  solution 
que  '^{x)  =  o,  d'après  la  formule  qui  donne  la  solution  unique  de 
l'équation  de  seconde  espèce  dans  le  cas  général.  Mais  l'équation 
homogène 

r' 

(ii)  <5(.r)  =  c   /      K{x,  s)^(s)ds, 

'^^  Il 

où  D(c)  =  o,  admet  un  certain  nond)i'e  de  solutions  dillérentes  de 
zéro,  de  même  qu'un  système  de  //  écpialions  linéaires  et  homogènes 
où  le  délf'rniiMiuil  csl  nul  admcl  des  solutions  non  loiilc^s  nulles. 
Soit  m  l'ordre  de  multiplicité  de  la  racine  ).  ^  c  de  lécpialiou 
JJ(A)r=o;  cette  racine  j)eut  annider  (|uelques-uns  des    mineui-« 


d("'|c),     d(^"^-^    c). 

Vrt  I      /  \jl72        / 


idciil i(jtirnif'/il ^  cCsl-a-ditc  (piclles  ipic  soieni  !(•>  xalciii^  alln- 
l)u«''es  aux  variables  x,\,  y/,,  mais  ellr  ne  peiil  anuidci-  idculnpie- 
ni(;nt  tous  les  iniiinirs  du  preniifr  oïdic,  du  di-iiMcnir  ordic,  etc., 
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jusqu'à  celui  d'ortlre  m.  En  elîel,  les  dérivées  D'()v),  D"(a),  .  .  ., 
D''"'(X)  seraient  nulles  pour  a  =  c,  d'après  la  relalion  (ai),  ce  qui 
esl  impossible.  Nous  pouxons  donc  adniellre  que  le  mineur 
d'ordre  n  n'est  pas  identiquement  nul  pour  X  =  c,  et  que  tous  les 
mineurs  d'ordre  inférieur  à  n  sont  identiquement  nuls  pour  "a  =  c; 
le  nombre  n  peut  être  égal  à  un,  et  il  est  au  plus  égal  à  ni. 

Ce   nombre  n  ayant  été  pris  comme  on  vient  de   le  dire,  soit 
(;,,  Tt/t)  un  système  de  a/î  valeurs  numéri(|ues  telles  que  le  mineur 


=  D^j' 


■) 


ne  soit  pas  nul.  La  relation  (19)  devient  en  remplaçant  a  par  c, 
a;,,  ^2,  ...,  J7npar  x,  l.,  ...,  ç«et  j,,  j'.,  . . .,  ,r„  par  r,, ,  tj.,  ...,r,„, 
respectivement,  et  en  observant  que,  par  hypothèse,  le  mineur 
d'ordre  n  —  i  esl  identiquement  nul  pour  X  =  c, 

\r,|  r,2  .  .  .  r,„       /  J_^         ^  \  T,,  r,2  .  .  .  t,„       / 

On  obtient  donc  une  solution  de  1  (''(|ualion  homogène  (22)  en 
remplaçant  ç,  par  a?  dans  le  mineur  A,  et  il  est  clair  qu'on  obtiendra 
aussi  une  solution  en  remplaçant  ç,-  par  x,  puisqu'on  peut  amener 
le  couple  (;,-,  yi/)  à  la  première  place.  Nous  d(''signerons  avec  Fred- 
holm  par  fl>/(x)  la  solution  obtenue  en  remplaçant  ç/  par  ,r  dans 
le  mineur  A,  et  di\isant  ensuite  par  ce  mineur  A. 

Les  n  solutions  ainsi  obtenues  $,  (x),  . . .,  4>,, (x)  so/if  linéai- 
î^ement  distinctes.  Nous  avons,  en  effet,  d'après  la  relation  géné- 
rale (19), 


D 


et,  par  suite,  Imlf-grale 


esl   ('gale  à  un  pour  /  =:  1 ,  et  à  zi-ro  pour  /  >  1  .  D  une  façon  géné- 
rale, on  établit  de  la  même  laçon  (pie  rmlt-giale 


e    f    K(£„ 


S)  'V*i^{s)ds 
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est  égale  à  l'unité  si  /=  A.  et  à  zéro  pour  i^k.  Cela  étant,  suppo- 
sons qu'on  ait  entre  4>,  (:c),  ...,  *«(a;)  une  relation  linéaire  à 
coefficients  constants 


(23) 


ai<ï>i(:r)-r-a2*2(-'^) 


an'i\i(T)  =  0: 


en  miiltiplianl  le  premier  membre  par  R(ç/,  x)  et  intégrant  de  a 
à  b,  il  vient,  d'après  les  relations  précédentes,  <7/=:o.  La  rela- 
tion (28)  se  réduit  donc  à  une  identité. 

Toute  solution  de  l  équation  homogène  (22)  est  une  combi- 
naison linéaire  à  coefficients  constants  de^i,  $05  •••'  ^n- 

La  démonstration  de  Fiediiolni  repose  sur  une  remarque  géné- 
rale, dont  on  se  servira  dans  la  suite,  loute  fonction  'w(:r),  satis- 
faisant à  une  équation  de  seconde  espèce  (1),  vérifie  une  infinité 
d'équations  de  même  espèce  dépendant  d'un  nojau  arbitraire 
H(^,  s).  De  l'équation  (i)  on  déduit,  eu  elTet, 

j      \\(x,s)'^{s)ds  =  l    I        /      ÏUx,  s)K{s,  ()'J(t)dsdt-i-    1      U(x,s}/(s\ds: 

si  l'on  ajoute  cette  relation  à  la  première,  après  avoir  multiplié  les 
deux  membres  par  À,  l'équation  obtenue  peut  s'écrire 

(24)  cp(a:j  =  X   r    F(^,  :y)ç>(s)f/5-f-/(r)-h  À    f    H{x,s)/(s)ds, 

le  noyau  V{x,  s)  de  la  nouvelle  équation  intégrale  ayant  pour 
expression 

r'' 

(25)  F(x,s)  =  K(x,s)  —  n(x,s)-r- A  \1{X,  ()K(t,S)(t(. 

'-  Il 

Toute  solution  de  l'érpialion  (1)  esl  aussi  solution  de  ré(pia- 
tion(2/j),  quelle  que  soit  la  fonction  inlt'-grable  H(x,  5). 

Cela  posé,  soit  o(.r)  une  solution  de  l'écpiatiDU  liomogène  (22). 
I^renons,  dans  la  relation  (24), 


(^^6) 


H  (ar,  S) 


*•  fi  1 


les  constantes  (ç/,  ■f\i)  étant  prises  de   telle   façon  «pic   le   mineur 
d'ordre  n  ne  soit  |)as  nul. 
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Le  noyau  V{x,  5)  de  la  iioii\  elle  équation  int»^j;rale  (2 /i)  est  égal, 
en  ayant  égard  à  Téqualion  fonctionnelle  (20),  où  l'on  aurait 
cliani;é  /i  en  /?  +  i ,  à 


K(;,.  .s)D 


\'-,i''',2  ■  .  -r,, 


et  par  suite  toute  solution  de  I  équation  (aj).  où  Ion  su[)[)Ose 
/"(a:)  =  o,  est  bien  une  combinaison  linc-aire  à  coefficients  cons- 
tants de  *,  (  A'  ),  .  . .,  ^„{x). 

Kn  résumé,  si'k^c  est  une  racine  d  ordre  m  de  C équa- 
tion D(À)  =  o,  C  équation  homogène  (22)  admet  n  solutions 
linéairement  distinctes  (o  «<  nSm)\  c'est  le  second  iliéorènie  de 
Fiedholni. 

On  dénionlre  de  la  même  façon  que  ré(|uali()n  li<»niog<'ne  associée 

r'' 

(27)  (L(.r)  =  c    /     K(s.  X  )<h{s)  ds 

'-  Il 

admet    i}    solutions    linéairement     distinctes    ^1',  (\r),    M'^(^),    ..., 


Wji{x)^  la  fonction  Wi(x)  se  déduisant  de  13  (  '  •  •  •  ^"  ^.  ^^  ^ 
remplaçant  /,/  j)ar.r. 

Les  nondjres  c,  racines  de  léquation  déterminante  D(),)  =  o, 
sont  appelées  valeurs  caraelé/istiques,  va/eu/s  singulières^  ou 
nombres  fondamentaux  ;  les  solutions  de  l'équation  homogène 
correspondante  sont  les  fonctions  caractéristiques,  fonctions 
singulières,  ou  fonctions  fondamentales. 

h()\).  Étude  du  cas  exceptionnel.  -  Prenons  enlin  lécjualiun 
non  homogène  de  seconde  espèce 

(28;  o(x)  =  c   I      W{x-,  S)'^{s)ds -hf{T), 

^ a 

où  e  est  une  racine  de  r)(A).  La  discussion  de  ce  cas  singulier 
conduit  à  des  conclusions  analogues  à  celles  de  la  discussion  d  un 
syslème  de  //  (■(pialM)ns  linéaires  non  homogènes  à  n  inconnues, 
lorsque  le  déterminant  des  cocllicients  des  n  inconnues  est  nul. 
lJ'al)or<l.  il  est  é\ident  que,  si  Téqualion  (28)  admet  une  solution, 
elle  en  adnui  une  inlinité  d  autres,  el  on  les  obtient  toutes  en 
ajoutant  à  la  |)r('nnère  une  solutuni  de  I  éciualion  lioniogèiK^ 
obt<'nur  (Ml  sii|ipi'iiii;uil  /(  .r  )  dans  r('-(|uation  ('>.8V   .Mais  la  fonc- 
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lion  /{Jr)  doil  satisfaire  à  certaines  conditions  pour  qu  il  existe 
une  solution.  S(»it  ou  cllVi  M\(j)  une  solution  quelconque  de 
l'équation  homogène  (aj).  Multiplions  les  deux  membres  dr  la 
formule  ('^8)  parW/(.ri  et  intégrons  entre  les  limites  a  elO-^  la 
formule  obtenue  peut  sécrire,  en  intervertissant  les  lettres  5  et  x 
dans  rit)té"rale  double. 


A 


(  X  )  dx 


y\(  X  I 


r 


K  (5,  X  )Wi(  s  )  (/s 


y-f"- 


f{  x)^',(x)dx. 


Le  premier  membre  de  cette  relation  étant  nul,  il  doit  en  être 
de  même  du  second,  et  par  suite  la  fonction  fix)  doit  satisfaire 
aux  n  conditions 


(29) 


1      "t'/i  -?'  V I  ^ )  dx  =  o 


(  «  =  I, 


,  «) 


pour  que  léquation  (24)  admette  une  solution. 

Ces  conditions  sont  suj/isanles.  En  effet,  toute  solution  de 
l'équation  (28)  satisfait  à  une  infinité  d'équations  intégrales  telles 
que  (24),  pourvu  qu'on  y  remplace  a  par  c,  quel  que  soit  le  noyau 
auxiliaire  H(:c,  5).  Or.  si  l'on  prend  pour  H(a-,  s)  la  même  fonc- 
tion (26)  qu'au  numéro  précédent,  on  voit  (|ue  '•^(x)  est  égal  à 
une  combinaison  linéaire  à  coefficients  constants  de  <Ï>|  (x),  ..., 
^\\i{x),  augmentée  de  la  foncliou 


(3o)  ^{x )  =f(x)- 


/'^■'^"^(:':::th)''^- 


■■r 


et  il  suffit  de  vérifier  que  cette  dernière  fonction  (3o)  satislait  à 
lé-quation  (28)  si  les  conditions  (29)  sont  satisfaites.  Si  l'on  sub- 
stitue cette  expression  de  <I>(  x)  dans  l'équation  (28),  en  tenant 
compte  de  la  relation  foneiionnelle  (19),  on  est  conduir  à  une 
égalité  de  la  forme 


*^  Il 


les  coefficients  C/  étant  ind(''pendanl>  «le  s. 

Par  conséquent,  pour   que   l'équation    (28),  où  c  est  racine 
de  D().)  =  o,  acUnette  des  solutions^  il  faut  et  il  sujffit  que  f{x) 
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vérifie  1rs  II  conditions  (aç)).  et  la  solution  dépend  alors  linéai- 
rement (le  n  constantes  arbitraires. 

C'est  le  troisième  théorème  de  Fredholm.  Nous  avons  suivi 
pour  l'exposition  la  méthode  syntliétique  de  l'inventeur.  On  re- 
trouvera plus  loin  ces  résultais  dans  l'élude  du  noyau  résolvant. 

oTU.  Extension  à  des  noyaux  non  bornés.  — Toulc  fonctiou  nié- 
lomorphe  de  /.  peut,  comine  on  sail,  se  metlre  d'une  infinité  de 
façons  sous  forme  du  quotient  de  deux  fonctions  entières  en  A.  Le 
théorème  de  Fredholm  fournit  pour  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur de  la  résolvante  des  expressions  particulièrement  svmé- 
triques,   mais  ce  ne  sont  point  les  seules  qu'on  puisse   prendre. 

D'une  part,  les  deux  termes  D()>)  el  D(  "  a]  peuvent  être  divi- 
sibles par  des  facteurs  linéaires  A  —  A,-  qu'on  peut  supprimer; 
d'un  autre  côté,  en  multipliant  ces  deux  fonctions  par  une  même 
fonction  enlière  de  A,  on  ohlient  une  nouvelle  expression  de  la 
résolvante.  Parmi  les  formes  en  nombre  infini  de  r(.r,  y\  X), 
considérons  en  particulier  celle  qui  est  fournie  par  la  théorie  des 
noyaux  itérés  (n"  o60).  Soit  Y ,i{x,  y;  À)  la  résolvante  relative  au 
^leme  novau  itéré 


( 'i I)  r„ (x.  y.  \)  =  K'-"'(x,  y)  ~  1  K '2«) (x,  y) 


À/'-'  Ki"'Ht,  y)- 


qui  a  aussi  pour  expression,  d'après  le  premier  ihéorème  de  Fred- 
holm, 

X 

y 


D, 


('32) 


i\^-^,  r;  /•}  = 


\JnO-)    et    D„  (        AJ    étant   les    fonctions  entières    de   Fredholm 

formées  avec  le  noyau  K^"'(x,  j-)»  et  h»  seconde  expression 
de  Yn{x.,  y\  À)  est  valable  pour  toute  valeur  de  À.  Cela  étant, 
remplaçons  r„  (.r,  )';  A")  par  son  ex|>ression  tirée  de  la  relation  (.'^2) 
dans  la  formule  ((ij  )  du  n°  560,  il  vient 


(33) 


Vix,  y;  \)  =  \\(x,y-  l)-^\ 

-+->."    f   II (j-,  s:l) 


D„(X") 

D„fMx«) 
\y\     I 


'»«(>.") 


ds. 
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en  po-^ant  toiijdiirN 

H  (  T.  y:  1  )  =  K{  X,  y  )  ~  Àk'-  i  x,  y)  — .  . .—  À"--  k  "-'  {.r,  yj; 

D„  (        )."  )  (Maiil    nue    fonction   enlit'-re  de  )/',   il  est  clair  que   le 

second  uKMuhre  de  la  loiuiule  (33)  est  wno  fonction  méiomorplie 
de  A  dont  le  dénouiinaleur  est  D^i  A") 


(34; 


r(j-,  jk;  À)  = 


1)„(  A". 


Lors([ne  le  novau  K(^,  ;>)  est  borné,  couiuie  nous  i'a\ons  sup- 
posé jus(prici,  on  passe  de  la  forme  de  I-redholui  à  la  nouvelle 
expression  de  la  résolvante  en  mnllipliaul  les  deux  termes  par  une 
fonction  entière  facile  à  trouver.  Nous  avons,  en  effet,  d'après  la 
formule  (i6), 

(33,  X^^O^^M^^"--^"'--^, 

el  par  suite,  comme  le  pronvc  un  calcul  élémentaire  facile, 


(36) 


!)„(>.")  =  D(/.  jD(roÀ;. ..  D(to"-»X), 


to  ('lanl  une  raciue  primili\e  de  l'équation  (o"  =  i.  On  passe  donc 
de  la  forme  de  Fredliolm  (lo)  à  la  nouvelle  forme  (34)  en  multi- 
pliant les  deux  termes  par  la  foncliou  entière  D(toA) . .  .D((o"~' A). 

Pour  parvenir  à  l'expression  (33)  de  la  résolvante  r(a7,  y\  a), 
il  nous  a  suffi  de  supposer  (pie  tous  les  noyaux  itérés,  à  partir 
lie  K<"^(x,  y),  étaient  hornés,  mais  la  démonstration  n'exige  pas 
(pie  le  noyau  K(a7,  j^)  lui-même  soit  borné.  Le  premier  théorème 
de  Fredliolm  s'étend  donc  aux  novaux  de  cette  espèce,  et  la  résol- 
vante est  encore  une  fonction  niéroniorplie  du  paramètre  A. 
Pour  nne  valeur  de  A  cpii  n'est  pas  un  poh;  de  la  résolvante,  l'équa- 
tion (i)  admet  une  soliiiioii  uiinpic  (pu  est  rcjirésentée  par  la 
formule  (i  i),  à  condition  d'y  remplacer  r(jr,  y\  X)  par  l'expres- 
sion (34).  Nous  verrons  plus  loin  que  les  autres  théorèmes  de 
Fredliolm  s  ('-tendent  aussi  à  ce  cas. 

Dans  la  nouvelle  expression  de  la  r('solvante,  le  numéiati-ni-  et 
le  di'nomiuateu!' s'expriment  an  moyen  des  novaux  itérés  successifs 
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de  K(.z".  y)  cl  an  moyen  des  Iraces  A«,  Ao»,  . . .,  mais  les  traces  A, , 
Am,    ...,   A„„,    fiy  figurcul   pas.    Il    est  clair,   en   efl'et,   (luiin 


coeKicienl  (|uelconqiie  de  D„  /  ^  a)  s'exprime  au  moyen  de  A,,, 
AoH,  A;,„,  .  . .,  et  des  noyaux  Ki">(:c,  j),  K'-"^  (ic,  y),  ...  ;  Tinlé- 
j;rale   /    H  (.r,  .s;  À^D,^  (       A"  jf/.ç  s'exprimera  donc  uniquement  au 

moyen  de  A,;,  A2//.   •  .  •  ,    V/,//.   .  •  -,  el  des  noyaux  itérés  à  partir 

de  K'"^^\x,  y). 

,M.  Poincaré  (Acta  mathematica,  t.  33,  i9io)a  indiqué  une  autre  forme 
de  la  résolvante,  qui  s'applique  à  un  noyau  non  borné  pourvu  que  tous  les 
noyaux  itérés  à  partir  d'un  certain  rang  soient  finis.  Supposons  d'abord 
que  Kit,  y)  soit  un  noyau  borné;  la  résolvante  étant  mise  sous  la  forme 
habituelle  (10),  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  la  fonc- 
tion entière 

A,/+...+A„_, 


on  obtient  une  nouvelle  expression  de  la  résolvante 


(Qn 


(37) 

en  posant 

i 
(38) 


r(-^,  7;  ^)  = 


(t)„(Xj 


An-M 


iO„(X  )  =:  e 


D(X)e' 


-A„_, 


C0„  (  ^ 


A    =D 


y 


A,A  +  .. 


A,.-i 
«-1 


(jt),j(  À  )  et  (0«  (        X)  ^onldiMix  iiuii voiles  fondions  entières  de  X  qui  peuvent 

Ky ,  / 


se  déduire  très  sim|)I('ment  de  D(X)  et  de  I) 


y 


X  ) .  Il  est  clair,  en  ell'ct, 


que  (J^«(X)  s'exprime  uniqueincnl  au  moyen  ties  Iraces  A„,  A,jh_|,  ...:  on 
obtiendra  donc  t0„(X)  en  supprimant  dans  les  coefficients  de  D(X)  tous 
les  termes  qui  dépendent  de  Âj,  A2,  ...,  A„-|,  ce  qui  revient  à  rem- 
placer Ai,  ...,  A„_|  par  zéro  dans  la  |)romière  des  identités  (38).  D'autre 
part,  l'idcnlitf 


(38/ 


(lc>„(Aj;Ki.r,  j)-+-XK^-^'(:r,^) 


(0„ 


y 


prouve  que  les  coeflicienls  de  cO/i 


y 


X)  s'exprimcnl  uiiiqucnicnl  au  moyen 
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(le*   traces   A„,    A,^^.!,    ...    et   des   iio\aii\    h(j-.  y).    K-(ar,  y),    ....    On 

iléiluira  donc  au«si  (0,,/        X  j  du  dévelo|)pemeiit  de   Df        XI  en  suppii- 

niant  dans  les  coefficients  tous  les  termes  qui  dépendent  de  Aj,  Ao, An    i  • 

L'expression  (i~ )  de  la  résolvante   est   encore  valable   si  le  noyau 

\\{x,  y)  est   infini  pour  jk  =  a:,  pourvu    que   tous   les   noyaux    itérés 

restent  bornés  à  partir  fie  K"''(x.,  y).  Toutes  les  traces  à   partir  de  A„ 

ont  alors  des  valeurs  finies,  et  l'identité  (38/  est  toujours  exacte  au   point 

de  vue  formel  puisqu'elle  est  susceptible  d'une  vérification  directe.  Il  nous 

suffit  donc  de  montrer  que  (Ç)/,(X)  est  une  fonction  entière  de  X  admettant 

comme  zéro  tout  pôle  <le  la  résolvante  à  un  ordre  de  multi|>iicité  au  moins 

égal  à  l'ordre  de  ce  pôle.  S  il  en   est  ain«i.  le  produit  i.0„(  X  jr(x,  j';  X  ), 

/ X  \,\ 
c'est-à-dire  cO„  (         Xl.seia  hien  aussi  une  fonction  entière  de  X,  Or.  non* 

avons,  pour  les  valeurs  de  X  île  module  assez  petit, 

'       "'  '    —  —  X"    '    /     \i'"'{s,  s)ds  —  \"   I     K'-"*-^  (S.  s  <ds  —  ..  . 
—   f   Y' (s,  s:  l)ds 


Çi9)\ 


^V:)„(X) 


en  [joiant 

V'ix,  y.  X  )  =  Vi  X,  y\  X )  —  K( x,  y  ) 


—  X"-2K  "-'  ( X,  y): 


l'"(x,y\  X)  est  une  foiiclion  mérouiotpiie  de  X.  n'admeltani  comme  piMes 
que  ceux  de  la  résolvante  V(x,  y;  X)  et  dont  la  partie  principale,  pour 
chacun  d'eux,  est  ideniique  à  la  |)artie  principale  de  la  résolvante.  On 
vérifiera   |)lii»   loin  i  n" ''wO  )   q'ir   Imui    pùl,'   ),  de   hi    r<-S(jl  vante   e*t    un  p"''le 

r''  ■        ^ 

simple  de —    /      I   (s.  s;   /.  )  ds.  dont   le  roidu  est  un  noniloe  entier  égal 

ou  supé;ieur  à  l'ordre  du  pôli*.  I.a  fonction  (.t)„(X)  est  dnuc  liien  une 
fonction  entière  de  a.  satisfaisant  aux  conditirtn- énoncées,  ce  »|ni  démontre 
la  proposition  de  M.  Poincaré. 

Itinuirtjut'.  —  l)an>  le  cas  parlienlier  où  le*   iiovaux   itères  repleut    tiui* 
pour    y  z=  X    à     partir    de     K.'-^{x,  y),    ce    (|ui     arriver.!    >i     K  i  ./•.   y)    est 

d'oidie  7.  <      ,  on  peni    piendie  n  z=  i.  c'esl-à-dii  e  supprimer  Aj  dans  les 

ili'-\eio|p|)ehienls  de  lJ(Xjet  D(         X).  Or,  tous  les  lermes   reiijenn.int     V| 

dans  ces  développements  proviennent  iiniquenieul  des  ('lémenls  de  la  dia- 
gonale principale  ilans  lc«>  déterininanis  de  l'^redliolni.  On  peut  donc  con- 
server les  expressions   de    fredliolm    jionr    l)(X)et   \)l        XI,  à  condition 

de   reniplaeei'  par  des   zéros   Ion>    le>  l'Ieinenls  de   la   diaj:onalc   principale 
<;..  III.  -M 
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dans  les  délenninanis  qui  figurent  dans  ces  expressions.  Celle  éléganie 
remarque  est  due  à  !M.  Hilbert  (  '  ). 

Pour  certains  novaiiv  non  hornés,  la  solution  mcme  de  Fred- 

H  (  37     v  ) 

liolin  est  a|)|ili(iil)le.  Tel  est.  par  exemple,  le  cas  du  novau- ^"^  ' 

\x       c\ 

lurs(|ue  H(^J7,  y)  est  borné,  a  étaiil  un  exposant  positif  inférieui- 
à  un  [n"  5(31).  On  véiilie  encore  que  la  série  (5)  est  une  fonction 
entière  de  À,  au  moyeu  de  l'inégalité  d'Hadamard.  ()uant  au  déve- 
loppemenl  (()),   il  est  de   même  égal   au  (|uotient  dune  fonction 

entière  de  A  par  , —  et  régalilé 


Xj  =  Dil)r(x,y:  l] 


où   Fix,   y:  A)   est  le   développement   du   n"  o61,  s'établit   de  la 
même  façon  (y\e  plus  liaul. 


.571.  Etude  des  noyaux  i:  \;^,.  —  On  t!st  encore  conduit  à  la  solution 
<le  Fredhoim  par  un  autre  piDet'dé  d'induclion  fondé  sur  l'étude  d'un  cas 
particulier  où  la  résolution  de  l'équation  intégrale  de  seconde  espèce  ne 
présente   aucune   difficulté:  c'est    le  cas   où    le   noyau   K(\r,    r)  est  de   la 


for 


ine    ^  -^/Y,.   les  X/  et    les  V,   ne  dépendiint   respe('li\A"nienl  (|ue   de   la 


variable  x  et  de  la  variable  y.  On  peut  supposer  que  les  n  fonctions  X, 
sont  linéairement  distinctes,  ainsi  que  les  fondions  Y,;  s'il  en  était  autre- 
ment, il  est  clair  que  le  noyau  pourrait  se  mettre  sous  une  forme  analogue, 
avec  moins  de  n  fonctions  de  x.  L'équation  intégrale  prend  la  forme 

C4o)  o(.r)=/(x)-f-A  I     [X,(a")Y,(s)+...-+-X„(ar)^„(A,)Jo^sjc/.s-; 
•  Il 

il  est  évidi-nt  (pie  toute  solution  0{X)  est  de  la  forme 

(U)  9(:r)=/(.r)-4-H,X,(.r)+...-+-H„X„(:r), 

ll|.  IL,  ...,  Il,,  étant  dc'^  coefficients  constants.  Pour  calculer  ces  coeffi- 
cients, nous  n'avons  qu'à  rem|)lacer  o(x)  et  <f(5)  par  leurs  expressions 
correspondantes  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (4o),  et  à  écrire  que 
les  coefficients  de  \,'x)   sont   les   niciucs   de   part   et    d'autre.  On   (d)l!cul 


I 


(')  Gùdingeii  Xachrichlcn ,   ii)')'|,  p.  8i. 
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.387 


(42)  ', 


II— >.a,,iH|  —  Af/iiHj — .  .  .— Xa„i  H/i  = /-    /      \  \' s  )/[  s  )  ds. 

•-  (t 

— /.ai-jM,  — Il  —  À  <72-.  )Hî  —  .  . .— >,a„2H„  =  >.    /     \i(s)/(  s  )  ds, 

•  tt 

—  >,a,,,H,  — "a<7j„IL  — .  ..-T-(i  — Xa„„  )H„  =  A   /     \„(s)f(s)ds, 

r'' 

oîi  1  on  a  posé  an,  =    /      \i(s)  Y^(  s)ds.  En  résolvant  ces  équations  linéaires, 

on   obtient  pour   H,.    H.2.    ...,  H„   et,   par  suite,   pour  ^(x)  une  fonction 
rationnelle  de  /  qu'on  peut  écrire,  on  le  voit  aisément, 


(:i3,  o(.,=/,,r,+  5JL_/'    D„(^|x)/,., 

/  X  I 

D,j(Àj  et  D„  (        a|  étant  les  deux  déterminants 


ds. 


(44) 


D„rAi  = 


—  ).ai2       I  —  Xrt->2 


Xa„i 
la„z 


Aûi,, 


—  AC/.1 


I  —  Ka„n 


(45)  D„ 


o  Xi(a.-)         ^i{x) 

\i(s)      I  — Afl'ii      — Xa2, 

A  «12  I   —  Xrt22 


Y,(>) 
V«(5,) 


Aa,,, 


Art2« 


\„{x) 

—  Xa„i 

—  Xa„î 

I  —  Xrt„„ 


Par    quelques   transformations    assez    simples    de    déterminants   ('),    on 

démontre  que  les  déterminants   D„(X)  et   D„  (        XJ  sont   identiques  aux 

fonctions  de  Fredholin  formées  avec  le  noyau  iI\,Y,,  ce  qui  contluit  par 
induction  à  la  solution  générale  de  l'équation  (i)  pour  un  noyau  de  forme 
arbitraire.  Nous  vérifierons  seulement  l'identité  du  déterminant  D„(X) 
avec  la  fonction  déterminante  de  Fredliolin.  Remarquons  d'abord  que  le 
noyau  K(x.y)  peut  se  mettre  sous  bi  forme  X  \/ Y,  d'une  infinité  de  façons, 
car  on  peut  rem|)lacer  les  fonctions  X,  par  n  combinaisons  linéaires  dis- 
tinctes à  coefficients  constants  de  ces  fonctions;  les  n  fonctions  Y,  doivent 


(')    GoLR3.\T.    liiilledn  de  la  Société  matliémalique,  t.  S.j.    ii»07,   p.   i(i.3.  — 
LEBKSiiti:.  Ibid.  t.  .{G.  i(|o8.  p.  3. 
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en  même  temps  être  remplacées  par  n  combinaisons  linéaires  de  ces  fonc- 
tions dont  les  coefficients  dépendent  des  premiers.  Il  est  clair  que  le  déter- 
minant D„(X)  est  indépendant  du  choix  particulier  des  fonctions  X/  qu'on 
a  fait  pour  mettre  le  novau  sous  la  forme  SX,  Y,,  et  que  ce  déterminant  ne 
dépend  que  du  noyau  K(.r.  ^')  lui-même.  Nous  allons  montrer  comment 
on  peut  profiter  de  lindélermination  des  fonctions  X,  pour  réduire  D„(X) 
au  produit  des  éléments  de  sa  diagonale  principale. 

Le  noyau  K{x,  y)  étant  donné  sous  la  forme  S\/Y,,  d  une  façon  i|uel- 
conque,  imaginons  qu'on  cherche  une  combinaison  linéaire  à  coefficients 
constants  X  =  Sa/X,-  telle  (ju'on  ait 


f    K(.r,  s)\ 


(46)  /      K{t,  s)\is)ds  =  c\{x), 

c  étant  un  facteur  ronstanl.  Les  foiu'tions  X,  étant  lincMiromcnt  distinctes 
par  livpothèse,  les  n  coefficients  a,-  doivent  vérilicr  n  i  ijualions  linéaires 
et  homogènes  dont  le  déterminant  égalé  à  zéro  fournit  une  équation  en  c 
de  degré  «,  qui   se  déduirait  précisément  de  l'équation   D„(À)  =  o,  en  y 

remplaçant  X  par  -•   A   chaque   racine   de   cette   équation   correspond    au 

moins  une  fonction  X(.r)  satisfaisant  à  une  relation  de  la  forme  (46),  la 
constante  c  pouvant  d'ailleurs  être  nulle.  Si  l'on  a  pris  l'une  de  ("es  fonc- 
tions pour  X|,  il  est  clair  (jue  la  relation  (46)  ne  pourra  être  véiifit-e  que 
si  Ion  a  ai2  =  ...=  ai«=o. 

Ayant  choisi  Xj  de  cette  façon,  on  peut  ensuite  recommencer  les  ini"ine>i 
raisonnements  et  les  mêmes  opérations  sur  le  noyau  X2  Y, -(-...-+-  \„  V„, 
et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  ainsi  à  mettre  le  noyau  donné  sous  une  forme 
telle  qu'on  ait  «,/,  =  o  pour  /  <  A  ;  nous  dirons  pour  abréger  que  le  no\au 
est  mis  sous  wut  forme  réduite.  Le  déterminant  D„(X)  se  réduit  alors  au 
produit  (i  —  l'Alix) ...  (1  —  ai,„\).\\  reste  à  exprimer  les  sommes  des  puis- 
sances semblables  S i,=  ^La'-,  un   moyen  du   noyau   K(.r,y).  Des  relations 

I     \.(s)\i(s)ds  =  ai,,  /      \,is)YUs)ds  =  o         (*</.-) 

on  tire  immédiatement 

S,  =  «ii-i- «22-+-- ■ --^  <-'/-/.  -    /      ^"^{^i,  ■ri)dxi 

*  Il 

et  d'une  façon  gén<'rale 


4;)    S,,  =    I         ^       •••     /      lv'-^I,-^'2  )''^l-^2>-^.t)-  ■•  •^(•'^/'••^•|)'/'!(/''2  •••  '/•?•/.• 


\'A\  ellct,  un  terme  (lueicoucjue  de  l'inti  ;;r,ile  multiple  c>l  un  pioiluit  de  Jj 
facteurs  «,/,.  Si  tous  les  indices  ne  sont  pas  égaux,  il  v  a  au  moins  un  de 
ces  facteurs   i|Mi  «-l  nul.  il    par  -uite  rinléi;rale  est  éj;ale  à  -c'',.  On  voit 
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que  les  sommes  S^,  sont  précisénient  les  traces  successives  du  noyau  K(T,y). 
Le  développement  de  la  dérivée  logarithmique  de  D„(X)  est  donc  iden- 
tique au  développement  de  la  dérivée  logarithmique  de  la  déterminante 
de  Fredholm  (  n"  o6G),  et,  comme  Dnfo)  =  DCoi  —  1.  les  deux  fonctions 
sont  identiques. 

Jie/na/'/iir.  —  Le  noyau  étant  mis  sous  une   lorme   réduite,  D„(X)est 
un    polynôme   de  degré  n  si   aucun   des   nombres  a^,  aoo,    ...,  «„„   n'est 

égal  à  zéro,  tandis   i|iie  D„  [       X)  est  au   plus  du  degré  n  —  i.  Supposons 

au  contraire  que  c|ueiqucs-uns  des  nombres  '//,  soient  nuls,  par  exemple 
«11,  a^î «/</>,  les  autres  étant  différents  de  zéro,  D„(X)  est  du  degré 


/i  —  p  tandi*-  que  D„  / 


À  1  ne   |)eul   être  de  degr»'-  inférieur,  car  le  coef- 


ficient de  \i(a7)Yi(5)  par  exemple  est  bien  du  degré  /i — p.  FI  s'ensuit 
que  la  résolvante  est  une  fonction  rationnelle  de  /  qui  est  nulle  pour  À 
infini  si  aucun  des  nombres  a,i  n'c.-st  égal  à  zéro,  et  dans  ce  cas  seule- 
ment. Or  le  noyau  K(x,  y)  étant  mis  d'une  façon  quelconque  sous  la 
forme    ilX,Y/,  les    nombres   «,7  qui    figurent   dans    la   forme   réduite   sont 

les  racines  de  l'équation  c"  D„  |  —  \  =  o.  Pour  que  la  résohante  soit  nulle 

pour  /.  injiiii.  il  faut  donc  et  il  suffit  que  le  déterminant  D,i{l)  soit  de 
degré  n. 

572.  Autre  méthode  d'induction.  —  La  solution  de  Fredholm  étant 
supposée  établie  pour  un  no\au  de  la  forme  spéciale  2X/Y,,  on  peut 
passer  directement  de  ce  cas  élémentaire  au  cas  d'un  noyau  continu  quel- 
conque par  un  passage  à  la  limite  (').  Soient,  d'une  façon  générale, 

K,(a-,7;,      Ki(x.y),      ...,     K„(.r,y),      ..., 

une  suite  fie  noyaux  b<jrnés  fauxf|uels  s'applique  la  méthode  de  Fred- 
holm;, qui  conNergent   uniformément  vers  un  autre  noyau  K(x,  y);  dési- 

gnon«    |)ai-    \>„('/.),    D„(       '/A,    D( /.  ).    D(        Àj    les    fonctions    entières    de 

Fredlidlm  lormées  avec  K„(x,y)  et  K(.r,  r)  respectivement.  Il  est  aisé  de 

voir  que  \^„('/.t  a    pniir   Jiniite  D  (  À  ).  et  que  D„  (  "     X  )   li-nd  nnifoniu-mi'ut 

vers  D  1 


Xj    lorsque    /i    croit    iniifliniiiicnl .    l'nur    (ii-muntier    le    premier 

point,  par  exemple,  on  n'a  qu'à  observer  que  \)„(X)  el  D(X)  sont  deux 
séries  entières  en  X,  toujours  convergentes,  dont  les  termes  sont  moindres 
en  valeur  absolue  (  n"  50?))  que  les  termes  de  même  rang  d'une  série  con- 
vergente à   termes  positifs  indépendants  de  /i,  et  que  cha(|ue  terme  de 


(')  K.  (lonisAT.  toc.  cit..  |>.  17.!. 
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D„(X)  a  pour  lirnile  le  terme  correspoiuhint  de  L>(A)-  '-a  seconde  partie 
s'établit  de  la  même  façon.  Il  en  lôsulle  que  si  X  n'est  pas  racine  de  l'équa- 
tion l^(  À)  =  o,  la  fonction 


;.)/{!). i.< 


tend  uniformrincnt  vers  la  fonction  'l'(j")  qui  a  pour  expression 

D'autre  |)art,  iéquation 

(48)  '^„(ar)=/,  y     K„(t,  s)o„(s)ds-^f{.v) 


peut  s  écrire 


(49J 


,(:r) 


r'  r" 

X    /      K(x,  s)<i}(s)  ds  ■+-!    /      I  K^^r,  .s- I — K(  .r.  s)]-^„( s)  ds 
^X    r    ['^„(s}-'t>is)]KiT,s)ds-J\a-); 


si  n  croit  indélinimcnt.  les  deux    dernières   inlci;,oles  du   second   luciiilue 
tendent  vers  zéro,  et  il  reste  à  la  limite 


(5o) 


•I>(.r)=X    \      K(.r,  . V )*(.?)  f/.v-i-/(.r), 


ce  qui  montre  que  la  solution  de  Frcdliidm  c^l  applicable  à  ré(]ualion 
intégrale  de  noyau  K(a7,  j').  On  en  déduit  (|ue  la  s(dution  de  Fredbolm 
s'applique  à  un  noyau  continu  quelconque,  puisqu'on  peut  trouver  une  suite 
de  polynômes  P„(ir,  j')  convergeant  uniformément  vers  ce  noyau  (noo.Sl), 
cl  tout  polynôme  est  bien  de  la  forme  EX/Y,. 

M.  Lebesgue  ( /oc.  ctV.,  p.  ii  et  suiv.)  a  beaucoup  généralisé  celte  mé- 
thode, et  montré  que  la  solution  de  l'iedlndru  était  applicable  dans  des 
cas  étendus  à  des  noyaux  non  bornés.  On  vérifie  d'ailleuis  ce  résultat 
en  observant  que,  flans  le  cas  d'un  noyau  de  la  forme  E\,Y,-,  la  métboile 
du  n°  o7I  ne  sup|)Ose  pas  que  les  fondions  X,  et  Y,  soient  bornées,  mais 
seulement   que    les    |)roduits  X/l'.f)  Y/,  ('.v),   /"(.s)  Y,Cs)   sont    intégrables.   Tel 

est  le  cas  du  ummui  4/  —  iw"  .'ifil  ),  doul  ou  ne   pcui  dcduirc   par  des  itéra- 

li'tns  un  noyau  borne.  La  plupart  des  questions  i|u  un  peut  se  pro|toser 
pour  une  é(|uation  intégrale  de  seconde  espèce  se  résolvent  de  même  aisé- 
ment pour  lin  noyau  de  la  forme  SX,  Y,,  et  la  solution  peut  lournii d'utiles 
indications  pour  le  cas  général. 


i 
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o73.  Systèmes  orthogonaux  et  biorthogonaux.  —  Dans  ce  p;ira- 
grapln-  cl  les  siiiviinls,  ikuis  coiisidt'rons  tics  lonclioiis  fjiii  |)eii\ciit 
avoir  des  disconlinuilés  en  nombre  »|iielconf]nc  d;ins  l'inlei- 
valle  («,  b),  mais  qui  sont  iiil<''j;i  ahles  ainsi  qne  leurs  carii's  dans 
cet  intervalle;  on  e\clnl  scnlernenl  les  fondions  discontinnesy'( j:) 

r''   .    , 
lelles    ([lion    ail     /     J'- (  x)  (l.c  =  i)    {voir    le    Cha[)ilre    suivant). 

^  Il 
Soient  //  cl    c  deux  fonctions  f(uelconfjnes  de  celle  espèce;  nous 
poserons,  pour  abréger, 

r'' 

{uv)=^    I      u{x)v(x)  dx  \ 
•  fi 

daprcs  rinc;i;alilé  de   Scliuarz,  celte  intcgrale  a    une  valeur   (inie 

piiisijue  les  intégrales    /     a- dx,    f     v- dx  ont  des  valeurs  linies. 
'Il  '^11 

Si  Ion  a  (Mt')=o,  les  deux  fonctions  u  el  r  sont  dites  orlho^o- 
nales.  Une  suite  de  fonctions,  en  nombre  fini  ou  infini, 

(5i)  '^\(x),     o,(ar),      ...,     '^n{^)'      ••-, 

fcjrme  un  .système  ort/io£>o/ia/  >\  l'on  a  (cp/'^A)  =  o,  loistpie  les 
indices  /  el  k  soui  dillci^'iits.  Il  ol  clair  i\\\t'  lont  groupe  de  fonc- 
tions, |M-ises  dans  un  système  orthogonal,  est  aussi  un  système 
orthogonal.  Si  n  fonctions  '^,,  . ..  ,  '-informent  un  système  ortho- 
gonal, elles  sont  linéairement  distinctes.  En  elfct,  s'il  e\i-^tait 
entre  elles  une  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficienls  con- 
stants, en  multipliar)l  le  |)remicr  membre  par  'Oi{x)  el  inlégrani 
enlre  les  limites  a  et  A,  on  en  (Jétliniail  i\\.\r  le  coefficient  de  f,!  /'  ) 
dans  cette  relatnni  doit  être  nul. 

Le  syslènu;  oithogonal  (  ;")  i  ;  est  dit  normal^  si  Ion  a  ('j;,'p,)=  i, 
(juei  (|ue  soit  l'indice  /.  Pour  Iranslormer  un  système  orlliogonal 
(undcompie  en  un   ssslènic  noiinal.   il  >nllil  <''\  idemmenl   de  di\i>('r 

chacpir  l'onction  'f/(^)  de  ce  système  par  y/(»/cp/). 

l'JanI   donné  un   svsième  de  /?  fondions  linéairement  dislindc-; 


on   peut  former  //  coinhi liaisons   linéaires  à  coefficienls   eonslani- 
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de  ces  fonclions.  formaul  tiii  système  ortliogonal.  Prenons,  par 
e\em|>le,  ^P,  { x)=  z^i  [x),  et  déleiinintnis  la  constante  c/(?'^i) 
de  façon  (|ue  les  deux  fonctions  cs,(\r)  et -,(.r  )  =  C5,(.r)  —  Ci'^i(x) 
soient  ortlioi^onales  ;  dans  la  nouvelle  suite  de  fonctions  <ï>|(.r), 
7:2(^7),  .  .  .,  -„(x),  la  première  l'oiiclion  <I>,  (x)  est  orthogonale  à 
toutes  les  suivantes,  et  par  suite  à  toutes  leurs  combinaisons 
linéaires.  D'ailleurs  ces  />  —  1  fonctions —/(j?)  sont  encore  linéai- 
rement distinctes,  et  Ton  peut  opérer  sur  la  nouvelle  suite  comme 
sur  la  première.  .Vu  hoiit  de  n  transformations  de  ce  genre,  il  est 
claii-  (|u'on  arrivera  à  un  svstème  orllioijonal  de  n  fonctions  <t>,, 
<I>2,  .  .  . ,  'Pn,  qu'on  pourra  ramener  à  un  système  iioimal  par  le 
procédé  indiqué  tout  à  l'heure. 

Le  système  orlhoi^onal  qu'on  peut  déduire  des  n  fonctions'^,, 
'j.j,  •  •  •>  '-^H  n'est  pas  unitpie;  il  est  clair,  en  ellel,  (pie  tout  sys- 
tème orthogonal  de  n  fondions  donne  naissance  à  un  nouveau 
système  orlhojjonal  quand  on  effectue  sur  les  fonctions  de  ce  sys- 
tème, considérées  comme  des  variahles  inilépendantes.  une  siihsti- 
lution  orthogonale  quelconque. 

l)i'  même,  on  dit  cpie  deux  suites  tie  fonctu)iis.  en  nonihrc  fini 
ou  infini,  se  correspondant  une  à  une, 


('>■'■) 


91.         'f2, 

Vil     V25 


'f'" 


forment  un  système  biorlhogonal,  si  Ton  a  (cD/6;t)  ^  o,  pour  i^  k. 
Les  fonctions  'j/  et  61  de  même  indice  sont  dites  associées.  Si  l'on 
a  ('i/'i,)péo,  (|uel  que  soit  /,  on  peut  sup|)Oser  ('j/'!i/)=i,  car  il 
suffit  de  diviser  '^i{x)  par  ( /i/'i^/)  pour  (pie  la  condition  soit  v(''riliée. 
Le  sNstème  (02)  est  dit  alors  systrnie  normal,  l  n  nombre  quel- 
coïKpie  de  fonctions  ap|»arlenant  à  l'une  des  suites  d'un  système 
hiorlhogonal,  pour  lequel  on  a  (c3/'i//)^o  quel  que  soit  /,  sont 
linéairement  distinctes.  En  eftet,  s'il  existait  une  l'elalion  linéaire 
entre  les  n  fonctions  '^i,  cso,  .  .  -,  'f«  par  exemple,  en  mnllipliaut 
le  premier  niemlue  de  cette  relalicui  ])ar  •^a('^)  {I<  =  i^)i  ^-^  inté- 
grant de  a  à  6,  on  en  (It'dniiail  cpie  h;  coefficient  de  C5/t(:r)  dans 
celle  relation  est  nul. 

Soient  ('j,,  'Jo,  •  •  .1  '-p/))  fl  (']>,.  'j/j,  .  .  .,  'Ip)  deux  groupes  de /> 
fonctions  tels  qu'il  n'existe  aucune  combinaison  lint'-aire  des  v/  à 
coefficients    constants  (l'un    au   moins  n'étant  pas   nul)  qui   soit 


I 
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orthogonale  à  lous  k-s  ■!/,.  vl  inveisenient  ;  on  peiil  (lédiiire  de  ces 
deux  groupes  de  fondions  deu\  groupes  fornianl  un  svslènie 
hiorthogonal.  Reniartjuons  dabord  ([u'il  résulte  des  hjpothèses 
que  les  p  ("onctions  o,  sont  linéaireinenl  indépendantes,  ainsi  cpie 
les  p  fonctions  •!//;  en  ellel,  s'il  existait  une  combinaison  linc-aiie 
des  Ci,  qui  fût  identif|uenuMil  iitdie,  cette  combinaison  linéaire 
serait  orthogonale  à  Ions  les  •!/,.  Cela  étant,  prenons  4),  ( .r)  =  's,  (x), 
et  soit  W,  i X  I  une  combinaison  linéaire  des  -i/  telle  (jue  (<!*,  U',)  ne 
soit  [)as  nul.  Choisissons  ensuite  les  "^.p  —  >.  coefficients  c^.  C:i.  •  •  •  , 
V p,  c'. c     de  façon  (ju'on  ail 

(l», .  •}/  —  c'i if,  )  =  o,         (  M", .  o,  —  C/*,  )  =  o         (  t  =  2,   ...,/>  ) 

ce  qui  est  possible,  puisque  (<ï>,  *!',  )  n'est  pas  nul.  Lesyy  —  i  fonc- 
tions (TTo.  ....  ~jy)  où  -/=  'Oi  —  Cj<I>,,  soni  liné'airemenl  distinctes 
et  orlliogouales  à  W,:  'h-  nièine.  les// — i  foiulions  (  y^.  ...,y^), 
où  y/= 'L, —  c^U',,  sont  linéairerncnl  distinctes  et  orthogonales 
à  <l>,.  Il  est  clair  d'ailleurs  qu'aucune  combinaison  linéaire  des  t/ 
ne  sera  orthogonale  à  toutes  les  ("onctions  y,  et  inversement.  En 
recommençant  la  même  op'ialion  sur  les  deux  groupes  de  fonc- 
tions (7:2,  "3,  .  .  . ,  T.p)  et  (y..,  ....  1  p  ).  et  ainsi  de  suite,  on  arri- 
\era  évidemment  à  deux  groupes  de/?  fonctions  (^,,  <t>2i  •  •  •>  ^p) 
et  (^r,,  M'2,  ••••  ^l'yr,  )  formant  un  s\slème  hiorthogonal.  rproii 
pourra  rendre  iK)rnial  par  le  procéda  iii(li(pii''  plus  haut. 

Reniai  que .  —  .Nous  avcjns  supposé  implicitement  que  la 
variable  et  les  fonctions  étaient  réelles.  11  n'y  a  rien  à  changer 
aux  raisonnements  en  ce  qui  concerne  les  systèmes  biorthogonaux 
lor"S(pie,  la  \ariable  x  étant  loiijtnirs  réelle,  les  fonctions  es,  et  -i/, 
[)iennenl  des  valeurs  (-omplexes.  car  l'Iiypothèse  de  la  réalité  nin- 
Icrvient  pas  dans  les  raisonnements.  Il  n'en  est  pas  de  même  |)Oiir 
un  système  orlho''^oiial,  et  il  v  a  lieu  île  j:énéi-.diser  la  ili-linil  nui. 
loiscpie  le>  fonctions  peuvent  prendre  des  vahnirs  complexes.  Nous 
dirons  que  le  svstème  des  (onctions  cs/  est  un  système  orthogonal 
si,  eu  faisant  correspondre  à  chacune  de  ces  fonctions  la  fonction 
f'onjuguée,  on  obtient  uns\slèine  bioi  lhoi;onal.  Il  <sl  itlors  aisé  de 
démontrer  que  //  fonctions  formant  un  svstème  orthogonal  sont 
lini'anement  distinctes  et  (pie,  inversement,  ('tant  donnée-»  //  (onc- 
tions liiK-airenieiit  distinctes,  on  |)eul  en  didiiire  //  combinaisons 
liiMiiires  à    coe(li(M'iit>  constants  loiinan!    un   svstème  orlhoifonal. 
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rjTi.  Noyaux  orthogonaux  et  semi- orthogonaux.  —  Deux 
novaii\  K.,  (.r,  )■)  et  K2(^.7",  y),  bornés  on  non,  sanl  dits  aitho- 
<ZO/iaux  s'ils  vérilienl  les  flenx  conditions 


<^i' 


(53)      r    K,(.r,  *')Kî(.s-,  jK)c/5  =  o,  /     K^f  .r,  .s)K,  (  .v,  j  )  r7s  =  o, 

quelles  (|ne  soient  les  \alenrs  des  variables  x,   y;  ils  sont  semi- 
orthogonaux  si  une  seule  de  ces  conditions  est  vérifiée  ('). 

THKor.i-^rK  \.  ^  Etant  donnés  deux  noyaux  ovtho'^onaux 
lCi(a:,  ^),  Ro(^,j)/'),  la  résoUante  V(x,y\  À)  j-clative  au  noyau 
S(j7,  jk)  =  K.i  (^,  y)  +  K-o  {x,  y)  est  égale  à  la  somme  des  résol- 
vantes r,  (a?,  y\  a),  r2(x,  y]  À),  relatives  à  ces  deux  noyaux. 

Il  suffit  d'observer  que,  si  K,  et  Ko  sont  orthogonaux,  deux 
noyaux  déduits  de  K,  et  de  Ko  par  un  nombre  queleon(|ue  d'itéra- 
tions sont  aussi  ()rtlioi;onaux.  On  a,  par  exemple, 

W''{x,y)=    f    Ki(x,  s)\\'^'-^'(s,  y)di\ 
'  /i 

K'J'{x,y)=   I     K'/-'  (\r,  t  )K.i(t,  y)dt, 
et  Ton  |)eul  écrire 
1      I     K[i'Hx,  s)K\"'(s,y)ds 
(54)  '        =11     /    ''^■/'^"(^■'  «)1^2(">  «)Ki(.v,  v)K('-^  (v,y)dsctudv 

on  |)ron\erait  de  même  ([u'on  a 

f     l\  ,"  '  (  .r,  ,s-  )  K ./"  (  i\  J  )  <-/«  =  () 
en  ('■(•ri\ant  aulrement  les  novaux  iti'ic's.  il  r(''siillr  iMimcdiali'mcnl 


I 


(')  E.  GouRSAT,  Comptes  rendus,  t.  145,  p.  667  et  75^,  i()07;  Annales  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  x'  série,  l.  X,  1908.  —  15.  Heywood,  Comptes 
rendus,  l.  115,  p.  yoH  ;  Jnurnfd  de  Ma  tité  ma  tiques,  1908.  J'avais  aussi  démontré 
les  liiéorcmes  A  el  It,  <ii  in'uppiiyanl  sur  la  slrucUire  des  déleriniiiants  de 
l'rcdhulrn. 
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(les  reliilions  (54)  que  'e  noyau  S'-^(x,  y)  déduit  de  Rj  +  Rj  j)ai' 
une  première  itération  est  précisément  ^\'\x ,  y) -\- ^i'  (-t ,  y) -, 
et  l'on  vérifie  ensuite  de  proclif  en  proche  que  le  /i"""'"  noyau 
itéré  S^"  (>,  v)  est  éj,-al  à  K,"' (x,  j;  H- K.!."'(.r,  y).  En  ajoutant 
les  deux  dévelo[)penienls  des  résolvantes  r,(^,  y,  A),  V-2(-i\  y\  ^\) 
(n"  oo9),  on  parvient  à  la  formule  cpi'il  s'agissait  d'établir 

(55)  r(x,  r:  l)  =  \\(x,  y:  \)  -^  WJar,  y;  A). 

Il  est  évident  qii Un  noyau  orthogonal  à  plusieurs  autres  est 
aussi  orthogonal  à  leur  somme,  ce  cpii  permet  d'étendre  le  théo- 
rème à  un  nombre  (|uelconque  de  noyaux  :  Si  n  noyaux  K,, 
Ko.  .  .  . ,  K,i  sont  orthogonaux  deux  à  deux,  la  résolvante  rela- 
lue  à  leur  somme  S{x,y)  =  K,  -+-...+  K„  est  égale  à  la  somme 
des  résolvantes  relatives  à  chacun  des  noyaux. 

\a\  démonstration  prouve  (pie,  de  tout  couple  de  noyaux  ortho- 
gonaux K|.  Ko.  on  peut  en  déduire  une  infinité  d'autres.  En  ellet. 
la  somme  dun  nombre  (picleoncpie  de  noyaux  déduits  de  K,  (a:, _)^) 
[)ar  itération  est  orthogonale  à  tout  autre  noyau  déduit  de  K2(J7,.)') 
(le  la  même  façon,  j^es  noyaux  résolvants  eux-mêmes  Y  ^{x,  y\\), 
1  ;.(.r,  y\  u)  sont  aussi  oithogonaux,  fpiels  cpie  soient  A  et  u.. 

Soient  '■o^(^x)  et  '■:>..[x')  deux  solutions  des  deux  équations  inté- 
gialcs 

cf.,(j:)  =  >,   I     K,(.r.  .s)c5i(A-)cf'.v -f-/(a7), 

'^2(a-)  =  >.    /      \\.i(x,  s)o-i{s}ds -^f{x), 

où  K,  et  Kv  sont  dvAix  iio\au\  oilho^onaux.  Si  A  n  (>st  |)as  une 
\aleur  singulière  pour  l'un  des  noyaux,  ':i^[x) -{- '■^^{x) — ,f  {x) 
sera  solution  de  i^'cpialioii  nili  ^ralc 

<{>{x)  —  \    /      ]\\\{x,  s)^Kz{.'\  s)\'\>(s}ds  -'^f{x), 

'-  Il 

d'a|)r("'s  le  théoW'ine  général  qui  |)récéde  sur  les  résolvantes. 

Il  est  facile  de  vérifier  directement  cette  propriété,  car  la  rela- 
tion à  v(''rilier  se  réduit  à 

/      K,(.r,  s)|'i.,(5)       /i.vil^/.s-f-    j      K,(./-.  .v)f'v,Cv)-/Cv)|r/4-  ==o. 
•'^  Il  '  'I 
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et  les  lieux  inlégrales  sont  nulles,  en  verlu  de  l'orlliugonalilé  des 
noyaux  et  des  équations  inlégrales  elles-mêmes.  Remarquons  que 
cette  démonstration  s'applique  aussi  au  cas  où  A  serait  une  valeur 
singulière  pour  l'un  des  noyaux,  et  que  la  propriété  s'étend  à  un 
nombre  (juelconqiie  de  noyaux  orlhogonaux  deux  à  deux. 

Coiisidéron»;  iiuiinlenanl  deux  novaux  semi-orlli(ii;onanx  et 
supposons,  par  exemple,  que  ces  noyaux  \éritienl  la  seconde 
des  relations  (53).  JNous  dirons  pour  abréger  que  ^^(.r,  j')  est 
orthogonal  à  droite  à  K,  (j?,  >'),  tandis  que  K,  (ic,  r)  c?,\.  ortho- 
gonal à  gauche  à  K2(j:^,  )■).  Les  noyaux  Ys^.f  {x^y)e\.  ¥J"' {x^  y) 
déduits  des  premiers  par  un  nombre  quelconque  d'itérations  sont 
dans  la  même  relation,  c'est-à-dire  (|ue  tout  noyau  déduit  de 
Kal^^r,  y)  par  itération  est  orthogonal  à  droite  à  tous  les 
noyaux  itérés  de  K,(:r,  r).  La  pro|)Osition  est  démontrée  par 
la  formule  (54),  dont  le  second  membre  s  annule  en  verlu  de  la 
seconde  des  relations  (53).  Cela  étant,  si  les  novaux  K^ix^y) 
et  K2(^,  y)  sont  bornés,  ou,  d'une  façon  plus  générale,  si  la 
solution  de  Fredholm  est  applicable  pour  cliacnii  d'eux,  on  a  le 
tliéorème  suivant. 


Théoiù;me  B.  —  Soient  K,(:r,  r;  et  ^2(0:,  y)  deux  noyaux 
orthogonaux  ou  semi-orthogonaux,  D,().),  D2(À)  les  Jonctions 
déterminantes  fie  Fredholm  pour  ces  noyaux:  la  détermi- 
naiite  (0(a)  de  Fredholm  pour  le  noyau  S(.r,  j)')=iK,H-K2 
est  égale  au  produit  D,  (a)D2(  a). 

On  vérifie  de  piocbe  en  proclie,  en  tenant  compte  des  rebitions 
précédentes,  que  le  novau  S  "  (.r,^)  est  de  la  forme 

S  «'(a:,  y)  =  KV"(.r,jK)  -+-  K.;''{x,y)-^  iLC,,.,/    f    K{"{x,  .sjK'/'  {s^y^dx. 

^'p,f]  étant  un  nombre  entier.  (  )n  a  donc 

f    S"'Us,  s)ds  =   Ç    K'/" (  .V.  5  )  rt'.v -(-    j     K^'  (s,  s\ds 
''  1%  *  Il  '11 

>/'      -./' 
-4-  ï  ( ;,,.,/   I       I     K/'  (  /,  i-  )  K  ^/  (  .s-,  /  )  ds  dt  ; 
•  (/    'il 

le  dernier  terme  est   nul,   comme  on  le  voit  en   iiilé:;ianl  d'abord 
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par  rapport  à  la  variable  /.  et  lOii  en  déilmt  (jiie  la  ^"'"'^'  ipeice  du 
iiovaii  S(jr,  y)  e^i  ('gale  à  la  somme  des  traces  de  mè-me  rang 
de  K,  et  de  K^.  On  a  donc  ( n"  o()<)) 

(5g)  co';/)     ij;(À)  .  \y,ù) 


a)  (À)        IJ,(À)        iJoO.) 
et  |iar  siiilc  (0(a)  =  D,  (a)Do(  A  ). 

Reniai  (jiie.  —  Si  les  fleiix  in»\aiix  sont  (»rlliogonaiix,  la  rela- 
tion (56)  se  déduit  tout  de  suite  de  la  formule  (55),  combinée 
a\ec  la  relation  (i5)  qui  donne  la  dérivi-e  logaritlimi(|ue  de  Di  a). 
Dans  ce  cas,  le  théorème  s  étend  à  la  somme  d  un  nombre  quel- 
<'onque  de  novaux,  orthogonaux  tleiix  à  deux.  au\(|uels  s  apph(|ue 
la  solution  de  Fredholm. 

575.  Application  aux  fonctions  fondamentales.  ^  Toute  fonc- 
tion 'i(.r),  non  ideiilnpicmeiil  imlle.  satisfaisant  à  une  relation 


(57)  z,(x)  —  cj     W(x.s)-^(s) 


h 


est  une  fonction  fondamentale  du  noyau  Kia:.  t).  D'après  la  for- 
nmle  générale  qui  donne  la  solutic^n  de  l'équation  de  seconde 
espèce,  le  nombre  c  doit  élre  un  piMe  de  la  ivsolvante  pour  (|iie 
celte  (-quation  admette  une  solution  non  nulle.  Héciproquement, 
à  tout  pôle  de  la  résolvante  correspond  au  moins  une  fonction 
fondamentale. 

La  proposition  a  déjà  été  établie  pour  un  novaii  borné  (  n"  56S). 
La  démonstration  suivante,  (|ui  repose  sur  lécpi.ilion  fonctionnelle 
de  la  résolvante,  est  générale.  Soil  /.  ^  c  un  pùle  d'ordre  n  du 
noxau  résolvant,  et  soit 

V(:r.  y:)..^^   ^l^l^LlZ}  ^   ''."    "  "■  ^)  ..... 

^  'A   —  C)"-  (A  —  C/'-' 

-I r— — ^ h  Ao(j",  J'I-T-  A,(.r,  j-  H  A  —  r-  I— ... 

le  dcveloppenifiil  di-  le  no\au  daii^  If  ddiiiaiiic  du  pi'dr.  l'o- 
sons A  =  c -r  A,  et  remplaçons  V{x\,  y'\  c -j- h  i  par  son  d<'\elop- 
pement  dans  les  deux  membres  de  l'équation  ronclionnclle  (C)o) 
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du  n"  oo9;  il  vient 


B„(T,y)       R„_i(j-,>') 


(58) 


A" 


A"    ' 


B,r.r.  1 


—  A ,, (  j\  f)  —  A ,  (.r,  )■  )  /j 


i       =K(x,j')-i-(c-/Oj/^^"K(.r,  o[i^^^^^+...]^//. 


F^ii   égalant  les  coefficients  de  II   "   dans   les  den\  ineinltres,  on 
ol)lient  la  relation 


(59) 


qni  nn)ntre  (|ne  13,;(  x,  j)'i  )  est  une  fonction  fondamentale  du  noyau 
correspondanl  à  la  valeur  singulière  c,  quelle  que  soit  la  valeur 
constanLey,  attribuée  'a  y.  On  verrait  de  même,  en  se  servant  de 
la  seconde  équation  fonctionnelle  (6i)  que  B„(j?,,  r)  est  une 
solution  (le  1  (''(|ualion  liomogène  associée 


<V(r) 


■1> 


{l.  y)^{t)dt, 


quand  on  attribue  à  x^  une  valeur  couslanle  <juelconi|ne. 

On  a  vu  pins  liant  (  n"  568)  qu'à  un  pôle  c  de  la  résoKanle  ne 
correspondeni  (pi Un  nombre  /////  de  fonctions  fondamentales 
linéairement  distinctes,  si  le  noyau  est  borné,  ('.et te  propriété  se 
déduit  aussi  facilement  du  lli(''orème  B.  Soit,  en  effet,  A^c  une 
racine  d  ordre  m  de  multiplicité  de  D(a)=o.  et  soient  C3,, 
'jo,  ...,  '^p  des  fondions  fondamenlales  liiu-airemenl  distiiutes 
correspondant  à  ce  pôle;  nous  allons  montrer  qu'on  ne  peut 
avoir  p  ^  m.  Soit  t:,  ix)  une  fonction  telle  qu'on  ait  r(3,  i^i  )=  i . 
Posons  K(:r,  jk)=  'f  1  (•2:")'îî(  (^')H-K.,  ;  les  deux  noyaux  es,  (.c)  ~i  (jk) 
et  K|(a7,j')  sont  semi-oj-lhogonaiix.  d  après  la  condition  à  bupielle 
satisfait  la  fonction  — ,.   Or,  la  fonction   déterminante  relative   an 

noyau  'i,  (.r)-,  (  j')  est    i J-  (  n"  571);   il  s'ensuit   (pie  l'équation 

délenninante  lJ,(À)^o  relative  au  noyau  K,(^J7,  ^k)  admet  la 
racine  À  =  (?  à  l'ordie  m  — i  de  muliipliciti'.  Or,  il  est  facile  tie 
former />  —  i  fonctions  fondamentales  liinairement  distinctes  pour 
ce  noyau  K,(J7,  jk).  En  eflet,  si  l'on  pose  <\jr\x)^=  Or{x)-^  Cr'^\{jc)^ 
ou  a,  en  tenant  compte  de  ce  que  cp,  et  cp,-  sont  des  fonctions  fon- 


II.     —    Eïl  l)i:     IM      \nVAI      UKSOI.V  ANT, 

dameiilales  pour  l\  (  .r,  v). 


39<> 


f     ''^r{s>Ki 


(  .r .  s  t  (/s  =  'l  r  (  .r }  —  o  1  (  ,/■  ) 


/      -i(  s  lo,.(  s  )  ds  —  Cr  I  ; 


en  ('liDisissaiil  <;>  '!<'  lai'ou  (|uc  le  cdcI liclciil  de  C5,(j")  soil  nul,  <•! 
taisaul  successivenu-nl  r=z2,  3,  ...,  />,  on  obtiendra  bien  y? —  i 
fonclions  fondaineulales  dislincles  pour  le  noyau  K,(.r,  y).  En 
conlinuaul  de  la  sorle,  on  airivcrail  à  nu  noyau  pour  l('i]uel  r  ne 
serait  pas  une  valeur  singulière,  et  (jui  admettrait  cependant  une 
fonction  fondamentale  correspondant  à  c.  si  l'on  avait />  >>  m. 

Le  théorème  s'étend  à  tout  nov.in  non  borné  pourvu  qu'on 
pnisM'  (Ml  déduire,  par  un  nond)r('  /(ni  d'itt'rations,  un  noyau 
aurpiel  la  solution  de  Fredbolm  est  applicable.  Soit  c  une  valeur 
singulière  pour  le  noyau  K.(x,  y)  et  cs(x)  une  fonction  fondamen- 
tale correspondante.  De  la  relation 

'^(  s)=  c   I     W{s,  t)'ç(  (  )dt 

on  tire,  en  miill  iplianl  les  deux  membres  par  cK(.r  .5  \  et  intégrant. 

■s,(x)  =  c  I      li(.r,s)o(s)ds 

' r''  r''  r" 

=  c-  /     Ktx,  s)K{s,  t)'fil)ds  de  =  c"-         K'-^-'ix,  t)  ^(t)  dl, 

et  Ton  \  érifie  aisi'menl  par  \ Oie  de  n'îrur renée  (piOii  a,(|uel  (pie  soil^>, 

^{x)=ci'   I     K'i'Hcc,  s)'f{s)ds. 

iJonc,  loiilc  jOncLion  fondanieiitale  pour  un  nojau  )\[.t',  y), 
correspondant  à  un  pâle  c  de  la  résolvante,  est  aussi  une  fonc- 
tion fondamentale  pour  le  noyau  K^/'^(.r,  }')  et  le  pùle  corres- 
pondant de  la  nouvelle  résolvante  est  cP{^). 


(')  La     réciprij(|iic     n'est    pas    tonjimis    cxaclc    Soil    '^{^')    (inr    sdliiliun     de 
i'i-q  11  illion 

(K)  •:^{x)  =  ci'   I      l\i')(x,  s)'l{.s)ds; 

posons 

~^{x)  =  '\i(x)  +  co>'  I      K(x.  .s) -l^  {s)  ds  -]'...+ cf- '(.>■'' r^)    1     K  c  '((x,  .<)•}(«)  rfs, 


ÎOO 
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Si  la  sohillori  de  1- icdliiiliii  csl  a|)|)lical)lt'  an  novaii  iléré 
)\.^P'  (x,  y  ),  il  M  V  a  doiH'  (|ii  lin  nombre  liiii  de  luiiclioiis  fond.i- 
inenlales  coircspniidanl  à  un  pôle  c  du  novaii  résohanl. 

Etant  donnés  plusieurs  novaux  Kif.r.y),  ....  Ky,(x,  r),  ortho- 
i;onaiix  deux  à  deux,  la  soniine 

sera  appelt'-e  le  noyait  l'ésnltanl.  cl   K,,  kj K^,  -iiMonl  dits 

les  noyaux  composants.  Tout  pôle  e  de  la  résoUanle  du  iiovau 
résullanl  est  un  pôle  pour  I  une  au  moins  des  résolvantes  des 
noyaux  eoinposants.  Réciproqiieinenl,  tout  pôle  de  la  résolvante 
d  un  des  novaux  composants  est  aussi  un  pôle  pour  la  résohante 
du  noyau  résultant.  D'une  façon  j^énéraie,  nous  dirons  c^vC une 
fonction  '■p(.r)  est  orthogonale  à  droite  à  un  noyau  K(j7,  y"),  si 

r''  ■  . 

Ion  a,  cpiel  que  soit  ./•.  /  K(  .r,  .v  ) '^(.y  )  </.v  =  o.  Si  deux  nov.inx 
K-,  (^  j;',  j' ).  Kj(x,  Y)  Sitiil  (irl  lio^onaiix.  toute  loiu'lioii 


K,('i)=  j      K,(.r,  t)'^(t)(/t 


e^t  orthogonale  à  droite  au   iioyaw  l\jU/,j'^.  JNoiis  poii\oiis  écrire, 
en  efllei, 

j     l\-,{x,  S )[\i[':^{s )]ds  =   1        I      KoiJ-.   x)K,(^.v,   t  ) 'j.t  /  I  (ts  t/t. 

•-a  'a      '    (I 

et  le  second  inemlire  est  nul.  d'après  l'ortliogonalilé  des  novaux. 


V  clanl  l'un  des  nombres  <>.  i p  —  i,  el  oj  élanl  une  iMcinc  priiiiilive  de  l"éi| na- 
tion a)f=:i.  On  vérilie  aisément  que  ~.Jx)  est  une  solution  de  l'équation 


(e.,) 


r'' 

~.^{ x)  —  c (.)■'   /      \\(  X.  s) -.^  ( s )  (Av. 


Ii'.iilleui's  les  foiKlions  -„,  -,,  ...,  ~„_,  ne  penvenl  rire  tonh-s  nulles,  rar  leur 
sonune  —„-r-~^~-...-^-~^  est  égale  à  j)-!fi{x).  Toute  solution  de  l'équation  (E) 
fournil  donc-  une  solution  de  l'une  au  moins  des  é(|ualions  (e,),  mais  ne  donne 
pas  forcément  une  solutirm  de  l'équation  (e„)  {voir  plus  loin.  n°  ÔT!)). 

Cependant,  si  l'on  a  rlioisi  le  nombre  entier  p  de  façon  qu'aucun  des  nombres  coj, 
CW-.  ....  Ch>i'  '  ne  soit  un  |iole  de  la  résolvante  relative  au  noyau  K{x,  y)  (ce 
<|ui    est   toujours   possible   d'une   infinité  de    manières),    les   équations   (e^),  où 

V  =  I.  2. ^  p  —  I,  n'admettent  pas  d'autre  solution  (|ue  ~^=  o;  ~o(-r)  est  donc 

identique  à  p'l^(x),  el  les  équations  (  l*)  )  et  (e„)  admellcnl  les  mêmes  solutions. 


II.    —    ETUDE   DV    NOYAU    RESOLVANT.  f\Ol 

Il  en  résulte  en  particulier  que,  si  deux  noyaux'  K,  «'/  K^  sont 
orthogonaux,  toute  Jonction  fondamentale  pour  V un  des 
noyaux  est  orthogonale  à  l'autre  noyau.  Kn  efTel,  soil  tp(x) 
une  fonction  rondanientale  du  noyau  K,(j;,  j');  celte  ionclioii  est 
(le  la  forme  cK,('.j)  et,  par  suite,  elle  est  orthogonale  à  Ko(.*,  j^). 
il  après  la  reniarque  précédente. 

Cela  étant,  soient  K,,  Kj.  ....  K^,  des  iutYaiix  orthogonaux 
deux  à  deux,  'è{x.  y)  leur  somme,  c  une  valeur  singulière  pour  le 
noyau  K|(\r,  y)  par  exemple,  '^{x)  une  fonction  fondamentale 
correspondante;  'C>{x)  est  orthogonale  aux  autres  noyaux  K^. 
k  ,.  ....  R^  et,  par  suite,  on  a 

.. '' 

d  où  résulte  la  proposition  ««uivante  : 

Tout  pôle  de  la  résolvante  relative  à  un  des  noyaux  compo- 
sants est  aussi  un  pôle  pour  la  résolvante  du  noyau  résultant, 
et  toute  fonction  fondamentale  d'un  des  noyaux  composants 
est  une  fonction  fondamentale  pour  le  noyau  résultant . 

Pour  examiner  si  la  réciprocpie  est  vraie,  supposons  f»^=-i. 
Soit  'ii'./'l  une  fonction  fondamentale  pdiir  le  noyau 

'Six.  y)=  Kiix,  y)-^  K-i^x,  yj, 

correspondant  à  un  pùic  c-  On  a  par  livpolhè.'îe, 

en    désignant    par   ':i{{x)   et    ^^{x)  les  deux    expressions   rK,(9), 

'^^('■p);  niais  les  deux  noyaux  K,  et  K.^  <''laiil  (irtlnigunan  \,  '.pi(a,') 

est  orthogonale  au  noyau  K^i.r,  y)et  'Jo(.f')au  noyau  iv,(./',  j/"),  ce 

(pu  peiinet  d  éci  ire  les  relations  pr('<édentes.  en  remplarani  '^(./,) 

par  'i,  -h  'io, 

■^i{x)=  rKiio,  I,         ri{-r)—  '■k,('i.j  I. 

!>  une  an  moins  des  fonctions  'i,,  '^^  n'(';lant  pas  mille,  il  s'ensuit 

<pie  c  est  un  jxMe  pour  l'une  au  moins  des  n'-solvanles  des  noyaux  K  , 

et  K.J.  Si  c  n'est  un  pôle  (pie  pour  riini'  d'elles,  pour  la  premièrr 

par  exemph',  on  a  'i^^o,  'i  =  'i(  et  »(./  i  est  une  lonclnui  londa- 

0.,  III.  •«) 


Ao-?. 
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mentale  pour  K,(.r,  y).  Si  r  esl  un  \)o\e  pour  les  résolvantes  des 
deux  noyaux,  o(x)  est  la  somme  de  deux  fonctions  fondamentales. 
Le  raisonnement  s'étend  sans  peine  à  un  nombre  quelconque  de 
noyaux  orthogonaux  deux  à  deux,  et  en  résumé  toute  fonction 
fondamentale  du  noyau  résultant  est  une  fonction  fondamen- 
tale pour  un  des  noyaux  composants  ou  s'obtient  en  ajoutant 
les  fonctions  fondamentales  des  noyaux  composants  qui  cor- 
respondent à  un  pôle  commun  de  leuis  résolvantes. 

En  particulier,  si  les  résolvantes  des  noyaux  composants  pris 
deux  à  deux  n'ont  pas  de  pôle  commun,  on  obtient  toutes  les  fonc- 
tions fondamentales  du  noyau  résultant  en  prenant  l'ensemble  des 
fonctions  fondamentales  des  noyaux  composants. 

576.  Noyaux  principaux  (  ■  ••  —  ^'^  ^  ^^j^  remarqué  rimj)or- 
tance  de  Téqualion  foiiclioniielle  (n"  o60) 

■  ....         ,  r"       '  ^ 

(do)   V(T,y\  /.)—Y{t,  y:  [ji)  =  (a  — -x)    /     Y{x.  t;  A)r(/,  y;  [j/jclt 

qui  caractérise  les  noyaux  résolvants.  jNous  allons  l'appliquer  à 
l'étude  delà  résolvante  dans  le  domaine  d'un  pôle  A  =  c.  Le  déve- 
loppement de  la  résolvante  dans  le  domaine  de  ce  pôle  étant  écrit 
comme  plus  haut  (n"  o7o),  l'équation  (60)  devient 

'inK.....)|(^)'-(^)'| 

i^  1 

^^  Ap(x,  y)\(l  —  c)i'-(iJ.  —  c)p\ 

/T~     n  +  x 

^^^,(a■,  t  ,(^^^y  ^^\„(~r.  tHX-c)r 


<ii  ) 


/'-• 


= I  /.  —  'j.  I 


] 


r)i' 


p=--U 


r/t. 


(')  Dans  mon  Mémoire  des  Annales  de  Tou/ouse,  1908,  j'avais  fait  l'élude  des 
noyaux  principaux  en  in'appuyanl  presque  ui)i(iuenienl  sur  les  lliéorénies  A  et  B. 
On  abrège  beaucoup  l'exposition,  comme  l'a  déjù  fait  M.  Lalcsco,  en  se  servant 
da\ania{:e  de  l'équation  fonctionnelle  du  noyau  résolvant.  La  mclhode  que  je  suis 
est  un  peu  différente  de  celle  de  M.  Lalcsco.  et  ne  suppose  pas  connue  la  théorie 
des  diviseurs  élémentaires. 


ETIUE   Dl'    NOVAt    RESOLVANT. 
X  — 


ce  qu'on  peut  écrire  en  posant  /.  —  c  ^  /i 
par  h  —  A' 


io3 
7,  et  divisant 


hk 

il) 


I     ) 
A'-'i 


V  A/,(j-,  y)  ;  ap-'  +  ///'-2  /  -4_...^-  A-/»-»  ; 


p=l 


La  relation  j)récédenle  doit  être  vérifiée  quels  que  soient  k  et  /. . 

Ur,  le  premier  membre  ne  renferme  aucun   terme  en  -t-t  ou  -j— » 

p  étant  nul  ou  positif;  il  faut  donc  que  tous  ces  termes  aient  des 
coefficients  nuls  dans  le  second   membre,  ce  qui  exige  qu'on  ait 


(62) 


/     B,(j".  /)A/,(/,  r;  «^^  =  o,  /     Yii(t,  y)\,j{x.  l )d(  =  o 

//>   =   O,    I,   ■^.    ....   =c\ 
\   t     =    I  ,    2 ,     .  .  .  ,    /<  /  ' 


En  désifinatit  par-  •'(./,  y:  /.  )  la  partie  principale  du  noyau 
résolvant  et  par  Hfx,  y;  ).j  la  |)arlie  régulière,  les  relations  (62) 
prouvent  qu'on  a,  quels  que  soient  /.  et  -j., 

(63j      /     7O,  /:  a)H(^  j»';  ;jL)(:// =  o,  /     \\{x.  t\\i.)"^U.  y\\)  dt  =  o, 

^  a  'J  II 

pourvu  toutefois  que  le  développement  de  H(a:,  y;  y.)  suivant  les 
puissances  de  y.  —  c  soit  convergent.  Mais  la  fonction 

est  une  fonction  méroinorphe  de  a,  el  par  >uile.  les  relations  ((^3) 
sul)sislenl  poiii'  toutes  les  valeurs  de  /.  el  de  -j.,  et  en  parliculiei- 
pour  ),  =:[i.  =  o.  Posons  pour  abréger  ^(x,  ^)  z=  y(x,  y\  o)  et 
H(j:,  y)  =  ¥^(  x^  y)  —  /*(x,  y)',  le  noyau  Iv(a:,  y)  est  ainsi  décom- 
posé en  deux  novaux  orthogonaux  k{x^  y)  el  H(j7,  y),  dont  le 
premier  A'(.r,  j')  s'obtient  en  faisant  A  =  o  dans  hi  parlie  |)riini- 
pale  de  la  résolvante  relative  au  pùle  a  =  c', 

I^our  achever  Tidentificalion  des  deux  membres  de  la  for- 
mule (<ii  bis)^  i\  faut  égaler  d Une  p.irl  les  coefficients  des  diverses 

puissances  de  j  et  de  y»  tjui  |)rovienncnt  uni(|U(-ruent  de  la  jiarlic 
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principale,  d'autre  p;irl,  les  coel'ficieiils  des  puissances  posilives 
de  h  cl  (le  /. ,  (|iii  proviennent  niiicpuMnenl  de  la  partie  régulière. 
On  pourrait  obtenir  ces  deux  groupes  de  formules  indépendam- 
ment les  unes  des  autres,  en  supposant  que  la  partie  régulière  es! 
nulle,  ou  an  contraire,  en  ne  tenant  pas  compte  de  la  partie  prin- 
cipale. Il  est  clair  que  ces  deux  groupes  de  formules  peuvent  être 
condensées  en  deux  formules  uniques 

(<>4)  y(^' .»';  >')  —  y('^,  j;  \^)  =  {'>-— V-)  f    '!(^,  i\  >^»ï('•  y-  \^)dt, 

«'  il 

(65)  W{x,  y\l)  —  \^{^,  y;  [J-)  =  0^  —  \^)  f    Hir,  /:  /.)H(^,  7:  \>.)dl, 

«'  Il 

dont  la  première  exprime  que  la  résolvante  relative  au  nojau 
k{x^y)  est  précisément  la  partie  principale -/(a?,  y;  X)  de  la  résol- 
\ante  T(^x^y\  À)  dans  le  domaine  du  pôle  c.  La  seconde  e>prime, 
au  contraire,  (pie  la  résolvante  du  noyau  \\[x,  y)  est  identique  à 
la  partie  régulière  de  la  résolvante  V[x,y]  A)  dans  le  domaine  de 
ce  ptile.  Le  nojan  lc{x^  y)  est  appelé  le  noyau  principal  relatif 
au  pi)le  c  ;  i\  suffit  de  connaître  ce  nojau  principal  pour  déter- 
miner les  fonctions  fondamentales  correspondant  à  la  valeur  c, 
puisque  c  n'est  pas  une  valeur  singidière  pour  le  noyau  H. 

A  chaque  p(')le  de  la  résolvante  correspond  ainsi  un  nojau  |)rin- 
cipal.  Deux  noyaux  pri/icipaux  correspondant  à  deux  pâles 
dijO'érents  sont  orthogonaux.  Soient  k's{x,  y)  et  k^i^x^  y)  les 
noyaux  principaux  pour  les  deux  p(jles  C\  et  Co  :  k^{x,  y)  est 
orthogonal  au  nojau  H,  (ic,  y)  :=  K(a7,  y)  —  k\{T,y).  La  résol- 
vante y,  (^,  y^  a)  étant  régulière  dans  le  domaine  du  point  A  =  C■^, 
il  est  clair  que  /ro(.r,  j)  est  identique  au  noyau  principal  qu'on 
déduirait  du  novau  H,.  Posons  H,  (j:*,  y)  =  Ho-r /<2i  et  soient 

I\(x,  )■:  À;,     'ii(  J\  y;  k) 

les  résoKantes  pour  ces  deux  noyaux;  kii^x.y)  est  orthogonal  à 
la  résolvante  Ti{x,  y.  X)  -\-"-:i{x,  y;  a)  du   noyau   H|(.r,  y)  et 


f 


h 
/,<.r,  t)  ]\\{(,y,  l)-^-;t(t,y;  l)[  dl  =  o. 


r''  -,  .      . 

Or,    I  intégiale     /     /.,(./".   t )  ^^'■2{t .,  y:  /.)dt    e>l     une     lonclion 
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rationnelle  de  /.  admellanl  h-  seul   [nMe  y.  =  Cj  el   imllr  à  I  iiilini, 

tandis  (jue  riril<'^ialc    /     /  ,  (  j".  f)l\,{/.y:  /.)  dt  e^l   une  loïKlion 
•  Il 

liolomorpiie  de  a  dan^  le  domaine  de  ).  =  c-,-  Il  laut  donc  (|iie  ces 
deux  intégrales  >()icnl  nulles  l'une  el  laulic.  de  sorte  (jue /• ,  (  .r,  j') 
est  orthoi;onal  aux  deu\  novanx  /,o  et  II... 

577.  Structure  d'un  noyau  principal.  —  l'onr  ((u'une  fonc- 
tion K(a',  )')  ?oil  un  noyau  j)nuri|)Hl.  il  laul  (juc  la  résoKanle 
relative  à  ce  noyau  soit  une  fonction  lal  lomielle  de  A  ayant  un  seid 
pôle  el  nulle  à  l'infini.  Glierchon.s  dahord  dans  quels  cas  la  résol- 
vante aura  nn  seul  [xMe  du  preniiei'  ordre.  I^^lle  devra  être  de  la 
forme 


ce  qui  exige  cptOn  ait  d  une;  façon  générale  (n"  o59) 
ci'-^Ki'^(x,  y)  =  K.{.r,  y)         (/)  =-2,  3,  ...>. 
Ces  conditions,  <»n  le  voit  aisénienl.  se  lédui^ent  à  la  |ireMiièce 

(CiG)  K{x,y)=  <•  I     K(t.  s)li(s.  r){ls, 

qui  exprime  ([ue  K(.r,  y„)  est  une  fonction  fondamentale  du 
noyau  K(x,  r),  relative  au  pôle  c,  quelle  que  soit  la  valeur  con- 
stante jKo  attribuf-e  à  y.  Puisqu'il  n'existe  (ju  un  nondir*-  Uni  de 
fonctions  foiidamenlales  distinctes,  il  sensuil  (|ue  K(.r,  )')  est  une 
combinaison  linéaire  de />  fonctions  linéairement  distinctes  o/fx), 
dont  les  coefficients  dépendent  de  y 

(67  )  K(.r,  y  )  =  0|  r.r  )<Li(  j  )  -t-. .  .-4-  <o,,( .T)'l,,(y), 

les  fonctions  •]>)(  v),  ...,  'i^^(  l)  é-ta  ut  aussi  limMircmenl  di>tiiicles. 
Si  l'on  rem|)lace  K(.r,  })  par  l'expression  (67)  dan>  la  lela- 
lioii  (66),  on  voit  que  les  fonctions  'j;,,  'l/,  dni\eul  M-rilicr  lc>  r(da- 
tions 

de  sorte  (pie  les  lunclions  ('i|.  'Jj,  ...,  'i/,)('l,.  •!/..,  ....  'l^,") 
forment   nn  système  biortliogcmal .   lii\  eiseiiienl.  de  luul    s\siriiie 
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biorthogonal  on  peut  déduire  un  noyau  K(:r,  y)  répondant  à  la 
question.  Remarquons  cpie  '},,  '^j,  ...,  d/y,  sont  les  p  solutions  de 
l'équalion  homogène  associée 

•l(j)  =  c  f   K{t,y)'h{()dt, 
*-  Il 

et  que  la  fonction  déterminante  D(a)  =  (  i  —  -  )     (n"  o71). 

Avant  de  traiter  le  cas  général,  nous  démontrerons  un  lemme. 

Lemmf,.  —   Toute  solution  de  l'équation  intégrale 

r''  ^ 

(68)  o{x,y)-c  K{x,  s)o{s,y)ds  =  y^Xi{x)Yiiy) 

est  de  la  même  forme  que  le  second  membre. 

En  efl'et,  soit  Z)(x,y)  une  solution  quelconque  de  cette  équation. 
Les  n  fonctions  Y/(y)  étant  supposées  linéairement  distinctes, 
donnons  h  y  n  valeurs  particulières  j',,  y 2,  -  •  -,  Yn  telles  que  le 
déterminant  formé  avec  les  éléments  ^i{yk)  ne  soit  pas  nul.  Des 
n  équations  obtenues  on  peut  tirer  X,,  .  .  .,  X„;  on  en  tire,  par 
exemple, 

X,(.r)  =  *i(a:)  —  c    /     K{x,  s)^^i{s)ds, 

^  a 
n 

<!>(  (j?)  étant  de  la  forme  ^  a/cp(:r,  j^),  les  a/  étant  des  coefficients 

i=l 

constants.  De  la  fonction  C5(:r,j)^)  on  déduirait  de  même  une  solu- 
tion tl>,(^)  de  l'équation 

^i{x)  —  c  I     K(x,  s)^,(s)  ds  =  Xi(x), 

et  par  suite  une  solution  <ï»(x,^)  =  lA* i{xyS.  i(^y)  de  l'équation  (68), 
qui  est  bien  de  la  forme  voulue.  Toute  autre  solution  est  de  la 
forme  tl>(j",j^)  + '!i(^,  j'),  •Iti^x^y)  étant  une  solution  de  l'équa- 
tion homogène 

'H^>  y)  —  ^'  I   K(^>  -O'^'  ^)  y)  ^s- 
'-Il 

Mais  toutes  les  solutions  de  cette  équation,  considérées  comme 
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fonctions  de  x,  sont  des  combinaisons  linéaires  d'un  nombre  ///</ 
(pouvant  être  nul)  de  fondions  de  x;  toute  solution  do  létiua- 
lion  (68)  est  donc  bien  de  la  forme  annoncée.. 

Cela  posé,  reprenons  le  calcul  (ridentification  du  n°  575.  Nous 
voyons  d'abord  que  B„(x,  yj,  qui  est  é<;al  à  une  fonction  fonda- 
mentale du  noyau  K(jc,  j^),  quand  on  altiihue  h  y  une  valeur  con- 
stante quelconque,  est  de  la  form(.' 

puisqu'il  ny  a  cju'un  nombre  fini  de  fon(;tions  fondamentales  cor- 
respondant an  nombre  r.  En  cgalanl  les  coefficients  de  //'""  dans, 
les  deux  membres  de  l'idciitilé  (58),  on  trouve  la  relation 

V,n-iix,  y)  =  c  I     K{t,  t)B,i-i{t,  j)dt-+-  I     K(:r,  t)B,t(  t,  yjdt/, 

B„(jc,  y^  étant  de  la  forme  (6()),  Il  résulte  du  lemme  précédent 
que  B„_,(jc,  j^)  est  de  la  même  l'orme.  D'une  façon  i;énérale.  on  a 
la  relation  de  récurrence 

Bn-i(x,j-)  =  c         K(x,  t)\]n   li  f^   y^fff  ^   I     K(x.  t)B„-i-^i{t,j)dt; 

d'où  l'on  déduit  de  proche  en  proche  cpie  tous  les  coefficients  de 
la  partie  principale  sont  de  la  même  forme  et  par  suite  le  noyau 
principal  lui-même  est  de  celte  forme  '^,6,  -h  ç)2'y'2  +  .  •  •  +  ?"«']''"» 
les  m  fonctions  'fi(.2:),  'f-'i^)-,  -  ■  •  ■,  'fm(^)  pouvant  être  sup- 
posées linéairement  distinctes,  ainsi  que  les  m  fonctions  '^■Jt{y)t 
'l'iiy)'  •  •  •  3  'f''«(j^')-  ^"  '^  ^'"  P''"'  ''^"'^  (n"57I  )  que  le  noyau  résol- 
vant correspondant  n'est  nul  pour  ).  infini  (juc  s'il  n'existe  aucune 
combinaison  linéaire  des  i,  (pii  soit  orthogonale  à  lous  les  <hf,. 

La  fonction  déterminante  I>(^a),  (h-duite  de  ce  noyau,  est  alors 
un  polynôme  de  degré  ///,  dont  toutes  les  racines  sont  des  p<\les 
de    la   résolvante  (n"  505).    Pour  que   cette   résolvaiile   n'adnielle 

(juc  le  pôle  A  =  r,  il   faut  donc   (pi  on  ail   l)(À)  =  /  i )     •  (.clic 

condition  est  d'ailleurs  sullisaiile,  car  la  résolvante  est  alors  le 
quotient  d'un  polynôme  de  degré  m  —  i  en  A  |)ar  U(a)  (n"  57i). 
Toute  combinaison  linéaire  à  coefficients  constants  des  //«  (onc- 
tions 'J, ,  vo,  .  . .,  cp„,  est  uwft  fonction  iniiicipalc  du  noyau  K(.f,._)^), 
relativement  au  p<Me  r  de  la  r('Sol\aiilc.  , 
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Tout  groupe  de  m  fonclloiis  princijiales  lliiéalremenl  distincles 
c^X,  un  groupe  principal .  Les  fonctions  '\\i'\-i-  ■•■■,  !>«/,  et  celles  qu'on 
obtient  pnv  des  combinaisons  bncaires  à  coefficients  constants,  sont 
\o.?,  fonctions  principales  associées.  Le  noyau  jjrinci|)al  étant  mis 
sous  la  forme  'o^{x)'l^{y)  -^  (s^2{x)']j-i{y)  -^  . . .  -\-  ':^,n(,-v)'\»,{y),  on 
dira  que  les  deux  grou|)es  de  fonctions  (cp,,  ....  '^,„)  et  (■!>,,..  ..  •l,„) 
sont  deux  groupes  principaux  associés. 

Il  y  a  évidemment  une  infinité  de  systèmes  de  groupes  piinci- 
paux  associés,  puisque  le  noyau  j)rincipal  peut  êtie  mis  d'une  infi- 
nité de  façons  sous  la  forme  précédente.  Tout  système  de  m  com- 
binaisons linéaires  distinctes  des  m  fonctions  Oi^x)  peut  être  pris 
pour  groupe  principal,  et  le  groupe  principal  assocué  est  détei- 
niiné  par  ce  (dioix  (n"  571  ).  On  va  |)iofiter  de  cette  indétermina- 
lion  pour  mettre  le  noyau  principal  sous  une  forme  qui  met  en 
évidence  les  propriétés  de  ce  noyau. 

o78.  Réduction  à  une  forme  canonique.  —  En  résumé,  tout 
noyau  j)rincipal  k(x^y),  relatif  à  un  pùle  c  de  la  résolvante  est  de 
la  forme 

'^,(.r),  ...,  (pmix)  étant  ni  fonctions  de  x  linéaiienuMil  distinctes, 
'^i{y),  ■  ■  -,  '^inXy)  étant  //?  fonctions  dey  linéairement  distinctes; 
lie  plus,  ces  fondions  doivent  être  telles  que  le  déterminant 


(7')  n,„(X) 


-  «ii> 

an'/. 


ai  2/. 
a-^y't. 


—  a  1  „,  /. 

-  a.i,n\ 


a,ni'- 


an, 


I     o,(,r)'i-/,(.rjf/.r  j 


soit   identupu;   à   (1 -j    •    Or,    on  est  conduit   à    une   équation 

i;quivalente  à  l'équation   D„j()>)  =  o  dans   l'étude  de  la  ([uestion 
suivante.  D'après  la  signification  des  coefficients  <7//,,  on  a 

(7'-*)   >''l?/(-'^)|  =  «,itfi(^)-^-  .  .-^((, 


,(.r) 


(i 


I,  V.. 


m): 


doiK 


SI  tlonc  on  se  propose  de  déterminer  une  C()uibinaison  linéaire  à 

coefficients    constants  *(.r)  =  a, '^,  (a-) -i-.  .  . -4- a,„'o„,(.r),    telle 
(pi'on  ait 

i7>;  /.  [IV-r)]  =  .v'l>(j-;, 
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.V  (Hanl  une  conslanlr;.  rôqualion  à  hupirlle  on  est  coiidtiil  |)our 
firlerminer  le  facleni-  5  n'est  autre,  on  le  \oil  aisénienl.  (|Uf 

^1\  )  F(5)   .^  (-  1)"'5"'  ^'>n,(-\  =  (^-   —Sj"  =  <>. 

Les  équations  (72)  définissent  donc  une  siihslilution  linéaire  doni 

I  équation    caractéristique    est    (- — s  j     =0,    et    nous    pouvons 

appliquer  à  cette  >ul)>liliilir)n  les  jc'snltals  (•oiuhi>  sur  hi  r(''duclioii 
d'une  substitution  linéaire  à  une  forme  canonique  (  IJ,  n"^  i09-il0  ). 
On  a  vu  qu'il  existait /«  combinaisons  linéaires  distinctes  des  tonc- 
tions  z>i  qui  subissent  une  substitution  linéaire  de  forme  cano- 
iii(|uc  quand  on  leur-  apjjliqiie  l'opération  A'(  ).  Pour  ne  pa^ 
iiiulli|ilier  les  notations,  nous  su|)|)Oserons  qu'on  a  pris  j)Our  'j,, 
o^,  ....  's„i  ces  fonctions  principales  elles-inènies.  l'Ules  se  par- 
laj;ent  alors  en  un  crrlain  nombre  de  <i;;r()upcs  ;  les  lunclions  ci,. 
o^,  .  ...  'Sp  formani  un  de  ces  «.troupes  sali>lonl  aux  relations 

(75)      cA(Oi)  =  Ot,  c/.-(02;  =  'V|  H-    -2,  ....  C/C('i,,;»  =   Ç,,_,-T-  O/,. 

et  l'on  a  des  formule.^  analogues  pour  chacun  des  <;roupes.  Nous 
dirons  que  les  m  fonctions  -.2,.  's-j,  ....  '^,„  forment  un  syslèinr 
ranonifjne  de  fonctions  principales,  et  que  le  novau  /"(j",  y)  est 
mis  sous  forme  canonique.  Les  fonctions  '.i , ,  '.p-j,  ...^  o^  d  un 
même  groupe  foriiKMit  un  groupe  c(tn<>nique .  et  les  fonctions  •>,, 


•\ip  un  groupe  canonique  associé. 


Supposons,    par    exein[)le,    qu'il    v    ail    deux    groupes    cano- 
niques, contenant  respectivement/?  et  y  fonctions  (/? -f- //=  »*)• 

soient  ('J,,  o^.,   ....  '.p^)  et  ('i',,  ■£.. '£  )  ces  deux  groupes  de 

f<mcti(»iis.  Le  noyau  étant  mis  sou>  la  lorme 

l^^x,y)  =  Oi{.T)'!^i(y)~...-i-  Op(x)-!^f,{_y)-^  o',  >t)-1\  (y)-h. .  .-h  o',,{x)-!^',f(y}, 

les  fonctions  <z>'-{.v),  'l'^T)')  vérilienl    (!•>  rrlatioiis  toutes  pareilles 
iiux  pré'cédenles 

^75/  cA(o',)  =  'f',.         c/.-(cp'j)  =  cs', -^0', rX-Cv;,)^  o'y   i  +  o;,. 

Les    relations   (7'))   et   i''^))'   exigent    (pif    !<•>    loncliniis    cp,    soient 
ortliogonales  aux  fonctions  -V  et  qm-  les  liuulioiis  'i/,  soient  ortlio- 
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{^onales  aux  fondions  ç»' ,  de  sorte  que  les  deux  noyaux 


sont  orthogonaux.  Chacun  de  ces  noyaux  est  dil  un  noyau  cano- 
nique. La  méthode  est  générale  et,  par  suite,  tout  noyau  prin- 
cipal est  la  somme  d\in  certain  nombre  de  noyaux  canoniques 
orthogonaux  deux  à  deux.  Chacun  de  ces  nojaux  canoniques 
est  formé  a\ec  les  fonctions  principales  d'un  des  groupes  cano- 
niques. 

Dans  les  relations  (70),  on  peut  remplacer  le  noyau  /{(x,y)  par 
le  noyau  /{,(x,  y),  puisque  »),  'jo,  ••-,  '-^p  sont  orthogonales  à 
tous  les  autres  noyaux  canoniques  dont  se  compose  k{x.i  y),  l'^n 
remplaçant  /,•,  (x,  y)  par  son  expression,  on  voit  que  les  rela- 
tions (~5)  ne  peuvent  être  vérifiées  que  lorsque  les  conditions 
suivantes  sont  remplies  :  'f\{x)  doit  être  orthogonal  à  toutes  les 
fonctions  ■];,,  sauf  à  'j/,,  csj  est  orthogonal  à  tous  les  '|/,  sauf  à  -!;,  et 
à  'Lo,  .  .  .,  enfin  ',5^  est  orthogonal  aux  -i//,  sauf  à  '^/)_i  et  'l/,;  de 
plus,  on  a  les  relations 

C-  i  '■?/,  'l,,-  1)  =  C(  'J^p  'Ij,  )  =  I . 

La  fonction  (h'terniinante  f/|(A)  corresj)ondant  au  noyau  /,",(x,  jy) 

est,  <l'après  la  formule  (71),  (i ;')   >  et  ce  noyau  possède  une 

seule  fonction  fondamentale  '.p,(:r);  '\ip(x)  est  en  même  temps  une 
fonction  fondamentale  pour  le  noyau  associé.  Il  y  a  donc  autant 
de  fonctions  fondamentales  distinctes  que  le  noyau  principal  ren- 
ferme de  noyaux  canoniques.  LorscpTun  noyau  canonique  se  ré- 
duit à  un  seul  tei'me  'i,  {x)•l^{y),  'i,  et  6,  sont  deux  fonctions 
(ondamentales  associées.  iJans  le  cas  où  }.  =  c  est  un  pôle  simple 
de  la  l'ésolvante,  le  novau  principal  se  décom|)()se  en  ///  noyaux 
canoniques  de  cette  espèce  (n"  577).  Si  ).  =:  c  est  un  [)ôle  mul- 
tiple, il  y  a  au  moins  un  des  noyaux  canoniques  qui  renferme 
plusieurs  fonctions  principales.  Dans  ce  cas,  et  dans  ce  cas  seule- 
ment, la  fonction  fondamentale  '^(x)  provenant  de  ce  noyau  est 
orthogonale   à   toutes   les   fonctions    fondamentales    de    réquation 
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associée  corresjjontlant  à  ce  pôle.  Donc,  pour  qu'un  pôle  de  la 
résolvante  soit  simple,  il  faut  et  il  sujjit  (ju'à  toute  fonction 
fondamentale  ^{x)  correspondant  à  ce  pôle,  on  puisse  faire 
correspondre  une  solution  fondamentcde  '^\-{x)  de  Véquation 
associée  qui  ne  soit  pas  orthogonale  à  fb{x). 

.  579.  Résolvante  canonique.  —  Pour  trouver  la  partie  princi- 
pale de  la  rt'suKaiile  dans  le  domaine  d'un  pôle  c,  il  suffit  de  faire 
la  somme  des  résolvantes  relatives  aux  différents  noyaux  cano- 
niques qui  composent  le  noyau  principal.  iV)nr  former  la  résol- 
\ante  relati\e  au  noyau  canonique 

nous  devons  former  les  noyaux  itérés  successifs.  D'après  les  va- 
leurs des  intégrales  ('j,'iy),  on  voit  inimédiatemenl  quon  a 

-^ 'fi'~\(^)\'\ P-i( y ) ^ -'-^ p( y)\  ^'^lÀx^'kn^y) 

et  Ion  étaltlil  ensuite  par  récurrence  qu'on  a 
cnk'n-^v(^x,y)^  ".,(x)\  'h,{y)  +  Q.]r\Ay)  +  ^h'\^(y)  ^...\^... 

■^'^p{^)'\p^y) 

CL        ii(  n  —  \) .  . .(  n  —  /'  -4-  1  )     i-v       5        <        I  I  /•(• 

,,= — ; On  s  arr«'te  dans  le  coeili- 

'  "  i .?....  Il 

cienl  de  '^i{-x )  lorsqu'on  est  conduit  à  écrire  des  fonctions  ''■fi+/i{y} 
d'indice  supérieur  à  p.  En  portant  ces  expressions  des  noyaux 
itérés  dans  le  développement  du  noyau  résolvant  suivant  les  puis- 
sances de  A,  le  coefficient  de  'ç.i(x)'li^/,(y)(h  >  o  »  sera  donc 


liÏÏ-''' 


c'est-à-dire 


)  \  _(/n-I) 


La  résolvante -'(^,  j';  a)  du  noyau  (  anonique /.  ^^./ .  >' )  a  donc  pour 
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expression 


y  (?»'ri  -'-  r2'r2-^-  •  -^  r/»^/' ■ 


c 


c 


el  f  est  un  j>ùle  d'ordre  p  pour  celte  résolvante.  vSi  l'on  écril  ce 
développemenl  sous   l;i  forme  liahlliiellc  en  jiosant  À  =  c  +  p,  le 

coefficient  de  (-)     est,  à   un  facteur  constant  près,  'f  i  (^)'}/)(^) 

(rf.  n"  575).  On  déduit  de  celle  expression  de  la  résoKante  un 
certain  nombre  de  conséquences. 

l'our  un  pôlecde  la  résolvante  d'un  noyau  quelcon(|ue  K{x,  y), 
il  y  a  lieu  de  distinguer  le  rang  r,  c'est-à-dire  le  nombre  des  fonc- 
tions fondamentales  distinctes  correspondantes,  l'ordre  p  de  ce 
pôle  et  enfin  le  degré  m  de  multiplicité  de  la  racine  )- =  c  de 
I  é(piation  D(À)  =  o.  lorscpie  la  solution  de  Frcdliolni  est  aj){)li- 
cable  à  ce  nojau.  Le  r.in^  /•  est  égal  au  nombre  des  novaiix  cano- 
niques qui  comjioseiit  le  novau  j>rinci|)al  correspondant  à  ce 
pôle:  SI  ces  no>au\  canoni(|ues  comprennent  respectivement  aj,, 

/'.' n,-  fonctions  principales,  l'ordre/?  du  pôle  est  égal  au  plus 

grand  de  ces  nombres,  et  le  degré  m  est  égal  à  la  somme  de  ces 
nombres  /i,  -f-  /?^ -J- .  .  . -j-  n,..  Entre  ces  trois  nombres  /•,  /??,  p,  on 
a  donc  les  inégalités  suivantes  (pii  rt-sullenl  de  leurs  relations 
imiluelles 

p  -^  r  —  •  =  "ï  =  l'p. 

Si  p  =z  1,  on  a  m  ^r^  /•;  s'il  y  a  un  seul  novau  canonique,  /■  ^  i , 
p  =  ni .  Dans  tout  auti'e  cas.  on  n  p  -\-  /•  —  i  <  rp. 

Hrnutnpics.  —  i '*  Le  résitlu  de  la  résolvante  caiioiiupie  écrite 
plus  baut  est  égal  à 

les  deux  groupes  de  fonctions   principabvs  (|ui  a    (igiiienl   forment 
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un  système  biorllioj^<nial.  Tout  no\a(i  j>rin(i|);il  <  taiil  une  somme 
de  noyaux  canoniques,  le  lésirlu  iflalil  à  un  j»(Me  c  d  (M(lre  (juel- 
eonque  de  la  résolvante  est  donc  composé  avec  des  tonctions  prin- 
cipales iormanl  un  système  biorlhogonal.  Si  le  pôle  est  simple, 
ces  fonctions  principales  se  confondent  avec  les  fonctions  fonda- 
mentales (n°  577  ). 

2°  L'expression  obtenue  plus  liaul  pour  la  résolvante  '({-JC^y.  a) 
d'un  noyau  canonique  l\{x.  y)^  jointe  aux  valeurs  des  inté- 
grales (c5|'L;t)  montre  immédiatement  qu  on  a 


/ 


0 

•'(s.  s  :  '/.  )  ds 


"^TI' 


ce  qui  complète  la  démonstration  d "un  tlu-oi-ème  de  M.  Poinraré 
énoncé  antérieurement  (n"  570;. 

3"  L'expression  du  z^'*"""^  noyau  itéré  U"^(^x,  y)  d'un  noyau 
canonique  /•"  .r,  y)  montre  que  les  fonctions  principales  de  ce 
noyau  itère  s'expriment  au  mo\en  des  fonctions  principales 
de  k(x,  y)  et  inversement. 

D'autre    part,   la   déierminante    D„(/.  >   du    noyau    k'"'(x.  y)  est    égale 

à  /i ~\    [n°  370,  formule  (36;],  tandis  que  la  résolvante  admet  r«  pour 

pôle  d'ordre /)  (n"  360).  On  a  donc  dans  le  cas  actuel  //i=/)  et,  par  >Miie, 
/•  =  I .  Le  n"""  noyau  itéré  d'un  noyau  canonique  ne  contient  donc  lui-même 
qu'un  noyau  canonique,  et  la  (onction  fondamentale  est  la  même  pour  les 
deux  noyaux.  Cela  posé,  soit  c  un  pôle  de  la  résolvante  de  Kfr,  y);  s'il 
n'existe  aucun  autre  pôle  C]  tel  que  c','  =  c",  le  noyau  principal  de  k'"  (./•,  y  i 
relalil  au  pôle  c'*  est  identique  au  ai"""*  noyau  itéré  du  noyau  principal 
de  K(j",  ^)  relatif  au  pôle  c,  et  les  fonctions  fondamentales  sont  les  mêmes 
pour  les  deux  noyaux.  Au  contraire,  supposons  que  la  résolvante  de  K(x,  y) 
admette  plusieurs  pôles,  deux  |)ar  excm|)Ie,  tels  que  c'I  ^  c"  ;  le  noyau 
principal  relatif  au  pôle  c"  de  K'"'{x.  y)  est  alors  égal  à  la  somme 
des  /<"'""  niiyaux  itérés  des  noyaux  principaux  de  K.{x,  y)  relatifs  aux 
deux  pôles  c  et  Cj.  Les  fonctions  fondamentales  de  K'"'(a'.  v)  correspon- 
dant à  c"  sont  des  combinaisons  linéaires  des  fonctions  fondamentale* 
de  K(.r.  ^')  relatives  aux  deux  pôles  c  et  C|  (voir  n"  373). 

ÔSO.   Fonctions  principales.         Soicnl  i,,  z^ -,„  un  j.;roupc 

de  /;<  fonctions  principales  distincics  du  iioyiiu  piiiMipal  /,(^j:,y) 
relatif  à  un  pi'de  c.  Si  l'un  pose  ï\(x, y)  =  l\.(.r,  y)  —  k^x^y), 
les  dcu\   noyaux  k{j^i  Y)  et  l\(x,  y)  sont  otiliof,Minaux,  ce  qtii 


4i4 
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exige  qu'on  ait    /    H(^,  s)'^,{s)  r/s  =^  o,  et  par  suite  les  m  fonc- 
lions  c5,,  '^2'   •  •  •'  '-^m  satisfont  à  m  relations 

/     K(x.  s}o,{s)  ds  =  aaoi(.î')  -i--  •  -^ 


(76) 


'■imix), 


le  déterminant  caraetéristique  de  cette  substilulion  linéaire  étant 
égal  à  (i  —  csY^  Inversement,  s'il  existe  m  fondions  linéaire- 
ment distinctes  Çi(^),  •••,  o,„{x)^  vérifiant  m  relations  de  la 
forme  (-6)  pour  lesquelles  le  déterminant  caractéristique  de 
la  substitution  soit  (i  —  c^)'",  c  est  un  pôle  de  la  résoUante^ 
et  ci|,  oo,  . . .,  .i„,  font  partie  des  fonctions  principales  relatives 
à  ce  p'ôle. 

En  effet,  en  réduisant  la  substitution  linéaire  délinie  par  les 
formules  (76)  à  une  forme  canonique,  nous  pouvons  remplacer 
les  m  fonctions  'f/(^)  par  m  combinaisons  linéaires  distinctes,  se 
partageant  en  un  certain  nombre  de  groupes  de  telle  façon  que 
les  p  fonctions  duu  même  groupe  vérifient  les  relations 


(77) 


l   c   I      K(x,  s)'l>i(s)  ds  =  ^i(x), 

I  c   I     K(x,  s)<Pi{s)ds  =  <i>i(x)-i-i^2(x), 


La  première  de  ces  relations  prouve  que  c  est  un  pôle  de  la 
résolvante  et  $»(:&)  une  fonction  fondamentale.  Soit  k{x,  y)  le 
noyau  principal  correspondant  et  \{{x^ y)  =  K(^,  y)  —  A(.r,  y)\ 
les  no}^aux  k{x,  y)  et  H(^,  y)  étant  orthogonaux,  $,(:r)  qui 
est  une  fonction  fondamentale  pour  k[x,  y)  est  orthogonale 
à  Yi{x^y).  Il  en  est  de  même  de  ^^{x)]  en  effet,  la  seconde  des 
relations  (77)  peut  s'écrire 

«l'o(.«;.)-t-*i(s)=  c  Ç   [II(s,  t)-^k{s,  t)]4K2(f)dt, 
et,  en  multipliant  par  H(.r,  s)  et  intégrant,  il  vient 
(7SJ        I     U(x,s)<i>,(s)ds  =  c    r     I      \\{x,  s)\\(s,  tV\^.i{t )dl  ds. 

*J  a  'il      "^11 

Puisque  c  n'est  pas  une  valeur  singulière  pour  le  nojau  II(d7,j»'), 
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1  équation  c  f     H(j',  s)'l{s)  ds  = -li  x)  n'adincl  pas  d  atilre  >olii- 

lion  (|iie  'l(x)=o,  ce  (jui  montre  (jue  le  premier  membre  de  la 
relalion  (78)  est  nul.  On  df'-moritrerait  ensuite  de  proche  en 
proche  que  <!>:,,  ...,  <1>^  sont  orlliogonales  à  H(j7,  j')  et,  par  suite, 
on  peut  remplacer  K(j:,  s)  par /»(.r,  s)  dans  les  relations  (7-),  ce 
qui  montre  cpie  <l>.j,  <!>;,,  . .  .*  s'expriment  au  moyen  des  fonctions 
principales  du  noyau  Afx,  1). 

D'une  façon  plus  générale,  soient  c,.  Co.  •  •  •  .  '^m^  n^  fonctions 
satisfaisant  aux  relations  (76),  où  les  coefficients  a,A  sont  des  con- 
stantes quelconques,  dont  le  déterminant  est  différent  de  zéro.  En 
réduisant  encore  à  une  forme  canonique  la  >iihstitutioii  linéaire  dé- 
finie par  ces  formules,  nous  en  déduirons  m  comlnnaisons  linéaires 
distinctes  se  partageant  en  un  certain  nombre  de  groupes  tels  que  les 
fonctions  d'un  même  groupe  vérifient  des  relations  (77),  le  nombre  c 
n'étant  pas  forcément  le  même  pour  tous  ces  groupes.  Toutes  les 
fonctions  cs/(x)  sont  donc  des  combinaisons  linéaires  des  fonctions 
|)rincipales  du  noyau  relatives  à  queiijues-uns  des  p»Mes  de  la  résol- 
vante; nous  dirons,  jxmr  al)r(''ii(M\  que  ces  fonctions  sont  des  fonc- 
tions principales  du  noyau  K(x,  j^).  Le  raisonnement  employé 
plus  haut  ( n"  o7o)  pour  les  fonctions  fondamentales  s ftend  aux 
fonctions  principales,  ce  qui  permet  d'énoncer  la  proposition  sui- 
vante :  toutes  les  fonctions  principales  d' un  noyau  K(x,  r) 
sont  orthogonales  à  tout  noyau  orthogonal  au  premier. 

Soient  A)  (.r,  ■)')  et  A"2(-2r,  t)  deux  noyaux  principaux  correspon- 
dant aux  deux  pôles  c,  et  c>  de  la  résohanle ;  soient  ('i) ,  '.So?  ••■1  -//) 
et   ('L,,   '!(2,   .  ..  ,    'Ijn)    deux  groupes  principaux   associés   |)()ur   le 

noyau  A,  et  (''.i, .  cp^,  ...,  'i',,J,  [•l\ 'l\^^)  deux  groupes  j)rinci|)aux 

associés  de  /."j.  Les  noyaux  ki{x,  y)  et  h.,{x,  y)  étant  ortliogn- 
naux  (n"o70),  deux  fonctions  quelconques  g,  et  -i/,-  sont  orthogo- 
nales, ainsi  que  deux  fonctions  '^'  et  'L,.  En  particulier.  Inut*' 
fonction  fondamentale  '^{x)  correspondant  à  une  valeur  sin- 
gulière c,  est  orthogonale  à  toute  solution  fondamentale  de 
l'équation  associée  correspondant  à  une  autre  rnilrur  singu- 
lière C2  différente  de  la  premii-re.  (Jn  le  démontre  directement 
au  moyen  des  deux  équations 

^  i>  »  '' 
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(loù  1  <>n  lire 

/     o(x)'Ii(t)  dx  =:  Ci    I       /      Wi X,  s)'.^(s)<iiiijr)  dx  c/s 
•il  ^  Il    '  Il 

r''  r'' 

=  Cn   I       I     K( S.,  x)o(x)<^{s)  ds  dx. 
'J  ,Ê    ^11 


Comme  on  peut  échanger  les  lettres  x  el  s  dans  la  dernière  inti'- 
tégrale  double,  une  telle  égaillé  ne  peut  avoir  lieu  si  c,  et  c-i,  sont 
dillérenls  que  si  cette  intégrale  est  nulle,  ce  qui  entraîne  l'orlho- 
gonalité. 

Un  novau  principal  peut  lui-même  être  décomposé  en  un  cer- 
tain nombre  de  noyaux  c;uioiiif|ues  orthogonaux  deux  à  deux.  De 
tout  noyau  K(a:,  y)^  ou  |)eut  donc  déduire  une  suite  de  noyaux 
canoniques  orthogonaux  (hmx  à  deux 

<  79)  ^M  <'■'".  y  K     /'î  '  -^^  y^ ^'/(■^i  y)^     ■■■, 

<\c  telle  fiiçoa  que  chaque  fonction  Jondamentalc  de  K(j:,  }') 
appartienne  à  un  de  ces  noyaux  canoniques  et  à  un  seul.  Si  la 
résolvante  n'admet  qu'un  nombre  fini  de  pôles,  \i\  suite  ('jp)  est  elh^- 
même  limitée.  S'il  y  a  une  inlînité  de  pôles  pour  la  résolvante,  la 
suite  (79)  est  illimitée.  Nous  avons  vu  plus  haut  (  n"  579)  comment 
des  deux  groupes  de  fonclious  principales  du  noyau  A'/(.r,  y)  ou 
pouvait  déduire  un  svstème  biorthogoual,  eu  prenant  le  résidu 
relatif  au  |}ole  corresj)ondant  c,. 

L'ensemble  de  ces  systèmes  biorlhogonaux  (h'-tluits  de  tous  les 
noyaux  canoniques  forme  un  système  biorlliogonal 

<«o)  ;  i^-  j-  •■••  j'"  ■•- 

'    ■r'i-      -fi)      ■  •  ■•      V«7      •  •  •  • 

<pii  sera  limité  ou  illimité  suivant  que  la  résolvante  admet  un 
nombre  (ini  ou  une  iniinilé  de  pôles.  Chacune  des  intégrales  (oi<h,) 
(■<[  dilTérente  de  zéro,  de  sorte  que  le  système  (80)  peut  être  ti'ans- 
toîiiié  eu  un  système  normal.  Lue  même  fonction  co  peut  figurer  à 
la  fois  dans  les  deux  suites,  couiinc  nous  le  verrons  dans  rétud»^ 
des  noyaux  symétriques. 

En  résumé,  de  tout  noyau  K[x,y)  on   peut  déduire  un  système 
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l)iorthogonal  et  normal,  form»'-  par  l'onsenilile  des  fonctions  princi- 
|>al('s  du  noyau  et  par  ces  fondions  «^eideincnl. 

Lorsque  le  pôle  c  est  Imaginaire,  les  fondions  principales  sonl 
elles-mêmes  imaginaires,  et  au  pôle  conjugué  correspondent  des 
fondions  principales  cou  jugut'cs  des  premières,  si  le  noyau  K(x,  y) 
est  réel. 

La  di''t<'rniinalion  du  uovau  principal  coi  respondanl  à  un  pôle 
connu  de  la  résotvanle  n'exige  (|uc  des  développements  eu  série. 
En  ellel,  la  résoLanle  étant  lecpiotient  de  deux  fonctions  entières 
de  A,  si  Ton  connaît  une  racine  d'ordre  /«,  A=C,  du  dénomina- 
teui-,  le  produit  de  la  résolvante  par  ().  —  c)"'  n'admet  plus  le 
pôle  A  =  c.  En  ordonnant  le  numéraleur  et  le  dtnominateur  sui- 
vant les  puissances  de  A  —  <■,  une  siuiple  division  algébrique 
donnera  la  |)artie  principale  dans  le  domaïuf  du  pôle  X  =  c,  et 
par  suite  le  uovau  principal.  Si  ce  pôle  est  du  premier  ordre,  les 
fonctions  principales  se  confondent  avec  les  fonctions  fondamen- 
tales, et  il  suffira  de  remplacer  dans  le  résidu  y  ou  x  par  une 
valeur  constante  (|uelconque,  pour  obtenir  toutes  les  fondions 
fondamentales  des  <leiix  équations  associées.  Le  cas  d'un  pôle 
d'ordre  quelcoii(|ue  exige  quelques  calculs  de  plus  ('). 

Lorsque  le  noyau  K(jr,  y)  est  continu,  il  est  clair,  duprès  la  façon 
rnèrne  dont  on  peut  l'obtenir,  que  le  noyau  principal  relatif  à  un  pôle 
fjuelconque  est  aussi  conlinu;  les  fonctions  principales  seront  <lf>nc  elles- 
mêmes  des  fonctions  coniinu  s  des  variables  ./•  et  y  respectivement  daii> 
riulcrvalle  ici.  b).  Il  en  est  de  même  pour  un  noyau  discontinu  si  les 
noyaux  qu'on  en  déduit  par  itération  sont  continus  à  partir  dun  certain 
rang  (-).  Suil,  en  cd  ;t,  c  un  pôle  di;  la  rcsolvanle;  clinisis>ion>  un  nombre 


(')  Voir  |jar  exemple  mon  Mémoire  des  Annales  de  Toulouse,  p.  -y  et  sui\. 
I>aiis  le  cas  d'un  nuyaii  b  >rné,  on  a  vu  plus  haut  ([uc  les  fondions  fondamentale^ 
s'exprimaient  au  moyen  des  mineurs  de  I''i'cdliolm.  Dans  un  travail  récent  (Journiil 
de  Malliémalif/ues,  <9i3),  M.  Plâtrier  a  rom|délé  ce  résuiiaU 

(-)  l>a  conclusion  ne  ^Vlenrl  pas  aux  noyaux  tels  fpi'on  ne  puisse  en  déduire 
un  noyau  ci^nlinu  au  !> mi  d  un  nuinl)i'('  lini  d'itérations.  l{i'[)i'enons,  par  cxcinpb', 

Ir  nriyaii  \\  ^  X,  y  )  ^=i/ ^— y  en  sii|)posanl  «  =  o,  ^  —  i  ;  la  r<''Soivante  adinct  nn 
->cul  |imIi'  "/.  :=  1 .  cl  il  y  il  une  M'ulr  funclion  f(jiidami'ij I air  — -  (|ui  est  discoiil  iiiiir 
I)i>ur  X  z^  o.  Con-idiToiis  encore  le  noyau  K(x.y)  délini  par  les  cniidilions  : 
K  {x,  y)  —  o  pour  o^a;<-,  \\{x,  y)  ~^  i  pour  -  ^  a;  <  i,  avec  a  _  o,  6  ^-  i.  Le 
G.,  III  .!- 
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entier  ii  tel  que  \s."  (x^  k»  ^oil  canlinu  et  qu'il  n'existe  aucun  autre 
pôle  Cl  vérifiant  la  relation  c"=^c".  îNous  avons  vu  que  les  fonctions  prin- 
cipales de  K{x,  y)  relatives  au  pôle  c  s'expriment  au  moyen  des  fonctions 
principales  de  K'"Vr,  y)  relatives  au  pôle  c"  ;  elles  sont  donc  continues. 
On  s'explique  aisément  ce  résultai.  Supposons  que  tous  les  noyaux 
itérés  à  partir  de  K'"V.r,  y)  soient  continus.  Tous  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  X  dans  le  développement  de  la  résolvante  sont  con- 
tinus à  partir  du  rt"^""=;  il  est  clair  que  si  l'on  supprime  les  n  premiers 
termes  de  cette  série,  la  fonction  méromorplie  obtenue  aura  les  mêmes 
pôles  avec  les  mêmes  parties  principales  que  la  résolvante.  Le  produit  de 
ce  nouveau  développemeni  en  série  par  une  fonction  entière  de  X  à  coef- 
ficients constants  est  encore  nue  fonction  entière  de  À  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  continues  de  ./",  y,  et  l'on  en  conclut,  comme  tout 
à  l'heure,  que  les  coefficients  de  la  partie  principale  dans  le  domaine  d'un 
pôle  sont  continus.  Le  noyau  résolvant  présente  bien  des  discontinuités, 
mais  elles  n'affectent  que  les  premiers  coefficients  du  développement 
de  V{x.y:  X)  suivant  les  puissances  de  X. 

o81.  Théorèmes  de  Fredholm.  —  Le  ihéorèine  de  Fredliulin 
(n"  068)  sur  les  lonclions  fondamentales  correspondant  à  un  pôle  c 
de  la  résolvanle  résulte  iiumcdiatemenl  de  l'élude  qui  vient  d'être 
faite.  On  peut  aussi  retrouver  aiséinenl  le  théorème  relatif  à 
l'équation  générale  de  seconde  espèce  lorsque  la  valeur  du  para- 
mètre est  un  pôle  c  de  la  résolvante. 

On  a  démontré  (n"o69)  que  I  équation  n  admet  de  solutions 
que  siy"(,2:)  est  orthogonale  à  toutes  les  fonctions  fondamentales 

«'*"'  noyau   itéré  K("'(:r,  y)  est  nul  pour  ar  <      et  égal  à  -;^  pour  x^  -•  Le 

noyau   résolvant  r{x.  y,    /.)   est  nul   pour  .r       -  et  égal    à  r  pour   x^ -■ 

L'équation  homogène 

•.'    /     K(.r,  s)-f{s)  ds  =  9(x) 

atlmet  la  solution  discontinue  '-fix)  =  0/ a;  <  -  j>  9(x)  ^    i  pour  a;  ?;  -• 

D'une  façon  générale,  supposons  qu'on  modifie  la  valeur  d'un  noyau  ls.{x,  y) 
le  long  d'un  nombre  fini  de  lignes,  ce  qui  revient  à  ajouter  à  l\{x,  y)  un  noyau 
K,  {x,  y)  qui  est  nul,  sauf  le  long  de  certaines  lignes  en  nombre  fini.  Si  K^(x,  y) 
n'a  que  des  lignes  de  discontinuité  de  la  première  sorte,  il  n'y  a  rien  de  changé 
pour  l'équation  intégrale,  car  les  noyaux  itérés  de  K -+- K,  sont  identiques  aux 
novaux  itérés  de  K(x,  y).  On  peut  remarquer  encore  que  la  valeur  d'une  inté- 

r'' 

grale     /      \i(x,  s)y{s)  ds  ne  change  pas  quand  on  change   K  en  K  h- Iv,.   Il  en 
est  autrement,  si   l'on   ujoute  à  K.{x.   i)  un  noyau  K,(x,  y)  qui  est  nul  sauf  le 


II.    —    EriDK    Dl     NOVAU    RESOLVANT.  4l*.l 

(le  l'éqnalioii  associée  corresj)Oii(ianl  au  pôle  c,  et  la  démonstialioii 
sétcnd  à  un  noyau  non  l)or-nf'.  (les  conditions  sont  suffisanlf-s. 
Soil,  en  ('HV'l,  /i(./-,  r)  le  novan  principal  relatif  an  p»")le  c;  ce 
novau  principal  ot  la  sonmie  d  un  certain  nombre  de  noyaux 
canoniques  /.^.r,  ]-j,  .  .  .,  /./-(^.r,  v),  et  les  nojaux.  /c,(^x,}'),  .  .  .  , 
/.,(j7,  r).  K.(:r,  jk)  —  /•  (^,  ,y)  sont  orlho;,^onaux  deux  à  deux. 
D'après  une  propriété  générale  (n"  574),  on  aura  une  solulion  de 
ré(jualion  (i)  où  ),  =  c.  si  l'on  sait  trouver  une  solution  de  cha- 
cune des  équations 

r'' 

o(a.-)=c   I      [K{x.  y)  —  /c( .T,  y)]o(  s )  ds -^/(jr). 

^  a 

r'' 

T.(.r}=c   I      /,i(x,  s  )-(  s)ds -^fi  x) 

(i  =  \,  -î,    .  .  .,  /•). 

La  |>reini('re  iidinet  une  solution  unique  donnée  par  la  formule 
^éllérale  de  Fredliolin  puisque  c  n'est  plus  une  valeur  singulière 
|)our  le  noyau  K.(.2;,  r)  —  k[x,  y).  Dans  la  seconde,  remplaçons 
le  novau  canonique  l\i{x^  s)  par 

elle  devient 

T.{x)r^C    I       ['Zi(x)'bi{s)-r-..  .'^Oi,{X)'ll,,{s)]-{s)ds~-f{x). 


loiiK  (l'un    iioiiil»rc  liai  de  droites  parallèles  aux  axes.  Supposons,   par  exemple. 
\\^{x,  y)  =  0  pour  X  r,-!  a;,,  K,(j;„,  y)  =  Ç(.r  )■ 
.Soil  'o{x)  une  solulion  de  l'équation 


■ç{x)  =  A  f    K{x,s)o(s)ds^f{x); 


on  oljtii'udia  um-  solution  «I' ( .r )  de  la  nouvelle  équation 

'l>{x)  =  /.    /      [  K(ar.  .s) -(- i>L,(.r.  5)|<I>(.9)  rfi  H-/(  j;) 

en    posiinl   <-V\  x)  --  -iix)    pour  x  -^  x^   et   <l>(a;o)  =  »  (ar„  )  -t- C,    la    conslanlc   C 
éliint  diUei minée  par  ré(|uation 

C  =  ).  I      K,(.r„,  s)9(s)rf.s. 

•-   a 

1,1-  calcul  ^'ap()iique  encore  si  f{x)  est  nul;  les  valeurs  singulières  sont  doue 
les  niénies  pour  les  deux  noyaux,  et  les  fonctions  fundanifiUalcs  ne  diltcrcnl  que 
pour  x  -  -  x„. 
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Il  est  clair  (|iic  loiilc  s(ilulioii  osl  de  la  lonno 

/(^)  -4-  Cl  o,  (.r  )  -i-  .  .  .  ^  C,,c2,,ix); 

ru  icmplaçanl  ~(:r)  par  celle  expression,  et  en  lenanl  compte  des 
valciiis  des  inléij;riiles  (',3/'!;^),  on  obtient,  la  relation 

Cl  Çpi  -i-  C3Cp2-i--  •  •■+"  C,,Ç)/,  =   C,  «p,  -f-  G.>(cp.2-f-  tpi  )-i-.  .  .-+-  C,,(Op-+-  0,,-i) 

H-  coi(T)(^if)-h.  ..-^-co,,{a-)(<\i,,f), 

pour  dcterniiiier  les  coeKicienls  C| ,  Co,  ••.?  Cy^,.  Puisque  par 
hypothèse  (6pf)=  o,  celte  relation  se  réduit  à 

C20,-HC3'-f2  +  -  •  .-l-C/;cp/;__i-i-  co,(a7)('%/j-f-.  .  .-T-ccp;,    ,  ( .T ) ( '1',,- 1/)  =  f>  ; 

les  cocflicienls  G-,,  C:i,  .  .  .  ,  C^  sont  dclerniinés,  tandis  (pie  C|  est 
arbitraire.  L'é(piation  intégrale  (i)  adnicl  donc  dans  ce  cas  une 
infinilé  de  solutions,  et  i'  est  clair  qu'on  les  obtient  toutes  en 
ajoutant  à  l'une  d'elles  une  fouelion  fondamentale  quelconque 
relative  à  la  valeur  singulière  c. 

Bemarqiie.  —  La  solution  de  l'équation  de  Ficdlioliii  dans  le  cas  sin- 
gulier ne  peut  se  déduiic  p;u-  un  passage  à  la  limite  de  l;i  formule  (ii)  (jui 
convient  au  cas  général.  Soit  c  un  pôle  de  la  résolvante;  supposons  pour 
simplifier  que  le  noyau  principal  correspondant  est  formé  d'un  seul  noyau 
canonii|ue  <ûi( a:)<\ii{y)  -h  Oi{x )<\>.>(y).  La  fonction  de  X  représentée  par 
la  formule  (il)  admet  c  comme  pôle  du  second  ordre  et  la  partie  princi- 
pale est 

r'' 


X 
I 


X 

-1 


I  — 

c 


r'' 


Le  point  X  =  c  est  un  pôle  du  second  ordre  à  moins  que  f{x)  ne  soit 
ortliogoniil  à  '\t.,(x).  Si  cette  condition  est  satisfaite,  le  point  c  sera  un  pôle 
du  premier  ordre,  à  moins  que  /'(.r)  ne  soil  aus>-i  orllioi;()nal  à  '^,,  et  cepcn- 
daiiL  l'é(|ualiiin  de  l'^redlmlm  ndinet  toujours  diins  ce  cas  nue  infinitt'  «le  solu- 
tions. 

,^)S^.  Recherche  des  valeurs  singulières.  —  La  ici  lierclie  des 
pôles  (!<;  la  ré>ol\ante  est  un  cas  particulier  du  problème  général 
<|iii  consiste  à  délcrmincr  les    pôles  d'une  lonclion  nn^roinoi  phc. 


II.    —    ÉTlDi;    DU    NOVAL    IIK>01.VANT.  4>- • 

connaissant  les  coefficients  de  son  développenitnl  LîivIoikii  dans 
le  domaine  d  un  |)(iiiit  où  elle  est  régulière,  (^e  pioldènie  est 
résolu,  tout  au  moins  d  une  façon  llu'orif|ue,  dans  un  Mémoire 
bien  connu  de  M.  Hadaniard  [Journal  de  Malhénialiqucs,  '^92). 
Nous  nous  hornerons  à  (|uelques  remarques  d'un  caraclère  très 
élémentaire  <|ui  nous  sufliionl  |>our  la  suiie. 

1"  Soity(Xj  une  fonction  rationnelle  de  A,  nidie  pour  A  infini, 
admettant  un  seid  pôle  A,  ^  o,  d'ortire  p  de  mullij)li(it<'".  Si  Ion 
développe  celte  ftjnclion  en  série  enlière  suivant  les  |)iiissances 
de  A,  le  coefficient  de  A"  est  de  la  forme  A,"l*(/i),  1^(/ï)  étant  un 
polynôme  entier  de  degré/?  —  1  par  rapport  à  n.  Réciproquement, 
tout  développement  en  série  entière  de  celle  e>pèce  représente 
une  fonction  rationncdie  de  A  ajanl  A,  |)our  pôle  de  degré/?,  car 
tout  polynôme  I*(/2)  de  drgré /J  —  1  e>t  une  combinaison  linéaire 
des  coefficients  de  la  formule  du  binôme  C',^,,  Ci^j^.,,  ...,  C,^^^,_,. 

2"  Soient  A|,  A^.  .  . -,  À,-  les  pôles  de  module  niiniinum  dune 
fonction  niéromor|die  1' ( a),  représentée,  dans  le  doiuinne  de 
I  origini'.  |)ar  le  dé\eloppement  taylorien 

F(  A)  =  Ao  -^  A,  >.  -^.  .  .-^  A„/."-T-. . .  ; 

d'après  la  première  remartpie.   \r.  coefficient  \„  est  de  la  forme 

I*,,  l*.j,  .  .  .,  IV  étant  des  |iolvnomes  en  n  dont  le  degré  est  égal  à 
Icjidre  du  pôle  correspondant,  diminué  de  I  unité,  et  s^  tendant 
vers  zéro  lorsque  n  croît  indefininicnl.  Celle  expression  du  coef- 
ficient  Art    met  en    évidence    les   propriétés  suivantes  qu  il   suffit 

d  ('■noueer  : 

I.  i'our  que  b-  |tn)(luil  c'' \„  ait  une  liuiile  /  ddlV-iente  de  zt-ro 
loi'si|iie  n  croil  iiideliiii  iiieiil .  il  iiiiil  et  il  Millil  ipie  c  M)it  un  pôle 
siui|>le  de  F()v)  et  (|u  il  n'existe  aucun  anlic  jude  dont  le  module 
soit  ^  1 6|  ;  la  limite  /  est  égale  au  (piolieiit  du  ié>idu  ])ar        r. 

II.  Pour  (pie  le  r;ipp()rt  ail    nue    liinile    diHéTeiile    de    /.l'-ro 

'  »  it    1 

lors(|ue  II  croît  indé-iinimeiit ,  il  laiil  (M  il  suffit  (|in\  piinni  les  pôles 
<le  module   miiiiimiin,  il    \    en  aiL   un  ibuit    lOidre   suit    supi'rieur  à 
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Tordre   de    tous  les  autres  pùles  de  même  module;   la  limite  esl 
égale  à  ri  11  verse  de  ce  pôle. 

Cela  posé,  soit  K(x.  y)  un  noyau  borné;  on  a  (n"  566) 

D'()0 


I  8i) 


D(X,) 


=  A, -4-  AsX  -4-. 


A„X"-' 


Aj,  Ao,  ...,  A«,  ...  élanl  les  Iraces  successives  du  nojau  (').  Si 
la  série  (8i  )  est  divergente  pour  ).  =  )>(,,  on  pcul  allirmer  (pic  la 
résolvante  admet  au  moins  un  pôle  de  module  inférieur  ou  au  plus 
égal  à  |a,i|-  Tous  les  pôles  de  la  fonction  méromorphe  (Hi)  étant 

des  pôles  simples,   pour  c|uc  le  rapport    "        ail   une  limite,  il  faut 

et  il  sufiit  cpi  il  y  ait  un  seul  pôle  de  module  inunuuim,  et  ce  pôle 
est  égal  à  l'inverse  de  la  limite. 

De  là  résulte  un  moyen,  tout  au  moins  tliéorirpie,  de  trouver  les 
pôles  lorsque  ces  pôles  sont  tous  de  modules  différents.  Soient  A,, 
À2-  ■••1  ces  pôles  rangés   par  ordre  de  modules  croissants.   On  a 

A 

(iabord  A,  en  chercluint  la  limite  de       "    pour  //  infini,  et  le  résidu 

correspondant  /;/ ,  en  clicrcliant  la  limite  de  a'/A„.  Pour  avoir 
Taffixe  du  second  pôle,  on  opérera  de  la  même  façon  sur  la  série 
entière  obtenue  en  retrancliant  de  la  série  (8i)  le  développement 


d( 


■  >  et  ainsi  (le  suite 


Si,  en  outre,  tous  les  pôles  de  la  résolvante  sont  du  premier 
ordre,  il  suffira  pour  avoir  les  noyaux  principaux  correspondants, 
et,  par  suite,  les  fonctions  fondamentales,  de  calculer  les  résidus 
de  T[x,  y;  a).  Pour  avoir  le  résidu  relatif  au  premier  pôle  A,^  'I 
suffira  de  trouver  la  limite  de  )/,'"'  K'"'(x,  y),  car  l\("^(x,y)  est  le 
coefficient  de  À"  '  diins  b;  développement  de  r(:r,  y;  \)  suivant  les 
puissances  de  À.  Avant  obtenu  le  iiovau  principal  /k',(.r,  >'),  pour 
avoir  le  nojaii  principal  /.o(j7,  r)  relatif  au  pôle  Xa?  on  appli([uera 
bi  même  métbode  au  développement 


V{x,y;  l)—/ct{x,j')  =- 


et  ainsi  de  suite 


(')  Pour  un  noyau  non  l)orné,  tel  que  tous  les  noyaux  itérés  soient  bornes  a 
partir  de  K^")(a:,  ^),  on  peut  conserver  la  série  (8i).  à  condition  de  supprimer 
les  [n  — i)  premiers  termes  (  roir  n"  570). 
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On  |jcut  aussi  trou\er  les  fondions  fundiiiiienlales  par  une  suilr 
d'itérations.  Soii 

I   u(t;  X;=  i<(,(x)—  À«i(j?h-.  .  .-r  ^"««O'  )-+-.. .. 
(821  '  r'' 

I  Un  =      f        k'"'(j-.   S}UoiS)  ds 

le  développement  sui\ant  les  |juissances  de  ).  de  la  .solution  de 
réqiiation  (  i  )  où  l'on  aurait  ieinplacé_/(a7  )  par  //o(x).  Considérée 
comme  fonction  de  ).,  // (\z,  /.)  est  wnv.  fonction  niércunorplie  qui 
ne  peut  avoir  pour  |)ôles  que  les  pcMes  de  la  résolvante.  La  partie 
|)rincipale  dans  le  domaine  d  un  pôle  A,  de  la  résolvante  est  égale  à 


f 


h 

■;/( j-,  s\  \)ii(,( s)  ris. 


■'/(.r,  r;  A)  étant  IcnoNau  lésoKanl  pour  le  novau  principal  /,i(x,j) 
relatif  au  [x'ile  A/.  (>elte  [lartie  principale  disparaît  si  la  fonc- 
tion u„(x  }  est  orthogonale  à  droite  au  noyau  //(  .x",  y),  de  sorte  que 
la  fonction  u(x;  A)  n'admel  pas  foi  cément  tous  les  pnhs  de  la 
résohanle.  I*ar  exemple,  si  U(i{x)  est  une  fonction  iVtiidanientale 
relative  à  la  valeur  singulière  r,   la  fonction  ii(x\  A)  se  r(''duil  à  la 

fonction    lalionneile    i/t,{x) — ^  du   |)aranictrc  A.    Si    //o(x)   élail 

orllMjgonale  à  tous  les  novaiix  principaux,  n {x ',  A)  serait  une 
fonction  entière  de  )..  Laissant  de  col»'-  ce  cas  exceptionnel, 
soient  A| ,  ).^.,  .  .  . ,  A;-  les  pcMes  de  module  un  ni  m  uni  tels  (pic  //o(^) 
ne  soit  pas  orthogonale  aux  novaux  principaux  coirespfuiilanls  : 
ii(x;  A)  est  une  fonctitm  im-romorphe  dont  les  pôles  de  module 
minimum  sont  a,  .  '/.■,,  ■  ■  .,  '/.,-  t'I  '<-  coefficient  k„{x)  a  p<tur  expres- 


sion 


z„  iciidant  vers  zéro  lorsque  //  noit    indcliimnrnt .  !',(//.  ./•  i  est  un 
polynôme  en  /i   dé'lîni  par  la  rclalion 

X^  /  ^    *  "  /  ' 

>    1  .—  j     !',(«.  T)  —    I      -{lir,  s:  >,  iHo(  s  I  ds, 

n  —  it 

"i{x-,  y,  a;  étant  (h-fini  comme  tout  à  l'hcnK'.   l'oiir  (piil  existe  un 
nombre  c  tel  cpn^  le  produit  c"  n„{x)  tende  vers  une  limite  LI(x) 
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flifférente  de  zéro  lorscjue  //  croit  indrliniiueiit.  il  faut,  cl  après  la 
remarc|iip  du  fli'ljul,  que  c  soit  un  polo  simple  de  u(x;  a)  et  qu'il 
n'y  ail  aucun  pôle  de  module  =|c|.  Il  faudra  donc  qu'on  ait  ;•  =  i , 
A|  ^=  c,  et  de  plus  que  P((/i,  x)  soit  indépendant  de  n.  Or,  eu  se 
ropoiiant  à  rc\|)resslon  d'un  noyau  (  aiiouique  (n"  579)  on  voit  aisé- 

r'' 

mcul  fpie,  si  l'expression  /."    /     /. ,"  (  .r.  .s  )//o(-^  '  <^^-^  ^''l  indépendante 

'■  ti 

de  /*,  elle  est  égale  à  une  fonction  londauienlale  relali\c  au  pùlc),|. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  le  produii  c"Un^x)  tend  vers  une  limite  U(>r)  différente 
de  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment^  c  est  un  pôle  de  la  résol- 
vante et  \J,i x)  une  fonction  fondamentale  correspondant  à  ce 
pôle. 

En  choisissant  con\  (;naljlement  la  fonction  Uf,{x).  on  peut  ohlenir 
ainsi  toutes  les  fonctions  fondamentales  correspondant  à  ce  pôler, 
mais  il  résulte  de  la  démonstration  même  que  si  le  produit  c"u„(x) 
tend  vers  une  limite  difrérente  de  zéro  U(.r)  [sans  que  la  fonction 
d'où  l'on  part  Uu(x)  ait  été  choisie  d'une  façon  particulière],  r  est 
un  pôle  du  premier  ordre  de  la  résolvante  qui  n'admet  aucun  autre 
pôle  de  module  égal  ou  inférieur  à  \c\. 

583.  Méthode  de  Schwarz.  —  On  peut  rattacher  aisément  à  ce 
qui  précède  une  élégante  iiH-lliode  em|)loyée  par  M.  Schwarz  pour 
certains  cas  particuliers  importants  dont  il  sera  question  plus  loin, 
avant  (piOn  in^  fut  en  possession  d  une  théorie  générale.  En  mul- 
tipliant les  deux  membres  de  la  formule  (S-.i)  par  une  fonction 
bornée  V(x)  et  intégrant  terme  à  terme,  il  \ient 

(S3)  I     M<>;  À;A('r)rfa7  —  H„— |{,À       . .    —  B„/.'' -r-. . . 

en  j)osant 


B„=   f 


\.(  .r)ii„i  r)  dr. 


Le  |)remier  membre  de  cette  relation  est  encore  une  fonction 
méromorphe  du  |»aramètre  A,  dont  les  pôles  fout  partie  des  pôles 
de  u(x\  ).)  et.  par  suite,  des  pôles  de  la  résolvante.  Si  donc,  en 
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clioisissanl  comenablemenl  les  fonctions  //o(.r)  el  A(./).  le  r.ip- 

|>0!i       "     tend  vers  une  li/iule  /  dilleiente  de  z»  ro,  on  peut  jiflirnier 

([ue  l'inverse  c  ^=  j  est  un  jxMe  de  la  lésolvanle;  de  plus,  si  le  pio- 

duil  c"  ii,t{j.')  tend  vers  nue  liuiilc  U[x)  dillerenle  de  zéro,  U(x)  est 
une  fonction  fondamentale  correspondant  à  ce  p<')lc. 

lin  particulier,  si  l'on  peut  ch(ji>ir  Ua( x)  et  A.(^jcj  de  f;içon  que 
les  constantes  B„  soient  positives,  et  vérilienl  la  condition 

"il  ~  "n  -l  "/i-f-1  , 

le  rapport  va  en  croissant  avec  /i  ;  ce  rapport  ne  peut  croître 

"il  \ 

indéfininient,  puisque  la  série  (85)  serait  divergente  sauf  pour 
/,  =:  u.  Il  tend  donc  vers  une  limite,  dont  l'inverse  est  un  pôle  de 
la  résol\anle. 

o84.  Genre  de  1J(X).  —  Kappeloiis  daburd  la  (léfniition  du  genre  d'une 
fonclion  entière  ()(X):  soient  Xj,  À2,  ....  À,,  ...  les  /('mos  de  cette  fonc- 
tion, rangés  dans  un  ordre  le!  que  le  module  n'aille  jamais  en  décroissant, 
chacun  des  zéros  figurant  dans  la  suite  autant  de  fois  que  l'exige  son 
degré  de  multiplicité.  S'il  existe  des  nombres  ;/  tels  que  la  série 


21  '  I"' 


soit  convergente,  désignons  par  /. -f-  1  le  plus  petit  nombre  entier  satis- 
faisant à  celte  condition.  On  a  vu  (II,  n"  '.\{V>)  commenl  on  peut  former 
une  fonction  entière  admettant  les  mêmes  zéros  queri(/,),  au  même  degré 
de  multiplicité,  et  la  fonction  G(X)  est  de  la  forme,  en  supposant  G(o)^o, 

(  SI  1  G(X)  =  e«">'  I   I  (  I  —  —  )('>■.    2>-/       ^/>.;. 


G(X)  =  ^^'>.>]][  (.--).>.."•//., 


.i'(/.j  étant  une  fonction  eiiliéie  de  A.  Lorsque  colle  fi'iirtidn  ,.;'(X)  est  un 
polynôme  de  degré  /•.  le  plus  grand  des  deux  nombres  /  el  /•  s'appelle  !<• 
A'e/i/v  de  la  fonction  cniièieGfX;;  on  le  re(>ri'sente  par  la  lettre /<  Hemai- 
(pioii»  i|u'il  111'  suffit  |)as  (piiini'  loiirtiou  cntiért'  soil  mise  sous  la  forme  (S.j  ) 

pour  en  conclure   le   genre:   si.   par  exein|)le.   la  série    >  h—    est  convei- 

■^^  I X ,  I 

i,'eiil<v  ou  a  iilcnliqueineiil 

1=1  i=\ 
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Il  semblerait,  d'après  la  forme  du  second  membre,  que  la  fonction  est 
<le  genre  un,  tandis  qu'elle  est  de  genre  zéro.  Pour  mettre  G(l)  sous  la 
forme  caractéristique  (84).  il  est  donc  indispensable  de  choisir  pour  A  -^  i 

le  plus  petit    nombre  entier   tel  que   la  série    x.h~|         ^^''^  convergente. 

bn   n  existe  aucun   nombre    a   tel   que  la  série    >  U— I     soit  eon\ergente. 

■^^  I  ''•/  ! 
ou  si  ^(A)  n'est  pas  un  polynôme,  on  dit  ({ue  G(À)  est  de  ^ire/ire  injiiii. 
Le  genre  d'une  fonction  entière  est  lié  à  l'ordre  de  grandeur  du  coeffi- 
cient an  de  X"  dans  G(X)  par  des  inégalités  importantes  dues  à  MM.  Poin- 
caré  et  Iladamard.  Citons  seulement  le  résultat  suivant  de  M.  Hadamard  : 
si  le  produit  «*  v^|««|   tend  vers   zéro  pour  n   infini.   G(À  )  est  au  plus 

du    ^'eiire  -•    .\ous   a\ons    \u    (  n"  YyViiV)    que   le   module   du  coefficient  a„ 


de  D(Ai  relatif  à    un  iiovau  Ijorné  est  inférieui 


.    M"/r-i  b  —  a)" 


,  en   sup- 


posant ,k|^.M.  On  en  conclut  aisément,  en  rem|)laçant  /i'  par  sa  valeur 
approchée  (I,  n"  117)  que  le  produit  /j*  v^l^/fl  lend  vers  zéro  si  a  est  infé- 
rieur à -5  et  par  suite  le  genre  de  \)[At  est  au  plus  éirul  à  deux.  V.n 
s  appuyant    uniquement    sur    la    théorie    générale    des    noyaux    résolvant'^. 

!M.  Schur  { Exerciee  ?>  du  Chapitre  suivant  i  a  prouvé  nue  la  série    y  \^-\ 

•^|a/| 

est  convergente   |ioui-   un   novau    borne.    Il   s'ensuit  que    la    fonction    D()v), 

étaiil  au  plus  du  genre  deux.  e>^t  de  la  forme 


(85) 


D(X)  =  e">+''"'-rT 


A  ' 


On  ne  connaît,  croyons-nous,  aucun  noyau  borné  pour  lequel  b  soil  iliffé- 
rent  de  zéro,  mais  ou  connaît  des  noyaux  pour  lesquels  D(À)  est  effecti- 
vement du  premier  genre,  par  exemple,  le  noyau  de  Volterra  i  '  ). 

La  fonction   D(X)  étant  au  plus  du   genre  deux,  on  dédiii'    immédiate- 
ment de  la  relation  générale  (  3(")  )  du  n"  ."570 

(86)  D/.r/,)  =  r>(  )r)\)\i.^i>J') . . .  n'  (.>/'-<  à/'  ) 

que  Dof  À  )  est  au  plus  du  |nemier  genre  et  que  D3(X  i.  l)i(  À  i.   ...   -oui   du 


(')   Lorsque  le  nnyau   \\{x,}')  salisl'ail  à  une  comlilinn  de   la  l'ciitnr 

|K(j".  _»■)  —  K(x.  ;)|  <  Al,i'  —  :\'<. 

\  et  octant  deux  nombres  positifs  délermiiics.  M.  Lalesco,  utdisaiil  une  rciniirc|ue 
de  Fredholm.  a  montré  que  I>(a)  élail  du  i:enre  zéro  {Comptes  rendus,  t.  l'i-j. 
1907,  p.  ooO). 
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genre  zéro.  Si  D(  X  »  esl  du  s^enre  zéro  ou  un.  D.j(a).  DsfX  .     ..  semnl.  «lu 
genre  zéro. 

Applications.  —  i"  Soil  K{x,y')  un  noyau  symétrique,  c'est-à-dire  tel 
que  K( j',  x)  =  K(x,  y).  Il  est  clair,  d'après  les  formules  qui  donnent  les 
expressions  des  noyaux  itérés  successifs  (n"  558),  que  tous  ces  noyaux 
itérés  sont  eux-mêmes  symétriques.  La  suite  de  ces  noyaux  est  illimitée, 
puisqu'on  a.  en  général,  d'après  la  relation  entre  K'"'(^>^)  tX-W-"'  { x.  y), 


Ki2"'  (x,  x)=    I     [h  "'  (  X,  s  )\-  ds. 


Si.  en  prenant  n  assez  grand,  on  arrivait  à  un  noyau  K-"(j",  >' )  iden- 
tiquement nul,  on  en  conclurait  que  K'-''~'U x,  y  )  est  lui-même  identique- 
ment nul  et,  en  remontant  de  proche  en  proche,  on  voit  que  K(,r,  y) 
devrait  lui-même  être  nul.  Si,  au  bout  d'un  nombre  fini  d'itérations,  on 
arrive  à  un  noyau  borné,  au  moyen  de  deux  itérations  de  plus,  on  arrivera 
ilonc  certainement  à  un  noyau  symétrique  différent  de  zéro,  pour  lequel 
D(À)  sera  de  genre  zéro.  Ceci  permet  de  démontrer  très  simplemeni 
qu'«/i  noyau  symétrique  a  au  moins  une  valeur  singulière,  lïn  elVet, 
soit  \\.(x,y)  un  noyau  symétrique  sans  valeur  singulière;  au  bout  d'un 
noiribre  fini  d'itérations,  on  en  déduira  un  autre  noyau  symétrique  borné 
sans  valeurs  singulières  ¥Jl\x,  y )  pour  lequel  D,y(X)  sera  du  genre  zéro. 
On  aurait  donc  D,, (À  )  =  i,  ce  qui  est  impo-'-ibie  puisqu'il  faudrait  qu'on  eût 

.\,/=    /     K<'/'(.r,,  ./•ijrf^r,  =^  o. 

A27  =   /       f     K'7  C/,.  xn  )  K''/'(Xi.  xi  )  (Lr^  Jx.,  =  o 

ou.  en  leiiatit  compte  de  la  symétrie  du  novau, 

f     f   ] K'/' ( Xi ,  ./■., ) ; 2 f/.n clx..  =  o 

et,  p;ir  suite,  K''/)(a;,  y)  =  o  (cf.  n"  .')87  1. 

■}."  Soit  K(x,  y)  un  noyau  born<''  n  adiin-tliint  'pi  un  iioiiibie  ///(/  diî 
valeurs  sini;ulières  ;   DO-),   étant  au    pin-  ilu   ^'t;iii<'   deux,   e^i    i\r   lu  loniii> 


l'(Ài   étant    un    oolvnonie     l,;i    di'ri\<'t'   loL,'aril  limiiiue     . — r^r—  e^i    ilone    une 
tonctif)n  ralionneile  de  /.  dont  la  parlie  euliere  est  n  -+-   >  h  )  .  Inversemenl, 

si    .-   ,  ■      est  une  fonction  rationnelle,  les  pôles  à  di^^taiiee  iinif  doivi  ni  itre 

D(Xj  ' 

des    pôles    simples    et    les    résidus    des    iioMibr<'-.    entier^    positif»,    sans    quoi 
D(X)  aurait  des  points  «^iriy ir lier  s  ;i    (li-iam  r  linii'.   Si  toutes  ee>«  eondiirou'i 
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>oiiI  remplies,  l'équation  |)(Aj=o  n'aïua  i|ii'iin  iioinbic  fini  de  racines, 
l'niir  expriniiM'  que   le   noyau    K{.t,  y)  ii  a  qu'nn   nonihie  fini  de  valeurs 

siiiL;ulii  res.    il   suffit  (Idiic   dcxpriniei"  (luo    ,      . —  est  une   fonction    lation- 

nelle.  domnie  la  partie  entière  de  celte  fonction  est  du  premier  degré  au 
plus  en  À,  on  est  conduit  à  la  conclusion  suivante  : 

Pour  (jue  l'équation  D(X)  :=  o  n'admette  qu'un  nombre  fini  de  ra- 
cines, il  faut  et  il  suffit  qu'à  partir  de  A3, /»  traces  consécutives  quel- 
conques du  noyau  vérifient  une  relation  de  récurrence  à  coefficients 
constants  (p  étant  un  nombre  entier  indéterminé)  ('). 

l'^n  particulier,  pour  qu'il  n'y  ait  aucune  valeur  singulière,  il  faut  et  il 
suffit  que  toutes  les  traces  soient  nulles  à  partir  de  A3. 

oSo.  Développements  du  noyau  résolvant.  —  Le  premier  tliéorème  de 
Fredholm  donne  roxpression  du  novau  résohant  sous  forme  du  quotient 
de  deux  fonctions  entières.  Or,  toute  fonction  méromor|)he  peut  aussi 
s'exprimer,  d'une  infinité  de  manières,  par  la  somme  d'une  série  dont 
chaque  terme  est  une  fonction  r;!tionnelle  Mailmetlant  (]u  un  pôle  à  dis- 
tance finie  (II,  n"  319).  Les  propriétés  établies  plus  haut  permettent  <lans 
certains  cas  d'obtenir  pour  la  résolvante  des  développements  de  cette 
espèce. 

Soit  K(a:,y)  un  noyau  borné  ;  supposons  les  pôles  de  la  résolvante  rangés 
par  ordre  de  modules  croissants  (2),  et  soit  A,(.r,j>')  le  noyau  principal 
relatif  au  pôle  X/. 

Loisque  la  série  H  fa;,  j' )  =  N^A/(37,  y)  est  uniformément   convergente, 

/  =  i 
on  peut  écrire 

(^7)  ^{■'■'  y}=^ki(x,y)-^ni(x,  y), 

1  =  1 

les  deux  noyaux  H(./;,  y)  cl  Hi(a-,  y)  étant  orthogonaux.  En  effet,  le 
noyau  ki{x^  y)  par  exemple  est  orthogonal  à  \\{x.  y)  —  k\{x,  y)  et  à 
chacun  des  noyaux  A'iix,  r  )(  «  >  1).  Il  est  donc  orlhogonal  à  leur 
somme  H{x,y)  —  /ti{x,y)  et  par  suite  à  la  différence 

K(  X.  y  I  —  {[( X,  y  )  :=  H, (a?,  r  ). 

In  ver.-.ement,   H|(.fc-,  y)  élant   orthogonal   à   chacun   des   noyaux  Ai(x,  y), 


(')  Cf.  L.vi.icsco,  Comptes  rendus,  décembre  1907. 

('■)  On  peut  supposer  que  cliai(ue  pùlc  (iijure  une  seule  fois  dans  la  suite  ou  un 
nondire  de  fois  égal  au  ra/ii;  de  ce  pôle.  Dans  ce  dernier  cas,  l,-(x.y)  est  un 
noyau  ('anr>iiii{ue. 
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/.■•,(r,y),  ...  est  oillio^'onal  à  H(  x,  >).  Il  s'ensuil  que  le  noyau  Hj^./-,  y) 
ne  possède  aucune  valeur  singulière  et  par  suite  sa  résolvanle  est  un 
polynôme  ou  une  fonclinn  entière  «le  ).  ;  nous  la  représenlerons  par 
E(j",  j';  À).  La  série  qui  représente  le  novau  Wix.,  y)  étant  uniformément 
convergente,  nou«  avons  remarqué  plus  haut  (n"  572)  que  la  résolvante 
(le  ce  noyau  s'obtient  en  faisant  la  somme  des  résolvantes  '(i{x. y.\) 
relatives  aux  noyaux  ki{:r,Y).  La  résolvante  r(\r,  >•;  À)  du  noyau  donne 
K[.v,y)  est  donc  représentée  par  le  d<'"velop|)ement 

(88)  \^{x.y:  /.)  =  V-'/^-r,  v;  Xi-^E(a:,  j:  À  i 

i  =  \ 
qu'on  peut  encore  écriie 


I  .S« 


\)  y  (oc,  y;  À  I  =z^V'i^[T(x,  y]  /.  ij-r-  ^{x.y;  X  ), 


I*''  [r(ar.  •»';  À)]  repiésenlanl  la  [laitie  principale  de  F  dans  le  domaine  du 
pôle  X/.  En  rein|)laçant  ^{x,y:  Xj  par  une  somme  de  polynômes  entiers 
en  X,  il  est  clair  qu'on  pourra  transformer  la  série  (89)  en  une  série  à 
lermt'S  rationnels,  dont  chacun  n'admet  qu'un  pôle  à  distance  unie,  et  cela 
d'une  inimité  de  façons  (II.  n"  319). 

Pour  un  novau  borné  quelconque  K(:r,^).  onne  peut  affirmer  en  général 
que  la  série  des  noyaux  piiucipaux  est  uniformément  convergente,  ni  par 
«uite  que  la  résolvante  peut  élre  mise  sous  la  forme  (88).  Mais  il  est  facile 
de  former  autant  d'exemples  de  ce  genre  qu'on  le  voudra.  Considérons, 
par  exemple,  les  deux  noyaux  orthogonaux 

m X,  y)  =  ^<7/sin(/a:')  sin(tj'), 

/  =  i 

-+-  00 

\\y(  X,  y  )  =  ^bjCO%(  j  X  )  c.oi{(j  -^  \)y\, 

les  deux  séries  il|«,|,  1  \bj\  étant  convergentes  et  les  limites  a  et  ù  étant  u 
t;l  iTz,  et  leur  somme  K  =  H  ^-  Hj.  Le  noyau  résolvant  relatif  à  II (x.  y) 
est  égal  à 

H-   » 

^  <7,  sin  (  (  X  )  si  m  i  y  ) 


I  —  ra/X 


I  - 1 


(^natil  au  novau  ll,(./-,^i.  il  donne  naissance  à  un  ni>\iiii  lé^nhaut  qui 
est  une  fonction  entière  de  X.  Kn  i-lVi-t,  si  l'on  prend  d'aboi-d  un  nomltn' 
fini  de  termes  dans  la  série  Wii.r.  v  i,  on  Miifie  (n".')TI  )  que  la  fonction 
corie^poudanie  D„(X)  se  r<<luit  à  I  unité,  rar  tfois  les  termes  situés  au- 
dessou*  lie   la  duigonale  principale  dans  le  ditenuinanl   (  J  j  )  <i>nt    nul^.  et 
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tous  les  termes  de  la  diagonale  principale  sont  égaux  à  un.  On  a  donc 
aussi  D(Â)  =  i  pour  le  noyau  11,(3",  j).  On  peut  remarquer  que  la  résol- 
vante E(x,  y;  ï.)  du  noyau  lii(.c,r)  se  réduit  à  un  polynôme  si  llj  ne 
contient  qu'un  nombre  Uni  de  termes. 

Prenons  de  même  un  système  biorlhogonai  quelconque  formé  de  deux 
suites  de  fonctions  cp/  et  <i^i,  telles  qu'on  ait  ((p/'];y)  =  o  pour  i  9^  j .  Au 
moven  de  ces  deux  suites  de  fonctions,  formons  une  série  uniformément 
conversenle 


K{  X .  y  )  =^'Xi':;i{x)'h  iiy). 


les  a,  étant  des  constantes.  Les  termes  de  cette  série  peuvent  se  partager 
en  deux  catégories  suivant  que  l'intégrale  (œ,']/,;  est  différente  de  zéro  ou 
égale  à  zéro.  En  distinguant  ces  deux  sortes  de  termes  par  une  notation 
différente,  nous  écrirons  le  noyau  précédent 


avec   les   conditions  ('j,'J/,)  =  —,  (oyJyy)  =  o.  Le   noyau   résolvant  a   pour 
expression 

(  =  1  1 /  =  1 

Ci 

et  la  |)artie  entière  du  noyau  se  réduit  à  un  terme  indépendant  de  À. 

lîeinarque.  —  Dans  ce  dernier  exemple,  les  fonctions  ciy  et  <^y  vérifient 
l.'«  iflations 

\     K(x,  s)o'j(s)  ds  =  o,  I      K(s,j^)<li'j{s)ds  =  o. 

a  '-  ti 

b  une  façon  générale,  soit  K{x,  r)  un  noyau  pouxant  être  mis  sous  la 
forme  (87),  tel  que  la  résolvante  relative  au  noyau  11|(3",  y)  soit  un  poly- 
nôme en  X,  pouvant  se  réduire  à  son  premier  terme.  Si  cette  résolvante  est 
un  polynôme  de  degré  n  —  1  en  X,  on  auia,  d'après  l'équation  fonctionnelle 
des  noyaux  résolvants  (n°  ririS),  l'identité 


>.H',2)(ar,  y )-+-... _i-  X"-'IL,'"(iF,  y) 


ds 
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qui  tluiMii-,  en  éualaiU  à  zéro  le  coefficient  de  ).", 


f 


b 
11,1  ./•,  .V  )\\'{'U  s,  y)  ds  —  (). 


relation  qu'on  aurait  [ju  écriro  immédiatement  en  exprimant  que  H  [""•"•' est 
nul.  Il  s'ensuit  que  toute  fonction  ■Z't  x  )  de  la  forme  H'/"(a",  jji  )  est  une  «olu- 

tion  lie  l'équation    /      Il  li  j\  s)o{S)  ds  ^^  o.  Comme  les  deux  noyaux  H(x,ji 

et  11,'"(^',  ^)  sunt  eux-mi}mes  orthoijonaux,  la  fonction  ç^a^iest  aussi  une 
solution  de  léquatioii 

r" 

I  go)  I     K(t.  s  >o( s)  ds  =  o, 

qui  |ieut  être  considérée  comme  un  cas  liniiie  de  l'équation  homogène 

o(x)=^c   I      \\( x^  s)^(  s )  ds. 

en  sup|>osant  la  valeur  singulière  c  infinie.  Si  «  ]>  j ,  les  fonctions 

H,"-"i>-,  ri),      H',"-2'(a",  _x,  .,      ..., 

obtenues  en  donnant  à  >'  une  valeur  numérique  quelconque  j'j.  sont  de 
même  analogues  aux  fonctions  principales.  Mais,  tandis  qu'à  un  pôle  à 
dislance  finie  de  la  résolvante  ne  correspondent  qu'un  nombre  fini  de  fonc- 
tions fondamentales,  l'exemple  précédent  montre  que  l'équation  ^  90)  peut 
avoir  une  infinité  de  solutions  distinctes. 

L'Iiypolbése  qui  vient  d'être  exanunée  est  la  plus  simple  qu'on  puisse 
faire  sur  le  noyau.  Supposons,  plus  généralement,  que  le  noyau  K'/^'(:r,  ^'), 
déduit   de   K(x,  y)   par  p  — i    itérations   successives,   vérifie   la   condition 

voulue,  c'est-à-dire  que  la  série   ^ />"/'  f-^",  ^  »  soit   uniformément  conver- 

gente.  D'après  ce  qii  on  vient  d'établir,  la  résolvante  V,,(^,y'.  A)  du  noyau 
K^i'Ux,y)  est  représentée  par  le  développement 

-î-  « 
(91,  r,,r.r.^;  l^^'^lMOyr.ix.y;  l)]  ^  K,.(x,  y ,  l); 

<  =  1 

Ci  étant  un  poli-  «le  rix^y;  X),  c','  est  un  p'de  de  r,,(.r,  >';  X),  P'''(r/,)e5t 
la  partie  |)rincipale  de  V/,  dans  le  domaine  de  ce  pôle.  Quant  à  E,,(  x,  y\\  1, 
c'est  une  fonction  entière  de  X,  qui  est  la  lésol vante  pour  le  no\au 


K^P>{x,y)-^kr(^,,r). 


î3'2 
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Nous  pouvons  exprimer  T  au   moyen  de  T,,  ;  on   a,  en  effet,  d'après  la  for- 
mule générale  (65)  du  n"  oOO, 

r'' 

-r- A/'    /      li(x,  s;  A)r,,(s,  j:/J')  ds. 

en  posant 

}i(x.  y;  l)=  K(x,  y)  ^  IK^'^' (x,  y)  -^ .  .  .^  lP-^'K^J'-^\cr,  y). 

Kn  divisant  les  deux  membres  par  X/'-i  et  remplaçant  Tp{x,y\  li')  par 
son  expression  tirée  de  la  formule  (91),  il  vient 


T(x,  r;  >^)        H(a-,  y;  X) 


II'-' 


KP^ 


■^?^i^\V,Ax,y:  lP)]^E„{x,y;\P) 


+  X   /     H(^,5;X)^ypf''[r/,(5,y;X/')]-+-E/,(i-,j;X/0! 


ds. 


Supposons,  |)oiir  fixer  les  idées,  qu'à  un  pôle  cf  de  X'pi^x^  y\  X)  corres- 

Y  {.X    y  X  V 

ponde  un  seul  pôle  c,-  de  Y{^x^y\  X).  La  partie  infinie  de ^'  _  ' —  dans 

KP    ^ 

le  domaine  du  point  X  =  c/  ne  peut  provenir  que  de 

?'i^\Y,,{x,y:  Xa')]  +  À   ^    H(.r,  5;  X)  P"' [r,,(5,  ^;  X/')]e/.s 
•  (i 

et  par  hypoilièse,  cette  fonction  de  X  ne  devienl  iiillnic  que  pour  X  ^  c,. 
D'autre  paît,  P''[r,j(j",  y\  \p )\  est  une  fonction  rationnelle  de  X  dans 
laquelle  le  degré  du  dénominateur  surpasse  de  p  unités  celui  du  numéra- 
teur. Comme  Xll(a',  s\  X)  e^t  du  degré  p  —  1  en  X,  on  voit  que  l'expres- 
sion   considérée   est   nulle    pour   X    inlini.   Elle    icprésente   donc    la    partie 

Y (x    Y'  \\ 

principale   de  ^7^-= — '- — -  dans  le   domaine  du   i)ùle   X  =  c,,  et   la   formule 

f  r  \i>-^  '  ' 

précédente  peut  s'écrire 


r(.r,r;X)   _Vp,,  rr(.r,jK;X)-l        \\{x,y\  X) 
/=  1 
-i-X   /      II  (07.  5;  \)V.,,{s,y\  \P)ds\ 


E,,(.r,7;  X/') 


ou  encore 


-I-  ao 

\  v(T,y;  ;.)  =  ■,.,.  .  V  |.  '[''<■;■;:;  ''']  H-  in.r,.r;  ).: 


;■    -  I 


X/'-'E/,(a',j;X/')  +  X/'   ^     Il(.r,  A-;X)E,,(5,j;X/')^/.v. 


ÉTUDE    DU    NOYAI     RÉSOLVAM.  j^^ 


La  fraction  rationnelle  ap   '  F  ' 


>  correspondant  au  pôle  c,-, 


ne  dépend  évidemment  fjue  du  noyau  princi|)al  de  K(x,  »  i  relatif  à  ce 
pôle.  Quant  à  la  partie  entière  du  -econd  membre,  elle  «lépend  de  K. 
K-.  ....  K /'  •'  et  de  EfJ.r,  y.  À;.  Si  la  fonction  K,,  est  nulle,  celte 
partie  entière  se  réduit  â  un  polynôme.  C'est  en  particulier,  ce  qui  arrive 
pour  un  noyau  symétrique  (voir  le  Chapitre  suivant). 

Il  est  à  remarquer  que  si  le  noyau  résolvant  r(x,j--.  '/.}  peut  se  mettre 
■•ous  la  forme  (921,  pour  une  valeur  de  p.  il  peut  se  mettre  sous  la  même 
forme  d'une  infinité  de  façons,  cai-  on  peut  \  remplacer  le  noml)ie/>  par 
tout  nombre  entiiT  supérieur  à  p. 

086.  Noyaux  singuliers.  —  Il  n  y  a  aucune  difficulté  spéciale,  â  part  les 
complications  d'écriture,   a   étendre   les   propriétés   du   noyau  résolvant  à 

l'équation 

-i(ar,,  jT.,.  .. ..  x„)  =  /.  I    K(ar,.  . .  .,  j-„  :  ;, ;n)?(;i :«)«/;,  . .  .  d-,, 

•    Il 
-^/ix,,    ....  Xn), 

If  si^zne    /   indiquant  une   intégrale  multiple  étendue  à   un  domaine  fléter- 

miné  D  à  n  dimensions,  lorsque  le  noyau  K  est  borné  dans  ce  domaine  et. 
d'une  façon  plus  générale,  lorsqu'on  peut  en  déduire  un  noyau  borné  au 
bout  d'un  nombre  fini  d'itérations  (n"*  o63,  370). 

.Mais  les  propriétés  si  simples  des  solutions  de  1  équation  de  Fredliolm 
sont  profondement  modifiées  lorsque  le  noyau  K(T,y)  possède  des  singu- 
larités esseniielles  ou  des  points  d'indétermination.  Ce  Chapitre  de  la 
tliédrie  est  encore  en  voie  de  formation,  et  nous  indiquerons  seulement 
quelques  exemples  simples.  Dans  le  premier  de  ces  exemples,  une  de« 
limites  est  infinie,  mais  il  est  facile  de  ramener  une  équation  intégrale  où 
les  limites  sont  o  et  —  oc,  par  exemple,  à  une  autre  équation  intégrale  où 
les  limites  sont  o  et  i.  Si.  en  ellet,  dans  l'équation 


'rix  ) 


-,■)         "  —  ;  '         '^^  ^ 


1  —  X  I  —  .V 

cette  équation  dc\ient 


=  /.    /  K(  X,  s )'^i  s  }  (ts^/(  X  K 

•A 

x'  i=^,(^—,),         F,j.')  =  /-(  ^L_  \, 
•  '   I  —  .r  /  I  —  X  / 


-.  I 

'\>(x',=  '/.   I     K{^—,,-^)—r-!—-:'P(s')ds'-^F{x'). 
Jo        \i—^i—s/(s—iy- 

])<■    même,    si    les    limites    de    l'inléf^raie    sont    —  ce    et    -^  x,    en     posant 
d  abord  x  =^  \ogx' ,  s=  \n'^s'.   on    rainèneia   ce  cas  au   précédent.  Inverse- 

<;      Il[.  jS 
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inenl,  une   équation    intégrale  où    les  limites  de  l'intégration    sont    deux 
nombres  finis  a  et  6  peut  se  ramener  à  une  équation  intégrale  avec   une 
limite  infinie  pour  l'intégrale. 
L'équation  intégrale  i') 

f^^is  —  X  )" 
(■9.3)  o{r)  =  À   j  — —  o(.v)  ds  -.-f{x) 

peut  être  considérée  comme  une  équation  de  seconde  espèce  où  la  limite 
supérieure  b  est  infinie,  tandis  que  la  limite  inférieure  a  est  un  nombre 
arbitraire   inférieur  à  .r,  le  noyau   K(.r,  .s)  étant  nul   pour  .y  <  x.  et  égal 

à  i ijour  .9?',r.  Soit  a  un  nombie  réel  et  positif  ou  un  nombre  coni- 

n .  ' 

plexe  dont   la  partie   réelle  est   positive;   on   vérifie  aisément,   au   moyen 

d'une  suite  d'intégrations  par  parties,  qu'on  a 


f 


'^""(s  —  x)"             ,         e-5'»- 
; <?-*•'•'  as  = 


de  sorte  que  e-'^-'^  est  une  solution  de  l'équation  homogène 

r~^^  (s x)" 

(94)  o(x)  =  l   I  ^^,   >    '^(s)ds, 

où  X^a"+i.  Si  nous  continuons  à  appeler  valeur  caractéristique  pour 
l'équation  (gS)  toute  valeur  de  X  telle  que  l'équation  homogène  (94)  ait 
une  solution  différente  de  zéro,  nous  pouvons  dire  que  toute  valeur  de  X, 
telle  que  l'une  des  déterminations  de  \/'k  ait  sa  partie  réelle  positive,  est 
caractéristique  pour  l'équation  (98).  Si  n>  i,  tout  nombre  réel  ou  com- 
plexe, sauf  X  =  o,  est  donc  une  valeur  caractéristique .  Si  n  =  o,  tout 
nombre  dont  la  partie  réelle  est^  positive  est  une  valeur  caractéristique; 
si  a  :=!,  tout  nombre,  sauf  zéro  et  les  nombres  réels  et  négatifs,  est  une 
valeur  caractéristique. 

On  a  de  même,  si  la  partie  réelle  de  a  est  positive, 


de  sorte  que  tout  nombre  X,  tel  que  léquation  %- -\- a.  =  X  ail  une  racine 
dont  la  partie  réelle  est  positive,  est  une  valeur  caractéristique  pour 
l'équation 

(95)  'i(x)  =  lj    (^'--i^<^(s)ds^fix). 

(')  .l'ai  donné  cet  exemple  dans  une  Note  des  Comptes  rendus  (t.  157,  10  no- 
vembre ifjiS).  Le  premier  exemple  de  re  genre  {Exercice  5)  est  dû  à  M.  Picard 
(Annales  de  l'h'cole  normale,  'fC')  P-  3i3). 


COMPLEMENTS    ET    EXERCICES.  \i> 

Il  laiit  et  il  suflit  pour  rela  qiien  posant  ).  =  ;  —  r,  / ,  le  point  (  ;.  r,  i  soit  à 
I  extérieur  de  l<i  parabole  ;  -r-  t,^  =  o. 

On  voit  qu'il  y  a  une  différence  essentielle,  au  point  de  vue  des  valeurs 
caractéristiques,  entre  les  exemples  précédents  et  l'équation  régulière  de 
F'Vedholm.  Cette  différence  n'est  pas  moins  grande,  si  l'on  étudie  une  solu- 
tion de  l'équation  (g3).  considérée  comme  fonction  de  À,  dans  tout  le  plan 
de  la  variable  À.  Supposons  que  la  fonction  /( -r)  de  la  variable  réelle  x 
vérifie  la  condition  |/(  a- 1' <  L^-'-^,  L  et  /  étant  deux  nombres  positifs. 
On  voit  aisément,  en  appliquant  la  raétbode  babituclle  des  approximations 
successives,  que  cette  équation  (gS)  admet  une  solution  o(x,  '/.)  qui  est 
représentée  par  une  série  entière  en  X  convergente  dans  le  cercle  C  de 
rayon  /"-<-'.  Mais  le  prolongement  de  cette  fonction  analytique  en  dehors 
du  cercle  C  peut  présenter  des  coupures  naturelles  choisies  arbitrairement. 
*i  n  >  I.  Supposons,  en  effet,  que/(x)  soit  de  la  forme  f(x)  =  l.\,e-*'-^, 
les  parties  réelles  de  tous  les  nombres  a/  étant  positive,  et  les  deux  séries 
1|A,|,  S|A/3:""^'|  étant  convergentes,  La  solution  correspondante  de 
léquation  (çi'V)  est  alors 


oix.  /.  )  —   >  — —^ — ^  c-^-^: 
a"-'  —  A 


1 


considérée  comme  fonction  de  À,  celle  fonction  est  méromorphe  dans 
toute  région  du  plan  ne  renfermant  qu'un  nombre  fini  de  points  a""^'.  .Mais, 
si  l'on  a  choisi  les  nombres  y./  de  telle  façon  que  sur  toute  portion,  aussi 
petite  qu'elle  soit,  d'un  arc  de  courbe  T,  ne  passant  pas  par  l'origine,  il  y 
ait  une  infinité  de  points  2"^'  (ce  qu'on  peut  toujours  faire  d'une  infinité 
de  manières,  si  «>  1 1,  la  courbe  F  est  pour  la  fonction  ~'(x,  À)  une  cou- 
pure naturelle  (II,  n"  34o).  On  remarquera  que,  dans  cet  exemple  comme 
pour  l'équation  régulière  de  Fredholm,  les  points  singuliers  de  o(x,  ).  » 
font  partie  des  valeurs  caractéristiques  de  À  pour  V équation  intégrale. 


COMPLÉMENTS   ET   EXERCICES. 

1.   l>énioiisti ation  directe  de  la  formule  (10;  (  n°  56.')».  —  l.e  (lé\elop- 
i)eiiicnl    lin   (lélerminanl   K  (  ■••     n  \   ,.g„fg,.f,^g  couiine    pn-niifr   tenue 

!'•    produit    Wt.  ,)  I  K  (  "  1,    et     le    reslc    du    développcnienl     pi-ul 

\y\  •  •  •  yn  I 
1  écrire 

ïi-  I  ./'Kur.  .r,.K.  v/.  ./•    ,.  .  .  K    '•/,,  JiKf'^,'  ■  ■■■^,"~''), 

\a' ,  ...  x^_ij  / 

^h  .^y.  •..,  ■''/.  désignant  p  quelconques  des  variables  T\ Xn  et  .r,, 


43b 


CHAPITRK   XXXI. 


L  EQUATION    DE    FREDUOLM. 


a?',,    ...,  t'h_j,  les  n — p  variables  restantes.   L'intégrale  mulliple  do   ce 
produit  est  donc  égale  à 


et  ce  ternie  figure  n{n  —  \)  .  .  .{n  — p  -r-  i  )  fois  dans  !e  coefficient  de  À'' 
de  D  (         X).  En  faisant  varier  aj  de  i  à  n.  on  en  déduit  facilement  la  rela- 

\y    1 


^y 

tien  (lo). 

2.  Développement  de  D'(X)  :  D(A)(n"  366).  —  Représentons  par  (—  i)"  — ; 
le  coefficient  de  À"  dans  ri(X),  ce  qui  revient  à  poser 

Ces  nombres  U«  s'expriment  au  moven  des  traces  A,i  du  noyau   K{x,  y). 
En   effet,  le  déveIop|)ement  du  déterminant  K|  "  "1  peut  s'écrire 

'^^^''^'>^(2:::"i)^-^-'^''^^^-^^'-''^^"''^')^d^i:::è^^ 

Xi^  Xj,  ....  Xi  désignant />  des  variables  a^i- .:«o-  ■ ..  -,  x^.,  et  x\,  x\.  .....r^,_/, 

les    n  —  p    variables  restantes.  On  en  déduit  en  intégrant    la    relation   de 
récurrence 

U„=  A,U„_|  — («  —  I  )A2U„-2-|-(/i  —  l)(rt  —  2)A3U„-3-|-.  •• 

+  (— i)''-^'(«  — i)(«  — 2)...  (rt— />  +  i)ApU„-,,-^... 
_x-(_i)«+i(„_,)!A„Uo, 

qui  exprime  l'identité  D'(X)=  —  D(X)G(X),  en  posant 
G  (  X  )  =  A ,  -H  A  2  À  -h . . .  -f-  A  „  X"  -  '  -f- . . . . 

3.  Méthode  de  E .  Schmidl pour  un  noyau  quelconque  (Matli.Annalen, 
t.  64,  p.  i6i).  —  Soit  K{x.,y)  un  noyau  borné.  ÎSous  supposerons  que  le 
paramètre  À  a  une  valeur  déterminée.  La  métbode  de  Schmidt  pour 
résoudre  l'équation  de  seconde  espèce  (i)  consiste  à  décomposer  le 
noyau  K{x,  y)  en  deux  parties 

n 

\<(x,y)=  K^ix,  y)-^^a.j,{x\^,,(y), 

les  9-/2  fonctions  a,,(x),  \^/j{y)  étant  clioisies  de  telle  façon  que  l'intégrale 

double    /        /      [  K]  (.r,  ^)J2  f/;r<'/j' soit  inférieure  à  p-T^>  ce  qui  est  toujour> 

*-«•(/  Il 

possible,  (lune  infinité  de  manières  (voir  n"  601).  On  écrit  ensuite  l'équa- 
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•  3t 


IKMI    I  I  ) 


(Il  -pLr)  =/,  (.r)-H  A    /      Ki(./-,  5  )'f  (.9)  <A-, 

Cil  posant 

r''  " 


,('5)o(a-  )  rfs. 


D'après  la  faron  dont  on  a  déterminé  Ki{x.  y)  la  série  entière  qui  repré- 
sente la  résolvante  ri(>,  ^;  À)  du  noyau  Ki(a:,  ^)  est  convergente  pour 
la  valeur  de  >.  considérée  (Note  de  la  page  3^8).  On  tire  donc  de  l'équa- 
tion '  n 


Cîi 


o(a7)=/,(:r)-i-À    f    \\ix,  tri.)  f^i t)  dt. 
'^ il 


cl  en  remplaçant /i  (.r)  par  son  expression  (•;>.),  il  vi(Mil 
':.(x 


=  f{X)-^-t.     /        ^a,,{x)'^,,{s)o(s)ds^X  j"    \\{x,(-\)f{t)dl 
«^„        /'  =  ! 

^  À2    r      f    \\(x.  t,\)^oi,,(t)'^,,(s)':>{s)ds  dt. 


ce  (|iii  est  encore  une  équation  de  seconde  espèce  de  la  forme 


o(ar)  =  F(./-,  À)  +  X     /      ^f,Ax,\)^,À.s)<:;{s)ds, 

dont  le  noyau  a  la  forme  spéciale  du  n°  ."iTl. 

On  déduit  aisément  de  cette  méthode  le  caractère  analytique  de  la  résol- 
vante, comme  je  l'ai  montré  dans  un  article  du  Ihdielin  dr  la  Socirlc 
inalhcrnaliqur,  t.  37,  p.  197  (^1909). 

-i.  Noyau  singulier  de  Weyl  {Math,  i/malen,  t.  06).  -  On  a,  d  après 
un  calcul  élémentaire,  a  élant  positif, 


((} 


/         <■    '"■"  sin(  j'a)  </a' —  — 
/  ff- 


I)  autre   paît,   en   iinMi.iiil    I  iiili'niaif   lii-   la   l'oiiction   <»'-•'■    de    la 

variable  complexe  z  le  long  du   contour  de  la  page  11?.  (t.  II),  cl  en   rai- 
sonnant comme  dans  cet  exemple,  on  ()l)ii(ut  aisément,  si  ./•  est  un  in>ml)r(; 
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réel  et  positif,  la  relation 


(2) 


1^  -t-« 


sin  yxs)  ds 


Des  formules  (  i  )  et  (2  ),  on  tire 

de  sorte  que  4  /  —  est  une  valeur  singulière  pour  Icquation  intégrale 

©(a*)  =  À    /         %\nKXs  )':,!,  S)  ds — f  ^  x)- 
•  0 

à   laquelle  correspondent  une   inlinité  de  f<tnctions  fondamentales  dépen- 
dant d'un  paramétre  a. 

o.  Equation  singulière  de  M.  Picard.  —   L'équation  homogène 

admet   les   deux    solutions   e=^'-^,  7.    étant   réel,   pourvu    que    X  soit   de    la 

forme Toute  valeur  réelle  de  À.  supérieure  à  ->  est  donc  une  valeur 

2  2 

caractéristique.   On    obtient   ces   solutions  en    remarquant  que  l'équation 

proposée,  différentiée  deux  fois,  conduit  à  l'équation  linéaire 

'f"-i-(2À  l)cp  =  O. 

Au   moyen   de   ces  fonctions   simples,   on    pourra  former,  comme    dans    le 

texte,  une  solution  de  l'équaiion  avec  second   membre  f{x),  admettant 

pour  coupure   naturelle  un  segment  quelconque  de  l'axe  réel,  à  droite  du 

I 
point  A  =  -  • 

•> 

L'équation  de  M.  Lalesco  s'obtient  en  lemplaçant  — oc  par  zéro  dans 
l'équation  de  M.  Picard.  Les  valeurs  caratéristiques  sont  les  valeurs  de  X 
pour  lesquelles  la  partie  réelle  de  ^ i  —  2X  est  inférieure  à  l'unité  en  valeur 
absolue.  La  fonction  fondamentale  correspondante  c^t 


(a  -H  i)ea^-f-(a  —  i)e-: 


a  étant  égal  à  v/i  —  2X. 
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o8T.  Noyaux  symétriques.  — •  Les  propriélt-s  des  novaux  syin»'- 
Iriques  ont  ëlé  établies  d'aboixl  par  M .  Ililbert  (  '  ),  et  déduites  par 
un  passage  à  l'infini  des  propriétés  des  formes  quadratiques  symé- 
triques. Les  résultats  de  M.  Hilberl  ont  été  peu  après  démontrés 
par  M.  Scbmidt  (  -  )  au  moyen  (riiuf  méthode  directe  fort  élégante. 
Ces  propriétés  se  déduisent  aisément  de  la  théorie  générale  du 
Chapitre  précédent. 

Soit  K.(x,y)  lin  uovaii  s\  ni<'-tiiipie  réel:  ainsi  (|u"on  la  lail 
observer  (n"  o8i).  tous  les  no\aux  qu'on  en  déduit  par  des  itéra- 
tions successives  sont  eux-mêmes  symétriques.  Nous  allons  mon- 
trer que  la  série 


Cl)  «f-r,  A )  =  « (  :r  )  -H  ^  />"    /     K  "  ( X,  s)u{  .<  i 


ds 


qui  iepr('-senle  le  déveloj)pemciit.  suivani  les  puissances  de  /,.  de 
la  solution  de  I  i'(pi;il  ion  dr  lic(|li()ini  on  l.i  fonction  coiiniit' 
J'(^.x)^  u{x  j,  ne  peut  être;  une  lonclion  entière  de  A  à  moins  que 
u{x)  ne  sf)it  oithogonale  à  droite  au  noyau  k(.r.  y  ).  A()u>  suppo- 
serons, pour  fixer  les  i(i(''es,  ^^(:r  )  bornc-e  et  intégrable.  Adnntton--, 
en  elFet,  que  la  sé-rie  (  i)  soit  une;  fonction  entière  de  a;  multiplions 
tous  les  termes  de  cette  sc-rie  par  u(a;)  et  intégrons  ensuite  entre 
les  limites  a  et  />;  la  série  obtenue  ï-Iv/a",  où    U,,  a  pour  expression 


^X 


,1=1        I      \\"  iJ',   s  )ii(x  )u{s)  Ju:  ils. 
•j.i     ^ ,, 


(  '  )  Grundziige  einer  ail geineinen   Théorie  der  Intecidlfileùlningen  (  Gut- 
lingeii  JVachric/ifeii,  if(o'|,  i<)o'),  njofi  el  n^io). 

(-)  Mat/ternn/isr/ie  Aniuileii,  Fîd.  <l'i,  im'>7,    p-  'i'''-'i7''- 
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sera  aussi  une  fouclion  enlière  de  ),.  Or,  ou  peut  t'-crire,  d'apn'S 
les  propriL'lés  (\e>  noyaux  ilérés  (  n"  558), 

^\o-2ii=    I       f     K-"'(.r,  s)u(  x)u(  S)  dx  ds 

•'  Il    «-^rt 

=  11       I     K'-'^^ix,  i)K  "W l,  s )u( T)u( s )  dx  ds  dt 
=   I     d(\    I     K"'(x,  f)u(x}dx 


tloù  il  suit  (jiie  'À,-2,i  est  ^o,  si  h'^a,  comme  on  le  suppose.  Un 
a  aussi 

c,l„.,„=  f       f     K"^^Ux,  /)K'"-^^((,  S)tn.i:  )Uis  fdxds  dt 

•-'«       l'^rt       '^{l 

r^'        {  r''  \    \  r''  ) 

=    /     dt  xl   I     K"^^U'x,  t)u(x)dx\x'    I     K''-^'(x,  t)  ui  x}dx^'. 
et,  par  suite,  d'après  linégalité  de  Schwar/  (  n"  559). 

r''    \   r''  V 

X    f     dtl     I     K"-"(a',  t)u(x)dx\   . 
•  Il         l  '^11  J 

ou,  en  comparant  à  la  [)remière  expression  de  -lo,;. 


(2) 


-«2«  =  ^'^2«-(-2  '■-^2«     2 


La  série  Sall>„)/'  ne  peut  être  convergente  pour  toute  valeur  de  A, 
à  moins  (|u"on  ait  .A,.,,  =  o.  En  eflel,  si  d./,  est  positif,  il  en  sera  de 

même,  d'après  l'inéj^alité  (2),  de  -loo  <^'^8.  •••?  *-^  If  ra|)j)ort  ■  "  """ 

pl)2n- -2 

ira  en  croissant  avec  n.  I.a  série  obtenue  en  prenant  les  termes  de 
degré  pair  dans  2] d./,)/'  ne  peut  donc  élre  convergente  ptuir  loule 
valeur  de  ).,  si  -A./,  n'est  |»as  nul.  l'our  que  Jl>4  soit  nul.  il  faut  el  il 
suffit  que  u(x)  soit  orthogonal  au  noyau  R'-'(x,  y).  Or  on  peut 
écrire,  en  tenant  compte  de  l'expression  de  K'-'(\r,  y), 

/     W- { X,  y)u(x)u{y)dT  df  =   j     dt      j     K(x,  t)u{x)dx     . 
•  Il  'Il        L    " 

ce  qui  prouve  (|uc  /f(x)  est  aussi  orthogonal  au  noyau   Kix.  y), 
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■^  il  est  orllioi^(jnal  au  premier  novaii  itéré  K  -•  (  x,  ^>').  ht»  résumé, 
>i  Ton  prend  pour  k(  x)  une  fonction  non  orthogonale  à  K(x,  y), 
on  ne  peut  avoir  -l. -,  ^  o,  et  la  série  (i  )  ne  peut  être  convergente 
j)our  toute  \aleur  de  A.  Tout  noyau  symétrique  possède  donc  au 
moins  une  valeur  sins'u/ière  (')  {  rf  n"  08 i). 

Les  théorèmes  g<';néraux  sur  les  fonctions  fondamentales  per- 
mettent aisément  de  compléter  ce  résultat. 

1"  Toutes  les  l'aleu/s  singulières  d'un  noyau  syméiri/jur 
réel  sont  réelles.  Supposons,  en  efl'et,  qu'il  y  ait  une  valeur 
singulière  a  -f-  ^f  ([i^o);  a  —  ,3/ serait  aussi  une  valeur  singulière, 
tt  à  ces  deux  valeurs  singulières  correspondraient  aussi  deux  fonc- 
tions fondamentales  imaginaires  conjuguées  u  -+-  iv  et  u  —  H'.  Le 
ii<»\au  étant  symétrique,  ce  sont  aussi  des  fonctions  fondamentales 
pour  le  novau  associé,  et  Ion  devrait  avoir,  d  après  la  relation 
générale  dorthogonalilé  (n"  08O) 

r"  r'' 

I     {  u  -h  II'  )i  u  —  iv }  dx  —    I     {ii--r-  V-)  dx  =  o, 
"•  il  '  Il 

ce  qui  exige  que  //  et  v  soient  nuls. 

•-'."  Les  valeurs  singulières  sont  des  pôles  simples  de  la  résol- 
vante. Soil,  en  effel,  o(x)  une  fonction  fondamentale  corres- 
pondant au  pôle  c;  c'est  aussi  une  fonction  fondamentale  pour 
léquation  associée,  et  ces  deux  fonctions  ne  peuvent  être  ortho- 
gonales, ce  qui  suffit  pour  prouvei-  (pie  r  est  un  pôle  simple  de  la 
résolvante  (n"  oTSi. 

On  peut  encore  raisonner  comme  il  suit.   Supposons,  ce  (pion 

pfiil  loiijours  laire.  qu'on  ait    /     'j-(.r)  r/.r  =  i .   Les  deux   noyaux 

•  Il 

<ù(x)(i(  y)  ,  o(x)'o(  y) 


i  '  )   F.e  ruisonneim-iit   ne  s'applique  pas  aux  noyaux  discontinus  tel*  ipio 
/     K  (.7-,  (  )"(  f  )  df 

suit,  nul  situf  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  x.  quelle  que  soit  l.i  l'uniliun 
inté^rable  u{x).  Tels  seraient  les  noyaux  syinélri(|ues  nuls  dans  loiil  Ir  diwiiainr 
sauf  sur  la  dia;;onale  r  — ./',  el  sur  un  nombre  fini  de  f>arallrles  aux  axes,  synié- 
Iriqucs  deux  à  deux  par  rapp«>rl  à  la  diagonale.  I)c  pareils  noyaux  seront 
toujours  laisses  fie  eôli-  dans   la  suite. 
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sonl  senii-orlhogonaux  (n"  o7o^  el,  coinnie  ils  sont  svinétrl([ucs, 
ils  sont  orthogonaux.  Si  c  est  encore  une  valeur  singulière  pour 
K|(:r,  )'),  on  pourra  recommencer  la  même  opération  sur  ce  noyau 
et,  au  bout  d'un  nombre  fini  de  transfoimations  de  ce  genre,  on 
peut  nicltic  K(^,y  )  sous  la  forme 


K{x,  y)  =  2 


':ii(x  io/(.r) 


H(X.    VK 


le  noyau  symétrique  H(\r,  )' )  n  admettant  |>lus  la  valeur  singu- 
lière c.  La  première  partie  du  second  membre  est  le  novan  prin- 
cipal relatif  au  pôle  c.  et,  d'après  la  façon  même  dont  on  a  opéré, 
les  m  fonctions  'fi{x)  forment  un  système  ortliogonal  et  normal. 
Le  même  raisonnement  prouve  que  tout  noyau  symétri(|ue  ayant 
un  nomhve  fini  de  valeurs  smgulières  est  de  la  forme 


(3) 


k(:r.  r  I  = 


'j>,C,r  r^/(  )'i 


En  effet,  si  l'on  retranche  de  K(^,  y)  la  «^omrne  S(j7,  y) 
des  noyaux  principaux  relatifs  aux  valeurs  sini:idières,  la  diffé- 
rence 

K(x,  y  )  —  S{x,  y )  =  II(.r,  _/  ) 

est  un  noyau  symêtrupu*  orthogonal  à  S[X,y).  (^e  novau  n  ad- 
mettant pas  de  valeur  singulière  est  donc  nul.  [-"our  un  novau 
symétrique  ayant  une  infinité  de  valeurs  singulières,  on  aura 


(4) 


K(.r.  jKi  =  2 


'ii{u-)'^it  y) 


pourvu  (pie  la  série  du  second  nuinluc  >n\[  iiniroiiucinenl  conver- 
gente. En  résumé,  les  fonctions  fondamentales  dun  noyau  symé- 
trique réel  forment  un  système  orthogonal  et  normal  de  fonc- 
tions cp,,  '^2.  •••,  '-p/.  ...,  «lonl  chacune  correspond  à  un  pêde  du 
noyau  résolvant.  Supposons  ces  pôles  rangés  dans  un  ordre  tel 
que  le  module  n'aille  jamais  en  décroissant,  «diacun  d'eux  figurant 
dans  la  suite  autant  de  fois  qu'il  lui  correspond  de  fonctions  fon- 
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damenlales 

(5i  >,,.     Ào.      ...,     ).i 

A  cliaque  leriiie  A/  cortospond  une  tonction  clcU'rmméc  'f/(^'  )  du 
système  orthogonal.  Inversement,  tout  système  orthoj^onal  peut 
être  déduit  d'un  noyau  symétrif|iir  d  une  infinité  de  façons.  Si  l'on 
choisit,  en  cflel,  les  constantes  /./  île  façon  (jue  la  série  (  "î  )  soit 
absolument  et  uniformément  convergente,  il  est  clair  que  les  fonc- 
tions 'J/(  a;  )  sont  précisémenl  les  fondions  fondamenlales  de  ce 
novau  (  '  ). 

Remarque  I.  ■ — -  Si  K(.r,  y)  est  un  noyau  symélrifjuc  toutes 
les  valeurs  sing;ulières  du  noyau  itéré  ¥\.''-^[x,y)  sont  réelles  et 
positives.  La  fonction  méromorphe  D.',  (  Ai  :  D^  (X  )  n'a  donc  que  des 
Idoles  simples  positifs,  et  |)ar  suite,  le  plus  petit  de  ces  pùles  est 

précisément  la  limite  du    rapport     ^"'  lorsque   n    croît    indélini- 

ment  (n"  082).  La  méthode  de  Kneser  pour  déinuntrci- (ju  un  novau 
symétrique  a  au  moins  une  valeur  singulière  consiste  précisément 
à  prouver  que  ce  rap|)ort  tend  vers  une  limite  (  voir  /t.re/cice  1). 

Ilemarque  11.  —  On  a  remarqué  (n"  580)  que,  pour  un  iiny.iu 

quelconque  K(.r,  y),   toute  fonction   //(j?)  satisfaisant   à   la   rela- 

r''  .  .        . 

tion     /     K(.r,  s) u(s)ds  =:■  o  est  orthogonale  a  toutes  les  loni  Imiis 

fondamenlales  '^t(^)  du  noyau  associé.  La  réciproijue  nest  pas 
vraie  pour  un  noyau  quelconque  (^-),  mais  elle  l'est  pour  un  noyau 
syinétii(pie.  Ln  ellel,  si  une  fonction  «(.r)  est  orlhogcmale  à  t(jutes 
les   fonctions   fondamentales  d'un   novau   sviut'trKpie,    la   lonctiun 


(')  Tous  ces  lliéorénics  ne  s'appli(|uciil  (|ii"ii  un  iiuyuu  syinélri<iiH'  niel.  Si  l'un 
prend,  par  exemple,  K  (x,  y  )  =  jc(  i  -+-  iy  \  •  )  -+-  .v(  i  —  /.r  ^/O-  «  -  —  '■  '^  -  '  • 
on   vérifie  facileriienl   que  i  -\-ix^3  cl  X  fornienl  un  syslrmi!  de  fonclinns  prin- 

«ipiilos  correspondant  à   la   vai<'ur  siiij;ulière  -î— r  • 

•  t 

(  -  )  Soit  K  (  X,  y  )  ■=  sin  x  >ii\y  -+•  sin  y.x  cosv  (  «  —  o.  /y  =   »  ~  ).  La  l'onctiuii  cos  j- 

est   orllio;;()nalc   à    la    fonction    fondanientalc    unique    sin.y.   cl    (  epentlant    l'inlc- 


lie     /        \\(v,  s)  cos  s  cls  nest  pas  nulle. 
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u[x,  a)  qui  représeiilo  la  soliiUoii  de  l'ëquation  de  Fredholin 
on  f{x)^  u(x)  est  une  fonction  entière  du  paramètre  A  (n°  582), 
et   nous  venons  de  d(''niontrcr  (jue  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si 

Ton  a    /     \s.(x,  s)ti(s)ds  =  (t:  la  série  u(x,  À)  se  réduit  alois  à 

son  |)reniier  terme. 

t*)88.  Inégalité  de  Bessel.  —  Soit  S  un  système  noemal  de  fonc- 
lions  orthogonales  Oi{x)  dans  un  intervalle  (rt,  b).  Si  une  fonc- 
tion y(\r)  est  représentée  dans  cet  intervalle  par  une  série  unifor- 
mément convergente  de  la  foi-me 

(fi)  /(.r)  =/iÇ|(a7)  -h/oœ2(>)  -^  .  .  .-4-/„9„(.r)  -+-... 

les  coefficients  f,  étant  des  constantes,  ces  ct)e(fîcients  peu\enl 
être  déterminés  comme  les  coeflicienls  d'une  série  de  Fourier. 
Multiplions,  en  ellet,  les  deux  membres  de  la  formule  (6)  par 
Oi{x),  et  intégrons  terme  à  terme  le  second  membre;  il  reste,  en 
leiiani  ("ornpte  des  relations  d'orthogonalité, 

(7)  /,  =    /     f(x)oi{x)dx. 

(hielle  qu(;  soit  la  fonction  intégrable  /{x),  on  dit  que  la 
série  ^fiZii(x),  où  le  coeflicient//  a  la  valeur  (-j),  est  la  série  de 
Fourier  âe  /(x)  relativement  au  système  orthogonal  considéré  S. 
Bien  entendu,  ce  calcul  ne  .|)rouve  nullement  cpie  cette  série  est 
convergente  et  qu'elle  a  pour  somme /*( 57).  iNous  ne  traiterons  que 
quebpies  cas  particuliers  (jiii  se  rattachent  à  la  théorie  des  équa- 
tions intégrales.  Ivcmarquons  seidemcnt  que,  si  la  série  de  Fourier 
de  f  {x)  est  uniformément  conveigente  et  a  pour  somme  S(j:^),  la 
diflérence  ^[x)=zf(^x)  —  S(a7)  est  orthogonale  à  chacune  des 
fonctions  ^i(x)  (d'après  la  façon  même  tlont  on  a  calculé  _/'/),  et 
par  .suite  à  S(:r). 

Lorsque  le  carré  de  /'(.r)  est  intégrable  dans  Tintervalle  (a,  />), 

r''  ' 

c'esl-à-dire  lorsque  /  /-(x)dx  a  une  valeur  iinie,  les  coefli- 
cienls /"/  \érilieiil  une  iru'galité  importante  due  à  lîessel  :  quel  (jiie 
soif  le  nombre  n,  on  a 
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On  rohlienL  immédiatement  en  déxeloppanl  I  inéj^alilt'  évidenle 


^0 


<'l  en  tenant  i()Mij)le  des  lorinnle?  (' -  )  (|iii  donncnl  les  coefficientsy , 
et  des  l'clations  r|iii  expriment  qne  S  est  na  système  orthogonal  et 
normal.  Si  le  syst«"'nie  S  se  compose  d'une  infinité  de  lonctions,  le 
nonibr«! /?  peut  être  supposé  aussi  grand  rpi  on  le  veut,  et  par  suite 
la  série  S/j  des  carrés  des  coejjicienls  de  Fourier  d' une  Jonc- 
tion f[x)  de  carré  in  lé  arable  est  toujours  convenj^ente. 

\ .  .       -    r*  • 

La  somme  de  cette  séiie  est  au  plus  égale  à    /     f'-{x  )  dx,  mais 

elle  peut  lui  être  inlérieure,  et  la  distinction  dt-s  deux  cas  se 
rattache  à  une  classification  importante  des  sysièmes  orthogonaux. 
Un  système  oithoi:oual  S  est  dit  complet  on  fermé  s'il  est  impos- 
sible de  trouver  une  autre  fonction  '\{x)  telle  qu'eu  rajoutant 
aux  fonctions  de  S  on  ait  un  nouveau  svstème  orthogonal  et 
normal  (')  S'.  Dans  le  cas  contraire,  le  système  orthogonal  est 
dit  incomplet  ou  ouiert.  11  est  clair  (pTnn  système  orthogonal 
qui  ne  comprend  qu'un  nombre  (iiii  de  fonctions  ne  peut  être 
fermé.  Soit  S  un  système  incomplet;  il  existe  au  moins  une  autre 
fonction    '}(^)    orthogonale    à    toutes    les    fonctions    'i,(x),    pour 

hupicllc    /     '!/-V/.r  =  1.  l^a  série  de  l'oiirier  correspondante,  rela- 

live  à  ce  système,  est  idenlicpiemcnl  nulle,  et  par  suite  la  somme 
de  la  sfM-ie  ^'l'j  est  inférieure  à  un.  Par  conséquent,  pour  </u'un 
système  ortlio<j:onal  soit  fermé^   il  suffit  que   la  som/ne  de  la 

série  I.ff  soit  /ou/ours  égale  éi    1    /'-{x)dx,  quelle  que  soil  la 

fonction  J\x)  de  carré  intégrable . 

Inversement,  si  le  système  orthoi^njnal  S  est  fermé,  on  a  pour 

r'' 

(')  lûi  ne  consiilùranl  (lue  li;s  foiicliniis 'I^f.r  )  lelli's  (|ii  on  \\\l     I      <'S- (x)  dx  --  \^ 

..h 

on  CM-Inl  les  funclions  disconLinucs // (./•  )  v<  riliiiril  la  iflalion     /      n(x)(ix     o. 

Il  csl  clair  i|iii',  pour  nue  fonclion  dr.  celle  espèce,  on  a  toujours  (o,m)=o. 
d'après  l'inij^alili;  de  Sciiwar/..  Ces  fonelioiis  u{x)  ne  peuvenl  ùlre  tlilleienU-i  de 
zéro  (|u'en  Ions  les  poinls  d'nn  enscmitle  de  mesure  initie  (  Lkhk.sciCi:,  Leriuis  sur 
l'inlef^ralion  et  la  reclierche  des  fonclion  s  />riniitives). 


4  ;<>  CHAPITRE    \XXII 

lOLitc  four  lion  /i  .r  )  tle  carré  inlégrable,  l' égalité  [  '  ) 

(9)  r  [/(■■^']^^-^=y/;: 

/ = 1 

la  relation  (  (^  I  est  appelée  pour  cette  raison  condition  de  ferme- 
tare  du  système  orthogonal. 

Appliquons  les  définitions  précédentes  au  sysicme  orthogonal  S 
formé  pai-  les  fonctions  fondamentales  'f«"(.r)  d'un  nojau  symé- 
trique K(.r,  y).  Ce  noyau  est  dit/erme,  s'il  n'existe  aucune  fonc- 

lion  '\{x)  telle  qu'un  ait    /     K(j7,  .ç)'J>(5)  <^/s  =  o  identiquement, 

•  Il 

en  exceptant  toujours  les  fonctions  discontinues  qui  sont  nulles, 
sauf  en  tous  les  points  d'un  ensend^le  de  mesure  nulle.  D'après 
une  remar(|ue  antérieure,  le  noyau  K(a:",j')  est  fermé,  si  le  sys- 
tème S  est  lui-même  ferm*';  et  réciproquement. 

Exemple.  —  Les  fonctions  i,  .,..  cosna^,  sinna:-,  ...  forment  un  sys- 
tème orthogonal  dans  l'intervalle  (0,211).  MM.  Liapounoff  et  Hurwitz 
(Annales  de  l'École  normale,  1902)  ont  démontré  que  ce  système  est 
fermé. 

589.  Théorème  de  Hilbert-Schmidt.  —  M.  Hilbert  et,  après  lui, 
M.  E.  Schmidt  ont  démontré  un  tliéorème  iujporlant,  relatif  au 
développement  de  certaines  fonctions  en  séries  tle  fonctinns  fonda- 
mentales. Nous  supposerons  dans  ce  paragraphe  que  \s.(^x,y)  est 
un  noyau  symétrique  continu,  ou  du  moins  qu'il  ne  peut  devenir 
discontinu  que  sur  la  droite  y=iX,  de  telle  façon  que  le  pro- 
duit \x — ^)|*K(.r,  )■)  reste  borné,  l'exposant  a  étant  inférieur  à  -> 


2 

,b 

'"nie. 


d'où  il  suit  que  l'intégrale    /     [ls.(.r,  J)')]'<^J)'  a  une   valeur  fi 

l^e  premier  noyau  itéré  K'-^(^,  y)  est  alors  continu,  ainsi  que  les 
fonctions  fondamentales  d/Çx),  et  toute  fonction  de  la  forme 


/ 


0 
K(x,  s)h(s)  cls, 


(')  Pour  la  démonstration,  loir  Laurioklla  (  liendiconti  di  Palermo,  t.  29, 
icjio).  —  Stekloff,  Mémoires  de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg,  vol.  30, 
1911.  \'oir  aussi  plus  loin.  n°  599. 
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OÙ  le  carré  de  /i(x)  est  intégrable.  est  aussi  unf*  funclion  contimn- 
tle:r  (')(n«o56). 

ToHlP  fonction  df  la  fuimc 


tiX) 


l 


K(.r,  s )fii  s )  (/s, 


"ù  /({.r)  est  une  fonction  de  cmii'  intégrable,  est  dé^eloppable 
en  une  série  absolument  et  uniforinément  convergente  de  fonc- 
tions fondamentales. 

Supposons  les  valeurs  singulières  /,,  du  noyau  rangées  en  série, 
comme  on  la  ex|)liqué  au  n"  o87.  et  soit  'z>i(  x)  la  fond  ion  londa- 
meiilale  corres|jondant  à  ).,.  Le  coefficient  de  Fourier  /',  de  la  fonc- 
tion /"(x)  relatif  à  c^/fj")  a  pour  e\|)ression 


/',  =    /        /      K(.r,  s )fu  s  jZiix )  dx  ds  =  y"    /      o,(s)/i 


(s  )ds  =  ^  , 
A; 


/i ,   <'lant   le   coeflicirnl    correspondant   pour  lux).    La   série  ainsi 
(d)lcnu<" 

c  /  "  1       /  h,i       , 

est  absolument  et  uniformément  convergente  dans  I  intervalle  ù/,  U). 
Nous  avons  en  eflel.  d'après  l'identilé-  de  [^agrange  généralisée. 


hn  ?/i  (>  )  1 

À„     ! 

A  2 

h 

Il  '-p  /«  (  X 

) 

r 

^,„<x) 

"m  ,\ 

>•« 

A„, 

La  série  lilij  étant  convergente,  on  peut  choisir  un  nombre  N 
assez  grand  pour  fjiron  ail  /ij;  -f-  .  .  .  -t-  /«^„  <<  £,  cpiel  <pie  soit  m  >  n, 
poiii\ii  <pie //  soit^N,  en  désignant  |)ar  £  un  iKunbre  positil  aibi- 


traire.  I) 


autre  piul.  i;i    ^uiiime  j -^-: /    + 


l,n       \ 


resli'  iiiie- 


lieure,    fpiels  que  soient  x,   m  et  /«,  à  un  nonibie  iini  M,  car  la 

.     ■         I  1  ,       ,        1  ['^,i(x)l-  '^n(x) 

série  dont  le  tirm(;  gênerai  esl<-:-^r >    est  convergente;  -^-r est. 


(')  II  est  facile  J'élendre  les  raisonneiiienls  à  des  hypotlit^scs  plus  j^éiiérales. 
On  pouiTiiit,  piir  exemple,  suppost-r  que  K{x,  y)  .t  un  iiuinlue  liiii  de  lifjncs  dt- 
discciiitinuilé,  p;ir;illt'-In^  ;iii\  ;i\es,  où  il  pi'iit  devenir  inlirii  de  faron  ijiie  M)n  carii: 
soit  intégrable. 
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en  effet,  le  coefllcicnlde  Fouricr  pouc  le  nojaii  lui-raèiiK;  K[x,y) 
considéré  couinu;  ionclion  de  ^^.  On  j)eul  donc  prendre  A'  assez 
grand  pour  rpie  la  somme  des  valeurs  absolues  d'un  nombre  (piel- 
conque  de  termes  de  la  série  (i  i),  à  parlir  du  n'^""'',  soit  plus  petite 
(|ue  tout  nombre  posilifdonné  dès  cpi'on  a  /?^N. 

La  somme  S(;r)  de  la  série  (i  i)  est  donc  continue  dans  l'inter- 
valle («,  b).  Pour  prouver  que  cette  somme  est  égale  à  f{^x\ 
considérons  la  difierence  R(a;)=y(a:)  —  S(x);  d'après  la  façon 
même  dont  on  a  déterminé  les  coefficients  _/",,  R(^)  est  orthogonale 
à  toutes  les  fonctions  c5/(.r)  et,  par  suite,  à  S(^).  Etant  ortho- 
gonale à  toutes  les  fonctions  fondanicnlales  du  nojau  K(x,  )), 
elle  est  orthogonale  au  no\;ui  lui-même  (n"  o87)  et,  par  suite, 
à /(a;),  puisqu'on  peut  écrire 

'     f{3r)R(x)dx=    I       I      l\{x,  s)ï{{x)h(s)  dx  ds 

=    /     h{.<!)ds  I     K{.T,  s)ï\(x)  dic  =  o. 
On  a  donc  aussi 

'      \V-(x)d.T=    /    f{x)^{x)dx—    i     ?>(x)^{x)dx=:zo. 

ce  qui  exige  que  ll(x)  soit  nul  et,  pai-  suite,  S(x)  ■=.j\x'). 

De  ce  théorème,  M.  E.  Sclimidi  a  déduit  une  solution  explicite 
de  l'équation  de  seconde  espèce,  où  figurent  seulement  les  valeurs 
singulières  et  les  fonctions  fondamentales.  Supposons  (|ue  A  ne 
soit  pas  une  valeur  singulière  pour  le  no vau  ;  l'é(|uation 

(12)  o{x)  —  \   I      K{x^  s)zi(s')  ds  -+-f{x), 

«  Il 

où  le  carré  de  f(^x)  est  inlégrable,  admet  une  solution  unique  telle 
(|ue  la  difierence  o(^)  — f{^)  puisse  être  développée  en  une  série 
uniformément  convergente  de  la  forme 

?(-^")— ./\^)  =  C,0,(a7)  H-.,  .-r-  C,tCp„(3-)  -}- 

En  substituant  dans  les  deux  membres  de  Técpiation  (  1  2),  il  vient 

"'' 
\^c„o„ix)=^\  j     K{x,  s)f(s)ds-h\2_,Y^  ?«(^') 
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■I.   par  suite.  c,i  =  .    '  " .  •  La  soluliori  'f(A')  est  donc  représentée 
)ar  la  série 


t  I  j; 


et  I  on  (lénionlrerait  aisément,  en  raisonnant  comme  avec  la 
série  (ii),  que  cette  série  est  absolument  et  uniformément  con- 
ver<2^ente  pourvu  que  A  ne  soit  pas  une  valeur  singulière. 

Remarque.  —  On  peut  encore  appliquer  la  formule  (  l'î)  au  cas  où  X  est 
égal  à  une  valeur  singulière  À,  du  noyau.  Si  le  nombre  À,-  ne  figure  qu'une 
fois  dans  la  suite,  on  sait  que  l'équation  (12)  n'admet  une  solution  que  si 
Ion  a  fi=^  o,  et  il  suffira  alors  de  remplacer,  dans  la  série  (i'}),  le  coeffi- 
cient de  Oiix).,  qui  se  présenle  sous  fornjc  indéterminée,  par  une  constante 
quelconque  C,-.  On  opérerait  de  même  s'il  y  avait  plusieurs  fonctions  fon- 
damentales distinctes  correspondant  à  la  valeur  X/  (cf.  n"  368,  373). 

590.  Classification  des  noyaux  symétriques.  —  Soient  h{x)  et 
i,'(xj  (Jeux  fouclions  de  carrés  inlé<^rables  ;  le  théorème  de  Hilbert 
permet  aisément  de  calculer  la  valeur  de  l'intéi^rale 

1=  W{x,y)li(x)giy)dxdy. 

On  peut  écrire,  en  elïet,  successivement 

'=   /     §ky)dy  f     K(x,y)/i{x)dx 

'J  a  ''il 

|juisque   la  béiie   /^^  '-'"(y)  ^^^   unitorinémenl  convergente;  ///, 

ii\-ga  sont  les  coefficients  de  Fourier  pour  les  louctions  lieVg. 
En  particulier,  si  l'on  fait  g{x)  =  li-ix)^  il  vient 


,,!>       ..  h 


hl 


Il  r~  \ 

relation  Loiil  a  lait  analogue  à  la  lormulf  (|iii  cxpriine  uih'  lorini' 
([uadratKpic  par  une  somme  de  carrés,  et  (pu  |»crniel  (\i-  classer 
ces   novaux.    Si    toutes    les    valeurs    singulières    A,    xtnt    Au    nièine 

<;.,  III.  M, 
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signe.  |)Osili\es  jiar  exemple,  on  a  lonjours  1^:0,  quelle  (jue  soit 
la  foneliou  h(^x)\  le  iiovau  est  dit  positif.  Au  contraire,  si  toutes 
les  valeurs  singulières  sont  Jiégatives,  on  a  toujours  I^o,  et  le 
noyau  est  négatif.  S'il  j  a  des  valeurs  singulières  de  signes  dillé- 
rents,  le  noyau  est  ambigu;  l'intégrale  1  jjeut  être  positive  ou 
négative  suixant  la  fonelion  h[x).  Si  l'on  a.  par  exemple,  Ai  >►  o, 
).2  <C  o,  on  aura  une  valeur  positive  pour  I  en  prenant  II  (x)  =  t2,  (a?), 
et  une  valeur  négative  en  prenant  h[x)  =  ç;o(:r). 

Pour  un  noyau  ambigu,  l'intégrale  l  peut  être  nulle  sans  fjue 
h(x)  soiL  nulle.  Supposons  toujours  A,  >■  o,  Ao  <  o  ;  si  Ion  prend 

h{x)  =  ai  9i  (.r)  -f-  2-202(3'), 

l'intégrale  1  correspondante  a  j)Our  valeur  r-^-  -|-  y^»  et  sera  nidle 

en  choisissant  convenablement  le  rapport— •  Au  contraire,  lorsque 

le  noyau  K(:r,  y)  est  positif,  l'intégrale  I  ne  peut  être  nulle  que 
s'il  existe  une  fonction  h{x)  orthogonale  à  toutes  les  fonctions 
fondamentales  '.5«(x)  et,  par  suite,  au  novau  lui-même.  Dans  le 
cas  d'un  noyau  /e/v/ze  et  positif,  ou  a  donc  toujours  I^o;  ce 
noyau  est  dit  défini.  V,n  noyau  fermé  et  négatif  est  aussi  un  noyau 
défini.  Il  résulte  de  celte  définition  qu'un  noyau  défini  est  néces- 
sairement fermé,  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie;  un  noyau 
ambigu  peut  être  fermé. 

Les  fonctions  fondamentales  d'un  noyau  positif  non  défini 
forment  un  système  incomplet  S;  s'il  est  possible  de  leur  adjoindre 
un  nombre  fini  de  fonctions  •l^  (x),  'Vi{x).,  . .  . ,  'Ip^x),  de  façon 
à  obtenir  un  système  orthogonal  fermé  S',  le  novau  K(jr,  )')  est 
appelé  quasi-défini  ;  en  ajoutant  à  ce  noyau  un  nova.i  orthogonal 
dépendant  de  p  constantes  arbitraires,  tel  que 

on  le  transforme  en  un  novau  fermé. 

Supposons  que  quelques-unes  des  valeurs  singulières  du  noyau  KiJ",  ^j 
soient  positives,  et  snii  À,  la  plus  petite.  Parmi  toutes  les  fonctions  li{x) 

. .      r' 

satislaisanl  à  la  condition    /      li-{x)dx  =  i,  il   y   en    a    une   qui    donne   à 

•-  il 
l'intégrale  (14  j  une  valeur  maximum.  Kn  elïet,  d'a|)rès  l'inégalité  do  Bessei, 
la  série  ^JiJ  est  convergente  et  a   pour  somme  i  —  a,  a  étant  1,0:   linlé- 
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grale  I  peut  donc  séciire 


'  =  — 


m-iù'''^ 


et  sa  valeur  ne   peut   être   supérieure   à  ^- >   valeur   qu'elle   atteint   si   1  i>n 

preml  h( x)  =  r^iix  ).  S'il  y  a  des  valeurs  singulières  négatives,  on  verrait 
de  même  que  l'intégrale  I  prend  une  valeui-  minimum  négative  lorsque /j(r) 
est  égale  à  la  fonction  fondamentale  correspondant  à  la  valeur  singulière 
négative  dont  la  valeur  absolue  est  la  plus  j)etite. 

Inversement,  M.  Ililbert  a  montré  comment  l'existence  d'un  maximum 
ou  d'un  minimum  pour  I  permet  de  démontrer  l'existence  de  valeurs  sin- 
gulières pour  le  noyau.  La  démonstration  offre  beaucoup  d'analogie  avec 
le  raisonnement  de  Riemann  pour  établir  le  principe  de  Dirichlet  (  n"  .^1:2» 
et  prèle  aux  mêmes  objections.  Si   l'on  considère  une  fonction  intégrable 

/ifa;)  satisfaisant  a  la  condition    /      A-Tx  i  6^:r  =  i,  il  est  facile  de  démontrer 

que  la  valeur  absolue  de  I  est  bornée,  car  l'inégalité  de  Schwarz  donne  la 
relation 

i-S  /     /  [\i(T.  y}]-  dx  c/j  >^    /     /  h-( x)h^-( y  \dx  dy. 

Admettons  que  |)armi  ces  fonctions  h{x)  il  y  en  ait  une  pour  laquelle  I 
atteint  sa  borne  supérieure,  et  supposons  par  exemple  que  I  soit  maximum 
pour  hix)  =  v( X).  Soient  ulx)  et  vi x)  deux  fonctions  continues  quel- 
conques, a  et  'i  deux  paramètres  variables  liés  par  la  relation 

*(a,  |3)=    /     [z(x)-~iiu(x)^^i>ix)Ydx  =  1. 
*  Il 

La  fonction  auxiliaire  I(a,  _3j 

I(a,  [i)  =  I  f  K(x,y)\o(x)-h(xu(x)-^^v{T){  ]o{y)->-'xu(y)-^'àv{}')[dxdy 

doit  être  maxiunuii  pour  a  =  3  =  o,  ce  qui  exige,  d'après  la  théorie  élé- 
mentaire (I,  n"  ^rl),  qu'on  ait 

—  _ ; =  o 

di   t/i        oi   07. 

pour  a  —  ^  =  o.  Cette  relation  s ft  lil 


(1.^) 


I  1  K(x,  y)\f^(x)u(y)  -^  ^(y)uix)[  dx  dy 

>.    I      -j^i  X  )u{x)  dx 
'  Il 

f  lK(x,y)\'^(x)v(y)-^-<f(y)vix)[  dx  dy 

=  —  —b 

2  1     '^{x)v{x)dx 
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et,  par  suite,  la  valeur  commune  de  ces  rapports  doit  se  réduire  à  une  con- 
stante C  indépendante  de  la  forme  des  fonctions  inx)  et  v{x).  En  tenant 
compte  de  la  symétrie  du  noyau  K(x,  y),  on  voit  que  u(x)  doit  satisfaire 
à  la  condition 

r''  \  r'  \ 

I      H{x)dx     I      K(x,  y)o(y)  df  —  C'^(x)}  =  o, 

et  celte  relation  ne  peut  évidemment  être  satisfaite,  quelle  que  soit  la 
fonction  continue  ii{x),  que  si  l'on  a 


f 


b 


L'existence  d'une  première  fonction  fondamentale  o(x)  étant  établie, 
on  verrait  de  même   que,   parmi  les   fonctions  h{x)  orthogonales  à  ^(x), 

. .      r'' 

et  satisfaisant  a  la  condition     /      It'-dx  =  r,  celle  qui  donne  a  I  une  valeur 

•  il 
maximum  fournit    une  nouvelle   fonction    fondamentale,   et  ainsi    île   suite. 

591.  Développement  des  noyaux  itérés.  —  Dans  l'expres- 
sion (  lo),  prenons  pour  h[x)  le  noyau  V\.{^x,  y)  lui-même,  y  étant 
considéré  comme  un  paramètre;  on  a  alors y(.r)  =  K'-^(jc,  jk)i  et 
le  théorème  do  Hilhcrl  fournit  le  développement  du  noyau  itéré 
K'-  (.r,  y)  sui\aiil  les  fonctions  fondamentales.  I^e  coefficient  //„ 

est  dans  ce  cas  égal  à  ■'  ".        ,  et  la  formule  iiénérale  (6)  devient 

n  =  l 

Le  raisonnement  du  n"  o89  prouve  seulement  que,  (juand  on 
donne  à  j'  une  valeur  constante,  la  série  (i(i)  est  uniformément 
convergente  par  ra|)porL  à  x.  Par  raison  de  symétrie,  quand  on 
donne  à  x  une  valeur  constante,  elle  est  uniformément  conver- 
gente par  rapport  à  y^  mais  on  ne  peut  en  conclure  immédiate- 
ment qu'elle  est  uniformément  con\ergente  relativement  à  l'en- 
semble des  deux  variables.  Pour  établir  ce  point,  considérons  la 
S('rie  obtenue  en  faisant  >'  :=  x 

c'est  une  série  à  termes  continus,  tous  positifs,  dont  la  somme  est 
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une  fuiiclion  continue  ;  elle  rsl  donc  unlibriiii'iiifiil  cuiivri^fiile  i  '^. 
Cela  étant,  l'inégalilc 


'fn(^)'fn'  J-)  I  ^  }_   '^;,'  .r)-^  o)î(.K) 


piuuve  c|uc  la  série  (iG)  est  clle-niènie  absolument  et  uniluiMK'- 
nicnt  convergente.  De  la  lorniule  (  i(i)  on  déduit  de  proche  en 
proche  les  développements  des  novauv  itérés  successifs  K-''^(^^  .2,  j), 
R^''^(x,  )'),  .. .,  au  moyen  de  la  formule  de  récurrence  qui  lie  deux 
noyaux  consécutifs,  et  Ion  a  poui-  m^i 


{ i8  ) 


K'/'i.'Cj-,  y)  = 


?i(^)9iCr) 


?«(^)?«(jk) 


"1  /Il  I  . . .  ,  ,  j  ,  . . . . 

Toutes  ces  séries  sont  elles-mêmes  absolument  et  uniformémeni 
convergentes,  comme  on  le  voit  aisément  en  les  comparant  ;i  la 
série  (i6)  (-).  En  remplaçante)^  par  x  dans  la  série  (i8)  et  inh'- 
granl,  on  obtient  Texpression  du  coefficient  A,„  |)our  m^i, 


1 1  •)  ) 


(')  La  démonslralion  de  ce  lliéorème,  dû  à  Dini,  revient  évidemment  à  la 
déinonslralion  de  la  proposition  suivante  :  Soit  u„{x)  une  fonction  continm- 
positive  dans  l'intervalle  {a,  b),  qui  tend  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfini- 
ment; si  l'on  a  u,,^^{x)  S.u^,{x),  elle  tend  uniformément  vers  zéro. 

Soil  .M„(a,  b)  le  maximum  de  u,^{x)  dans  l'intervalle  (a,  b)\  on  a  par  lijpo- 
tlièsc  o  <  M„^,(fl,  b)  S.'Sl„{a.  b),  et  par  suite,  M„(a,  b)  tend  vers  une  liniile 
L(a,  b)'^o  lorsque  n  croît  indéfiniment.  Tout  revient  à  démontrer  (jue  celle 
limite  est  nulle.  Supposons,  en  elTel,  L(a,  6)>o;  si  INm  décompose  (a,  b)  en 
deux  intervalles  partiels  {a.  c).  (  c,  b),  l'une  au  moins  des  limites  L(a,  r). 
L(c,  b)  serait  égale  à  L(a,  b).  \in  procédant  par  subdivisions  successives,  comme 
on  l'a  fait  plusieurs  fois  (I,  n°  8),  on  prouverait  (|u'il  existe  un  nombre  x^  de 
lintervalie  (a,  b)  tel  que  la  limite  LCj"» — /',  ar„-+-/j)  soil  loujoius  ésale  à  un 
nombre  positif  I^'  indéf>endant  de  h.  aussi  petit  que  soit  ce  nombre  h.  Or.  cette 
conclusion  est  incompaliblu  avec  les  iiypolbèses.  V.i\  odel,  un  |)eut  <l'abord  Iniuver 

lin  nnnibie  ciitifi'  m  le!  (|iic  ",„(J^„)  soil  •<  — <  puis  un  nuiiilirc  li  assez,  polit  pour 

que  dans  l'intervalle  {x^ — /«,  .r„-i-/0-  I"  valeur  absolue  |  ",„  (.r)  —  «„,(  J-,)!  soil 

inférieure  à  —  •  On  aura  donc  dans  tout  cet  intervalle  i/,,, (x)    :;  \J  el,  par  suite, 

u,^{x)  <  L.   pour  n     m.  La    limite   L(x„   -  A,  x„-\-  li)  ne  peut  donc  cire  égale 
à  L'. 

(■')  I-a  formule  (iS)  a  d'aboid  él<-  élalilie  par  M.  \'..  Si  lnnidl  |iuiir'  m  >,  puis 
|)ar  M.  Kowalewski  puur  ///  =  ■>. 
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La  toiulion  ciUitTe  F('a)  =1   1  (  i ^  )c''"i  (j"  on  peut  encore 

n  =  l 

CCI  lie  sons  la  loiine 

,,vj _-mV_! 

F(X)  =  e      '^^'^k    '"       '^'"'''■^ 

ne  dilVère  de  D(a)  (|tie  par  le  lacleiir  exponentiel  e~''^''.,  et  1  on  a 


(2o) 


D(À) 


11 


I    —     r—    )e''n. 


La  fonction  D(A)  est  donc  au  plus  du  premier  genre^  mais  elle 
peut  être  de  genre  zéro,  comme  nous  le  prouverons  |)lus  bas  dans 
le  cas  particulier  des  noyaux  positifs. 

Des  formules  qui  donnent  les  dé\eloppements  des  nojaux 
itérés,  on  peut  aussi  déduire  le  dévelop|)en)ent  du  novau  résohant 


{21)  V{x,y;  '/:)=^K{jr,y)-^lK<-^'(x,  y)-h. 


A"  -^K'"'i{x,  j-)-^. 


Si  l'on  remplace  dans  cette  formule  K"'*{x,y)  (/i^a)  par  le 
iléveloppement  (i8),  on  obtient  un  tableau  à  double  entrée,  et  si 
1  on  fait  la  somme  de  ce  tableau  eu  groupant  ensemble  les  termes 
en  C5„(x)c3„(y),  on  obtient  la  formule 


22) 


(»n  démontre  aisément  rpie  la  série  ainsi  obtenue  est  absoluinenl 
et  uniformément  converi;enle  pourvu  que  Ane  soit  pas  une  valeur 
singulière  du  novau  en  comparant  ses  termes  à  ceux  de  la  série  (  i()  ); 
ce  qui  sullit  pour  justifier  le  mode  de  sommaiion  adopté.  Mais, 
tandis  que  la  formule  ('^-i  )  ne  s'applique  qu'aux  valeurs  de  A  dont 
la  valeur  absolue  est  inférieure  à  |"a,|,  la  formule  (lia)  donne  le 
d('veloj)pement  de  la  fonction  méromorj)lie  V{-T,  y\  \)  dans  tout 
le  plan  de  la   variable  A  [cf.  n"  o8o  ). 

592.  Noyaux  positifs.  —  Les  novaux  «yinéiriciues  continus  positifs  ont 
été  étudiés  par  M.  Mercer  dans  un  iiuéressant  iMénioire  (  '  ),  dont  nous 
indiquerons  les  principaux  résultats. 


(')  Philosojiliical  Tranxacli<ins.  I^ondon.  t.  "201) A,  oioii.  p.  '|iô. 
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Pour  >/u  (III    noyau   symétrique    K(5-,  yj  soit  positif,    il  faut  et  il 

suffit  que  tous  les  déterminants  de  Fredhnlm  K(     ''•••■     "\  soient^O 

pour    tous    les   systèmes   de   valeurs   de   .ri,    ./.,.    ...,    x„    dans    l' inter- 
valle {  a.  b). 

Nous  «lémoiitrerons  seiileineiil  l'im-galité  K(.r,  x)^o^  qui  sera  utile  un 
peu  plus  loin;  les  autres  inégalités  se  démontrent  d'une  façon  analogue. 
Supposons  qu'on  ait  K(Xy,  ^r^)  <  o  pour  une  valeur  Xq  de  lintervalle  (a,  b): 
le  noyau  étant  continu  pour  le  système  de  valeurs  x  =  x^,  y  =  Xq,  soit  / 
un  nombre  positif  assez  petit  pour  que  K(x,  y)  soit  négatif  lorsque  x  el  y 
sont  compris  entre  Xo — /  et  Xo-+- l.  Si  l'on  prend  pour  h(x)  une  fonc- 
tion continue  nulle  en  dehors  de  l'intervalle  (xq — /,  Xo-hl)  et  positive 
dans  cet  intervalle,  il  est  clair  que  tous  les  éléments  de  l'intégrale  (i^) 
seront  nuls  ou  négatifs,  et  l'intégrale  elle-même  aura  une  valeur  négative, 
ce  qui  est  impossible,  puisque  le  noyau  K(x,y)  est  supposé  positif. 

I.a  réciproque  est  à  peu  près  évidente.  Si  tous  les  déterminants  de 
Fredholm  sont  positifs  ou  nuls,  tous  les  coefficients  des  puissances  |)aires 
de  A  dans  D(/,)  seront  positifs  ou  nuls,  et  les  coefficients  des  puissances 
impaires  de  /.  seiont  négatifs  ou  nuls.  L'équation  D( —  X)  =  o  ne  peut  donc 
avoir  aucune  racine  positive,  el  par  suite  léquation  D(X)  =  o  ne  peut 
avoir  aucune  racine  négative. 

Cela  posé,  nous  pouvons  écriie  le  dévelop|)(,iiient  du  novau  résolvant 
d'après  la  formule  (22)  en  y  faisant  y  =  x, 


x3; 


'  n  =  >n  +  i 

I 
.  m  m 

1  n  —  \  Il  —I 


ni  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque.  Quand  on  donne  à  À  une 
\aleur  négative  arbitraire,  le  premier  membre  de  cette  égalité  est  positif, 
lin  effet,  d'une  part,  tous  les  termes  de  la  série  sont  négatifs  puisqu'on 
3  X„>o;  d'autre  part,  le  noyau  V{x,  J'î  ^0  *^^*  ""  noyau  positif  lorsque  À 
a  une  valeur  négative  car  les  valeurs  singulières  de  ce  noyau  s'obtiennent  en 
retrancbant  À  des  valeurs  singulières  du  noyau  \\{x,  jj  (n"  TiCO).  <  )n  peut 
encore  le  reconnaître  «lirectement  en  obstMvant  (jue,  d'après  les  formules  (aa) 

et  t\'\).   la  valeur  .li;  l'inti'grale  double    /     /  V(x,  y;  \)h{.r)h{y)  dx  dy 

tu;  peut  étie  négative,  lorsque  À  est  négatif,  <  )n  a  donc  aussi  l'(  x,  j^:  A)^o, 
d'après  le  résultat  établi  tout  à  l'iieurc.  et  par  suite  le  second  membre  de 
la  formule  (-ïi)  a  aussi  une  valeur  positive.  Ceci  ayant  lieu  pour  toute 
\aleur  de  À  ^o,  obseivons  (|U('  le   teiuic  «pii  dépend  de  f.  tend  \ers  zéro, 
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lorsque  À  tend  vers  —  x.  On  a  donc  aussi 
III 

>    i-^-T '-  ^K(y,  x); 

11  =  1 

1                        I                                  1             ,       ■  ■    \^  9ri(^) 
mêlant  un  nomijre  entier  quelconque,  on  en  conclut  que  la  série    y.-^—^ 

est  convergente  et  que  sa  somme  est  inférieure  ou  au  plus  égale  à  K(  ./•,  t). 
Par  un  raisonnemenl  analogue  à  celui  du  n"  aSO,  on  prouve  ensuite  que  la 
série 


A„ 


est  absolument  et  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (a,  b)  par 
rapport  à  chacune  des  variables  prise  séparément. 

La  somme  symétrique  S(ar.  y)  est  donc  une  fonction  continue  de  cha- 
cune des  variables  x,  y.  prise  séparément,  et  il  en  est  de  même  de  la 
différence  R(a7,  ^)=  ¥,.(x,  y) — S(a~,  j-). 

Pour  prouver  que  cette  différence  R(:r,  y)  est  identiquement  nulle, 
partons  de  la  relation 

K(x,  s)h{s )  ds  =    I     S(x,  s)h(s)ds  -+-   j     R(x,s)/n.';)ds, 

•il  ''Il  «'  n 

OÙ  h(x)  est  une  fonction  quelconque  de  carré  intégrable.  La  série  S{x,  s) 
étant   uniformément   convergente  en   .s,   la   première  intégrale  du  second 

membre  est  égale  à  la  somme  de  la  série   ^  ^-^  t2,-(x);  c'est  aussi  la  valeur 

du  premier  membre,  d'après  le  théorème  de  Hilbert.  On  a  donc 


/' 


l\{x^  s)h{s)  ds  =  o. 


quelle  que  soit  la  fonction  h{x),  ce  qui   exige  évidemment   que  R(,r,  )') 
soit  nul  identiquement. 

Le  noyau  K(.r,  y)  est  donc  égal  à  la  somnie  de  la  série 


(^4) 


K(x,y)=^ 


_  V  ^'>{^)^„(y} 


In 


et  il  suffit  de  répéter  le  raisonnement  qui  a  été  fait  sur  la  série  (i6)  pour 
montrer  que  la  série  (•>.4)  est  absolument  et  uniformément  convergente 
par  rapport  à  l'ensemble  des  deux  variables. 

De  cette  formule  {■:>])  on  déduit,  en  faisant^  =  x,  et  intégrant  terme  à 
terme, 

b  -^^ 

(•25>  A,  =  r  K(x,  3-1  dx  =y^^; 


4 
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la  lonclion  D  i  "/.  )  est  donc  du  genre  zéro 

-I-  » 
.,6,  DO,,  =  [[(,- i). 

il  c5t  clair  que  ces  derniers  résultats  s'appliquent  aussi  aux  noyaux 
négatifs,  et  plus  généralement  aux  noyaux  dont  toutes  les  valeurs  singu- 
lières ont  le  même  signe,  à  l'exception  d'un  nombre  fini  d'entre  elles. 
Tout  noyau  de  cette  espèce  est,  en  eflet,  la  somme  de  deux  noyaux  symé- 
triques orthogonaux,  dont  l'un  est  positif  ou  négatif,  et  dont  l'autre  n'ti 
qu'un  nombre  fini  de  valeurs  singulières. 

593.  Noyaux  de  Schmidt.  —  M.  E.  Sclimiclt  a  remarqur  que 
les  pro|)riétés  du  noyau  symétrique  s'élendenl  facilement  aux 
noyaux  de  la  forme  h.[x)^{x,  y),  S  étant  symétrique  et  A(^) 
gardant  un  signe  constant  dans  rinter\alle  («.  b).  Plus  généra- 
lement, soit  K(.r,  j)')  :=  A(j7)B(y)S(.r,  y),  S(.r,  jk)  étant  symé- 
trique, et  le  |)roduit  A(.r)B(:r)  étant  toujours  positif  dans  l'in- 
tervalle (rt,  b)\  nous  supposerons  de  plus,  pour  préciser,  que  ces 
fonctions  A(.r),  B(.z)  sont  bornées.  On  peut  écrire 


■^~} 


'^^^' ^^  =  \/Y^W^)  ^  ^^''' ^^  A(^)A(r)B(-^;B(r) 


\{X) 


^o\\  r,(.2:,  y;  ).)  le  noyau  résolvant  relatif  au  noyau  symétrique 
auxiliaire  S|(j7,  y).  Ce  noyau  résolvant  satisfait  à  Tt-quatioii 
fonctionnelle 

(■;)S)  r,(.r,  ^;  À)  =  Si(.r,  j') -t-X   /     S,  {:r,  5)  1',  i  .>.  j  ;  /.  m/a'. 

On  a  donc  aussi,  en  posant 


K))  V{x,  y\  X)  —  K(a7,  Y)  -f  A    /     K(a",  s)r(s,  )  ;  À  »  <r/.v. 


car  on  a   (;vidcinnicnl 


S,(:r,.s-;r,u,^;  ),)^/^i^lJiL^  =  lv(;r,5;r(..s^';  X,. 
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La  dernière  relation  (ap)  est  celle  (|ai  caraclérise  le  nojaii 
résolvant  relatif  au  noyau  K(.r,  y);  et  par  suite  le  noyau  résol- 
vant relatif  à  K(.r,  y)  est  égal  ait  piodnit 


/ 


A(^)B(.>')   ,,    ,  ^, 


r,(j7,  )';  a)  étant  le  noyau  résonant  relatif  au  noyau  symé- 
trique St{x,  y).  {Comptes  rendus,  l.  Ii6,  p.  327.) 

Il  est  essentiel  de  remarcpier  <iue  tons  les  noyaux  déduits 
de  Sf(x,y)  par  itérations  successives  contiennent  en  facteur  le 
radical  y/A(x)  B(x)  A(j')B(jy),  de  sorte  que  r,(^,y;  \)  est  lui- 
même  divisible  par  ce  radical.  La  fonction  T(a:,  y;  a)  contient 
donc  en  facteur  A(x)B(y),  et  l'intégrale  cpii  figure  dans  la  for- 
mule (29)  a  bien  une  valeur  finie. 

Les  pôles  de  F,  (jr,  y;  \)  sont  réels  et  simples;  il  en  est  donc 
de  même  des  pôles  de  T{x,  y;  A).  Si  Ton  a  décomposé  d'une 
façon  quelcon(|ue  S|  en  deux  noyaux  orthogonaux  h,{x,  y), 
hi^x,  y),  on  vérifie  immédiatement  que  les  deux  noyaux 


'■■<-^)v/iiii  "  "■<-.'-'/ 


\{x)B(y) 
A(j)B(:r) 


sont  eux-mêmes  oilliogonaux.  Les  parties  principales  se  corres- 
pondent donc  dans  les  deux  nojaux  résolvanis  l\{x,  y:  À) 
etr(:c,  r;  a).  Soit  0/(^)  une  fonction  fondamentale  de  S,(:c,  )) 
correspondant  à  un  pôle  Àj-;  elle  est  évidemment  de  la  forme 
\/ A.{x)B{x) Ui{x).  L'expression 

s/  A(x)B(  x)  \{  y)B(  r  )  ut(x)  Ui(  y) 
>w 

est  un   noyau    canoni(]ue  iclatif  à    la   valeur  singulière   X,  pourvu 

■    r''    ■  . 

(pi  on  ait  /  A(x)B(x)  uj  (x)  dx  =  i.  \  ce  noyau  canoni(pie  cor- 
respond |)our  K(a:,  1')  le  noyau  canonupu; 

X(x)B(y)Uii.T)ui(y) 

~"x ' 

de  sorte  (pic  Oi{x)  =  \(x)ui{x)  et  ']ii{x)  =  B(x)ui{x)  sont  deux 
fonctions    fondamcnlalcs    associées    des    deux     noyaux     K(.r,  )) 
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el  K(y,  x).  Ces  deux  fondions  sont  liées  |)ar  la  relation 

.     X(x)'l>i(x)=B(x)'ii(x), 

ce  qui  permet  d'énoncer  la  propriété  suivante  :  Si  '-^(x)  est  une 

B(x) 
fonction  fondamentale  du  noyait  K(x,   )'),   ']j[x)=— — -o[x) 

A{x)   ' 

est   une  Jonction  fondamentale    du    noyau    associé,  pour    la 

même  valeur  singulière. 

Celle  propriété  subsiste  quel  que  soil  le  sii2;ne  des  fonctions  .V(^), 

I^(j:),  el  s'établit  directement  sans  peine.  De  la  formule 

v^{x)  =  \   I     Al X )H(s)S{x,  s)o(s)ds 

on  lire,  en  efl'et,  en  posant  o(.r)  =  A(x)'7î(j"), 

T.(x)=l  I      B(s)X(s')S(x,  s)T.(s')ds; 

or,  on  serait  conduit  à  la  même  équation  en  nmplacanl  à{x) 
par  B(x)7:{x  )  dans  la  formule 

./' 
'li(x)  =  }.   I     \(s)B(x)S(x,  s)6(s)c/s. 

Celte  propriété  permetlrail  aisément  de  démontrer  que  tous  les 
pijlesder(j7,  )■;  a)  sont  réels  et  simples,  lorsque  le  produit  A (jc)B(a7) 
est  positif.  Su|)posons,  en  elTet,  que  a  +  ^^i  eta  —  |j«' soient  deux 
pôles   imaginaires  conjugués;    «  +  ù'  étant    une  fouctit)n   fonda- 

III'  I  M         R(^)  •    \ 

mentale  de  K{x,  r  )  correspondant  au  [premier  pôle,  — — -  [u  — H') 

sera    une    fonction    fondamentale   de    l'équation   associée    pour  le 

second  |)ôle,  et  la  condition  dortliogonalité  ne  peut  cire  satisfaite 

lorsque  A  et  B  sont  du  même  signe.  Un  p(Me  quelconque  ne  peut 

être  un  pê)le  multiple,  puisque  les  deux   fonctions  fondanicntales 

/     \         I  B( x)'s>(x)  .    ,.  .1  1 

associées  C5(.r)  et  -l  =  — r-f^- — -ne  neusenl  cire  ortliogonales  pour 

la  mêjne  raison  (u"  5T8).  A  chaque  propriét*'-  des  noyaux  symé- 
triques correspond  «le  la  uK-me  façon  une  piopriélé  des  noyaux 
\(x)B{^■)S(J■,  ]■),  où  \{x)\i{x)^o.  Par  exenq)le,  on  démon- 
trera, commr  au  n"  o87,  (pie  si  le  noyau  A(x)  B(  r)S(x,  î') 
n'admet  (piiin  iiondn(;  fini  de  valeurs  singulières,  ce  noyau  est  le 
produit  de  A(x)B(y)   |<ar    un    novaii    S{x.,)-)    de    la    forme  (.'î), 
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tjiii  n'admet  liii-iiièine  (ju  un  nombre  lini  de  valeurs  singulières. 
Considérons,  en  particulier,  un  noyau  de  la  forme  S{x,y)B(y), 
B  étant  une  ronrtion  bornée  positive.  Les  fonctions  fondamentales 
de  ce  novau,  et  du  noyau  associé,  forment  un  système  biortho- 
gonal  de  fonctions  (o/,  6i),  qu'on  peut  supposer  ramené  à  la 
forme  normale  (n°  580).  D'après  ce  que  nous  venons  de  démon- 
trer, les  fonctions  correspondanles  es/  et  'l,  sont  liées  par  la  rela- 
tion <|//(.r^=  \^( x)zi(x),  et  les  conditions  qui  expriment  Fortlio- 
gonalité  prennent  la  forme 

(3o)     /     B(x)'fJ(T)d.v  ^  \,  I     n(x)Oi{cc)^/,{T)c/x  =  o         ii^h). 

Etant  donnée  une  suite  de  fonctions  es,,  ...,  ç„,  ...  satisfai- 
sant à  ces  conditions,  nous  dirons,  pour  abréger,  qu'elles  forment 
un  système  o\Ùio^ond\  relativement  à  \^{x).  Si  une  fonction y(.r) 
est  développable  en  série  uniformément  convergente  de  fonc- 
tions «p<(^)  dans  l'intervalle  («,  6),  le  coefficient  y}  de  '^i{jc)  dans 
cette  série  s'obtient  encore  comme  pour  une  série  de  l'ourier  et  a 
|)Our  expression,  d'après  les  relations  (.)o), 

(3i)  /,=   f    \Mx)f{x)Oi(.r)dT\ 

quelle  que  soil  la  fonction y'(a^),  nous  dirons  que  les  coefficients _/'/ 
donnés  |)ar  cette  formule  sont  les  coeflicienls  de  Fourier  dey(j;) 
relativement  au   système  de  fonctions  'j/(./).  L  inégalité  évidente 


./■ 


b 

\i(x)\f{x)      /,9,(>)-...-/„'w„(.r)]2f/:rlo 


permet  d'étendre  à  ces  coeflicienls  l'inégalité  de  Bessel  (') 

"  I, 

^ffi   f    n(x)fHx)dx. 

;  =  1 

l^a  série   i]/,'i/(^),   dédmlc  d  une   foiiclioa  arbilraire  / (j"),    ne 


{')  On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  les  fondions  <!',  (  j:)  =  ■j.(x)  \'lî(  j:) 
forment  un  système  orthogonal  lorsque  les  fondions  o-{x)  satisfont  aux  rela- 
tions (3o),  et  que  les  coeflicienls  de  l'ourier  de  f{x)  relatifs  au  système  de 
fonctions  ^.(a;)  sont  identiques  aux  coefficients  de  l'ourier  de  f{x)  ^/H(x) 
relatifs  au  système  orlliogonal  des  «l',(,r). 
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représente  pas  nécessairenienl  celle  fonction,  niais  il  en  esl  ainsi 
lies  fondions  de  la  forme 

r'' 

où   /«(^j  est   une   fonction  de  carrt'-   mtt'-grahle.   Ci.'tlc  égalité   peut 

sécrire,  en  eflel, 

/./'  

v/B(.r  )/(a-)  =    /      '^  (  T ,  s  )  \J  \^  (  X  )\^\  s  )\  \J  V><  s  )  h(  s)\  ds, 


et.  par  suite,  J{a;)^B{x)  {n°  589)  peut  élre  développée  en  série 
uniformément  convergente  ordonnée  suivant  les  fonctions  fonda- 
mentales du  novau  S{x,  y)  y/B(x)B(  >  ).  Ces  fonctions  fondamen- 
tales, on  vient  de  le  voii-,  s'obtiennent  en  multipliant  par  y/Bi  .r) 
les  fonctions  fondamentales  du  noyau  'b{x,  y)\^{y).  La  fonc- 
tion/(a")  peut  donc  être  développée  en  série  uniformément  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  fonctions  fondamentales  '^i{x)  du 

novau  S(^,  J>')'^(j')- 

Pouf  une  fonction  de  la  foiine 

(33)  f(^)=   f     ïi{x)S{x,  s)g-{s)ds, 


on  aura  ui'  niciue 


/bT^     J.  /bTT) 

et,  par  suite,  /{x)  sera  dc-veloppalde  en  une  série  uniformément 
convergente  de  la  forme  ï// B(x)o/(\r)  =  S/i'i>/(j:). 

591.  Extension  de  1  inégalité  de  Bessel  aux  systèmes  biortho- 
gonaux.  —  Soient  '^i,  c^a,  ....  'f/^  .  .  .  ^'1  '\>\,  '^j.  •  ■  ■  ■,  '^//^  •  •  • 
deux  suites  de  fonctions  réelles  formant  un  système  luoilliogonal 
(i  normal  (n"  57)V),  c'est-à-dire  vériliaul   les  relations 


1) 


I     'fi(x)'i'i(x)<./x  =  i,  /     '^,{x)'l/,(x)(/x  —  o         (i-^k). 


Si  une  fonction  /"(x  )  est  (l(''\  el(»pjial)le  eu  une  st'îiic  uiiilormé- 
Mienl  ((uivcrgente  de  fonctM)ns  '^ii^xjy  on  pcul  cncfue  oldcuir  le 
coeflicient    //   i\r    'C-iix)   dans    celte   série  en    mullipliani    les    deux 
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membres  de  la  lelalioii 

(35)  /(^^=/,o,(.r)^...  +  /,o,(x)--... 

par  •li{.v)  et  int('i;rant  leime  à  leime  erilre  les  limites  a  et  b.  On 
trouve  ainsi  Texpression 

(36)  /,=  f  f{x)'li(x)dx: 

quelle  que  soilla  loncliony'(\r),  nous  dirons  que  la  série  '^fi'^i{x), 
où  les  coefficients  /*/  ont  les  valeurs  (36),  est  la  série  de  Fourier 
de/{x)  relativement  au  système  des  fonctions  '^/. 

Remarquons  que  tout  système  biortliog:onal  peut  être  ramené  à 
une  forme  normale  d'une  infinité  de  façons,  car  les  relations  (34) 
ne  changent  pas  quand  on  remplace  '^i{-r)  par  C,'i,(x),  et  '}/(^) 

par -T- 4'«(^)'  quelle  que  soit  la  constante  C/.  Supposons,  par 
exemple,  (piil  ('xi>le  un  noyau  symélri<pie  positif  S(x,  y)  tel 
qu  on  ait,  quel  que  soit  /,  /  Si  x,j-)'Çi(j-)  dy  ^=  Ci'li{x),  C/  étant 
nne  constante  non  nulle.  Les  relations  (34)  deviennent 

le  noyau  S  (a.*,  y)  étant  |)osilif,  les  constantes  C/  sont  nécessaire- 
ment positives  el,  en  remplaçant  '^i{-v)  par '^/(x)  y  C,,  ces  rela- 
tions (34)  sont  remplacées  jjar  les  suivantes,  où  les  onctions  'v, 
ne  figurent  plus  explicitement  : 

[Il     ^(■f.y)-:,,ix)^i{y)dxdy=i,  ■ 

\    ^n      ^  a 

(34)'  r^>     n^' 

I        I      S(x,y)o,(x)-:i/J y)dx  dy  =  o 


{i^k). 
Les  formules  ('3())  deviennent  de  même 

(36)'    /,=   f  f(X)'li{x)dx=    f     f   S(x,y)/ix)Oi(y)dxdj'. 
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Nous  dirons  (ju  un  svsLèine  de  fonctions  '-Siix)  vérifiant  les  rela- 
tions (34)'  est  un  système  orthogonal  et  normal,  relativement  au 
noyau  S(j7,  1').  De  tout  système  biorthogonal,  vérifiant  les  rela- 
tions (34),  oii  peut  déduire  d'une  infinité  de  façons  un  système 
oithogonal  relatif  à  un  novau  symétrique  positif.  On  peut,  par 
exemple,  procéder  comme  il  suit  :  choisissons  une  suite  de  nombres 
positifs  \Xn  de  telle  façon  que  la  série 


(37) 


s(^,r)=2- 


soit  absolument  et  uniformément  convcrj^enle,  ce  fpii  peut  se 
faire  d'une  infinité  de  façons.  Il  est  clair  (|ue  /     'S[x.  y)'o„{y)  dy 

'h  (x) 
est  égal  à  ^-^ — »  et  par  suite  on  peut  ramener  les  relations  d  ortho- 

gonalité  à  la  forme  (34)'  en  remplaçant  'c^iix')  par  \/a/9/(x).  Or  le 
noyau  S{x^  y)  est  positif,  car  on  vérifie  facilement  que  I  iiih'- 
grale  (i4)  du  n"  590  est  positive  pour  K(.r,  j>')  =  S(:r,  v)  (luellc 
que  soit  h(x). 

Sohf(x)  une  fonction  de   carré  intégrable,  le  novau  S(.r,  y) 
étant  positif,  on  a  (n"  590), 


'J  II    ^11 


fi^)-2,'^-r'(^n 


f(7)-^frr.(r) 


(Ix  dj- In, 


les  coefficients  fi  étant  donnés  par  la  formule  (3G).  En  déve- 
loppant celte  inégalité,  et  tenant  compte  des  relations  (34)',  elle 
prend  la  forme  équivalente 

«  Oh 

(38)  2-^'--A   f  ^i^^r)f(^)f(r)d^^J-^ 

louLù Jaii  ((U(ilo<^ue  à  P inégalité  de  licssfl.  Si  la  fonclion  /  (^.r) 
est  de  carré  inlc-grable,  le  second  iiiciiilnc  a  uwv  valeur  finie,  et 
par  suite  ta  scfic  des  carrés  des  coej/icien/s  / )  es/  cotHcigenic . 

595.  Noyaux  de  la  forme  A(j7)S(x,  y).  —  Les  pioprii'-li's  si 
simples  (](■>  ii(i\  ,111  \  \  (  .r  )  S(.r,  y),  où  .'V(.r)  est  posilif,  ne  s't'-lciidcnl 
pas  aux  noyiiiix  (le  iiièine  foniic,  l()is(pie  A  (.r)  change  de  signe  dans 
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liiilersalle  (^/.  ^  ).  Par  ext'inple,  le  noyau  cos^  sin^  sim.  où  c/ =  o, 
h  =  -,  est  orthogonal  à  liii-inèine.  Cependant  on  petit  étendre  les 
propriétés  les  plus  importantes  des  noyaux  symétriques,  sauf 
dans  un  cas  singulier,  aux  noyaux  de  cette  espèce  où  S{x,y)  est 
un  no\,iu  positif  (*),  <piel  que  soit  le  signe  du  coefficient  V(.r) 
dans  Tinlervalle  («,  b). 

D'après  une  remarque  déjà  faite  (n"  o93),  si  ^{jc)  est  une  solu- 
tion de  l'équation  homogène 

o(x)^}.  f    X{x)'è{x,  s)o{s)ds, 

I        r  •  I    /       \  ^(x)  ,        .  1         p  ' 

la  lonclion  -liix)^  -H — -  est  une  soliilion  de   I  équation  associée 

'  ^     '         \{x)  ^ 

<l{x)  =  \   f    Six,  s)A(s)'l(s)ds. 

Cette  fonction  'i>(r)  est  encore  égaie  à  A  /     S(:r,  s)'s(s)  ds,  et 

en  supprimant  le  facteur  constant  A,  on  peut  énoncer  le  résultat 
comme  il  suit  :  Si  'f(^)  est  une  fonction  fondamentale  du 
noyau  K(jt',  j)  =  A(x)S(x',  y)  pour  une  valeur  singulière  A,  la 
fonction 

(39)  'M^)=   /     ?>{x,  s)o{s)ds 

est  une  fonction  fondamentale  du  noyau  associé  pour  la  même 
valeur  singulière. 

On  déduit  aisément  de  ce  résultat  les  propriétés  suivantes  : 
i"   Toutes  les  valeurs  singulières  sont  réelles.  En  eilet,   s'il 
y  avait  deux  valeurs  singulières  imaginaires  conjuguées,  on  aurait 
pour  les  deux  noyaux  K(^,  y)  et  K()',  x)  deux  fonctions  fonda- 
mentales 'i(x)  =  m(j")-+- /i'(j?)  et 

4/(3-)=    j     S{x,y)[u{y)~U-(y)\dy 


('j  La  foiicli«jii  \{x)  est  supposée  bornée,  mais  peut  avoir  un  nombre  fini  de 
discontinuités  entre  a  et  b.  I>es  équations  intégrales  de  celte  espèce  ont  d'abord 
été  étudiées  par  .M.  Hilbert  {Gôttingen  Nachrichlen,  i|)oG,  p.  4^^)  qui  les  appelle 
équations  polaires  ou  de  troisième  espèce.  Les  démonstrations  du  texte  t>nl  été 
indiquées  par  M.  iMarty  {Comptes  rendus,  28  février  et  35  avril  iijio).  loir 
aussi  Ilbim  {Annali  di  Matematica,  3*  série,  t.  17). 
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(jui  flevraiont  être  oi  lliog(inales,  ce  >\u]  «>\ii;rrnil  riudii  rù\ 

/•''  r'' 

I       I     S(.T,  y)[u(x)  ^  n>{x)][u(y)  —  iv(y)]dxdy  =  o 

el  |)ar  .siiilc,  en  preiiaiil  la  partie  réelle, 

/        /      ?)(.T,  y  )\uix)u(  y  )  -\-  v{x)v(  y)\dx  dy  =  o. 

l^e  noyau  S(.r,  ])  étant  posllit,  le  |)ieniier  ineinhre  est  la  somme 
(le  deux  intégrales  positives  ou  nulles.  Pour  que  chacune  d'elles 
soit  nulle,  il  faut,  d'après  la  forniule  (i4)  <'"  ""  oOO,  que  k (x) 
et  ^'(.2:^)  soient  orthogonales  à  toutes  les  fonctions  fondamentales 
du  novau  et  par  suite  au  noyau  S(x,  >')  lui-même.  On  aurait  donc 

aussi    /     K(x,  .ç)o(<>)  «i.ç  =  o,  ce  cpii  est    cdutraire   à  1  hypothèse. 

'>."  Tous  les  pôles  de  la  lésolvanlc  sonl  simples.  —  Si  'i(.2;}est 
une  fonction  fondamentale  pour  un  |)ôle  r,  la  fond  ion  -y  (x')  donnée 
par  la  foiinule  (3c))  esl  (onction  fondamentale  pour  le  noyau 
associé,  el  nous  venons  de  voir-  (|ue  C3(j^)  el  '^j{x)  ne  peuvent  être 
orthogonales,  ce  (pii  >iiftil  a  prouver  que  le  pôle  c  est  un  pôle 
simple  (  n°o78). 

On  peut  encore  raisonnci'  comme  pour  les  noyaux  symé- 
triques (n"  o87).  Soit  '^{x)  une  l'onction  fondamentale  correspon- 
dant à  la  valeur  singulière  r,  telle  (pj'oii  ait 


r  r^i 


X.  y)o(x)'.s(y}  dx  dy  =  i . 


On    vérifie  aisémenl.   d'ai^rès  les  [tiopriélé^  prr-cédentes,   cpie   les 
deux  noyaux 


I         r''  "  I         r'' 

-^(x)  Si  y,  s)'^(s}ds,  K,—  K(.r,jK) -'fia::)!      b(y,s)o{s) 


ds 


sont  orthogonaux.  Ce  n(ju\eau  noyau  K,(./',  y)  est  emcore  de  la 
forme  A(j7)S)  (.X',  j').  S  il  adniel  encore  la  valeiii-  singulière  r,  on 
peut  lui  a[)pli(juer  la  iik-mic  di-eoniposition,  el  ainsi  de  suite, 
pis(ni  à  ce  (uion  arrive  a  un  noyau  n  adinellani  plus  la  valeur  sin- 
gulière c.  Le  inèine  lai^oiincinenl  prouve  (pi  on  p<  ni  elioisii-,  |»oiir 
le  no^au  K.(x,  y)i  mi  système  de  lonelions  (ondanicnlales  M'iidaiil 
<;..  iM.  ;.' 
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les  relations  (•34).  (csl-à-dir*^  luriiuiiil  un  svslrme  orlliog(jii;il 
i('laliv(;menl  à  S(.?",  )'l.  S'il  n'y  a  quiin  nombre  (ini  de  valeurs 
sinyiiliricSj  le  no\aii  csl  de  la  forme 

le  novan  K,(^J?,  7')  sans  \alenrs  sini;nli(i('s  t'-lanl  eneore  égal  au 
[tidiliiil  (le  A.(x)  |)ar  un  iioxau  s\  m<''tri(ni('. 

L'exemple  du  noyau  cos,r ^^sin.r  sinj'j  montre  (|n'nn  noyan 
polaire  n'a  pas  toujours  de  valeur  singulière.  L'énoncé  du  a"  587 
doit  êlrc  ni(i(ldi(''  comme  il  suit  : 

3"  Si  le  i)r<'niipr  noyau  ih-ré  K'-^(^x,  j')  n'est  pas  idcnliquc- 
nient  nuL  le  noyau  polaiic  V  (.7;)S(jr,  j')  admet  au  n^oins  une 
valeur  sin<^uUère. 

La  démonstration  esl  tiés  analogue  à  celle  (|ui  a  été  donnée  pour 
les  novaux  SYmétri(|ues  (  n"  587).  Pour  le  développement  Av.  cette 
démoiislralion,  ainsi  ciiie  pcmr  rexlt-nsion  du  lliéoréme  d'Hilbert, 
nous  renverrons  aux  Notes  de  M.  Marty.  Dans  le  cas  particulier 
où  S(.r,  y')  est  non  seulement  positif,  mais  défini^  et  par  suite 
fermé,  le  noyau  K'-'(j:,  )■)  ne  peut  être  identiquement  nul. 

.'ilIG.  Noyaux  symétrisables.  —  J^e.i  iioy;ni\  ilr  M.  llilboil  suiil  îles  cas 
|jarliculiers  des  iiDynuv  symétrisables  de  Al.  Marly  {Comptes  rendus^ 
6  juin  1910).  Soient  K(.r,  y).  G(x,y)  (lcii\  iioyaii\  quelconques:  on  dii 
que  les  deux  noyaux 

\\x(x,y)=   I     G(.r.  .s)K(s.  y)ds,         ll„{x,  v)=    j      K(t,  s)G{s,  y)ds, 

•    tl  «-'ri 

en  {général  dislincls,  s'obtiennent  |)ar  la  composition  de  K(x,y}  avec  G{x,y), 
à  •gauche  pour  H],  à  droite  pour  H2-  ■'si  l'on  peut  clioisir  pour  G(.t,  y)  un 
noyau  symétrique,  de  telle  façon  que  IIi  ou  H.,  soil  lui-même  sn  nici  iii|iic, 
le  noyau  K(a7,  ^)  est  dit  nymétrisahle  à  droite  ou  à  ;.;au(lie.  Il  csl  clair 
que  le  noyau  A(j")S(.a-,  y)  est  symétrisable  à  gauche  pai  composition 
avec  le  ni>\au  S(  .r,  y  ). 

Tout  noyau  }\{x.  y),  dont  la  rèsoh-a nlr  n\i  <pii'  des  finies  réels  et 
simples,  est  symétrisable  des  deux  entes. 

ÏVoiis  a  vous  vu,  ru  illi'l ,  i|Mc  If-  t'niu'l  Ions  foiiilamciitales  associées  (  tp,-, '1// ) 
fiiiiiiiMil    nu    >-v<lèmi'    liiuil  linL;(iiial.    iiu'nii    peut    -supposer    iiniiiial.    Si    i'op 
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prend  des  constantes  ;x„  clioisies  de  telle  façon  que  l;(  «étie 


S(T,J)=2 


<\,i(x)'li(y) 


soit  absoliitnent  et  uniformément  convergente,  ce  (|u"oii  [>fut  faire  dune 
infinité  de  manières,  le  noyau  K(x,y}  donnera  par  composition  à  candie 
avec  S(.r,  y)  un  noyau  symétrique.  .Nous  avons  en  elVet 

I      bi  X.  s  >h{s.  y  ) as  =   >    -: /      •l>i( s )l\i  s,  y } as  =    >  -^ ; — ■ . 

/  —  1  1  =  1 

A,  étant  la  valeur  singulière  correspondant  à  ç,.  Il  est  évident  qu'on  pourrait 
former  de  même  une  infinité  de  noyaux  symétriques  dont  la  composition 
avec.  K(j7.^)  dans  l'ordre  inverse  donnerait  un  nouveau  noyau  symétrique. 

Si  l'on  prend  les  constantes  [x,  positives,  le  noyau  S(x,y)  sera  positif, 
et,  d'après  la  façon  dont  on  le  forme,  il  n'e^t  orliio^^onal  à  aucune  des 
fonctions  fondamentales  cp,-  de  \\.ix,y). 

La  réciproque  ne  peut  être  énoncée  d'une  façon  aussi  absolue,  même 
en  supposant  le  noyau  S(^.r,  y)  positif.  Par  exeinple,  en  composant  li; 
novau   syméliique  o(.rj'i(^)  avec   le   novau    K(x^  y  )  -\-  o(x)^{y).  où    ii- 

noNau  K(x,y}  sati>t;iit  ii  la   condition     /      l\i  x.  y )o(s)  ds  =  o,  «m  nluienl 

•  (( 
un   noyau  symétrique  ('j'^(  x  ) '.^(y),  et  cependant    le    noyau   Wix.yi  piut 
avoir  des  valeurs  singulières  quelconques. 

Supposons  que  Kix.  y )  donne  par  composition  a  i,'auclie  avL-c  un  iion.iu 
symétrique  S(x,y)  un  nouveau  nii\au  s\  métrique 


S,( 


r'' 

X.  J'  )  =    /      s  r./-,  5  I  K  (  .V.   )'  )  ds  : 


<»n    peut   étendre   au    noyau    \\{x,  y)    la   piopriété  établie  [lour   le   nr)\au 
polaire  :  Si  'ji(x)  est  une  solution  de  l'éf/uation  /lonio^ène 

■   r'' 

(  (O  I  o{x  )  =  /.    j      Wi  X,  s  )'j'{  s }  ds, 

r'' 

'l>{x)  =    /      S{x,  / )'^(  I }  dt  est  solution  de  I  eiiiiaton  honio;j;ene  fissocirr. 

"  a 

I  >e  la  relation  <  4"'^  ""  ''"^  '-'"  eliet 
'Il  X'-   I      S(./-,  /  )o(/  )  df 

*    a 

= '/.    I     I   ^i  X.  t  )Ki  t.  s)o(s)ds  dt  =  /.   I     Si(x,  s)f{s)  </s. 


4''>8  ciiAPirni-:  \\\ii. 

ct'  (|ir<m  poul  encore  écrire,  on  v<Mtu  de  la  symétrie  de  Sj, 

.        *  *'  a 

d'où  résulte  la  propriétr  énoncée. 

(ielit    étant,    supposons    que   a -l- !3i(  p  jz^  o)   soit   une    valeur   singulière, 
M -f- tV  une  loiiction  londainentale  correspondante: 


/'■ 


sera  une  fonction  fondamentale  pour  l'équation  associée,  correspondant  à 
la  valeur  singulière  a  —  ^î,  et  la  condition  d'orthogonalité  donne 

/    /  S(.r,  t)\u{x)-^  u'{x\\\  n(  t)  —  à-( /);  dx  dt  =  o 
ou 

/    /  S ( J-,  t)inx)ii{l)dx  dt  -^  I  I  S(x,  t)v{x)i>{t)—  o. 

Pour  qu'on  puisse  affirmer  qu'une  telle  relation  est  impossible,  sans 
autre  hypothèse  sur  K(x,  y),  (jn  doit  supposer  que  le  noyau  S(a7,  y)  est 
dr  fini;  il  ne  suffit  plus  que  ce  noyau  soit  positif  comme  au  n"  oi)5.  Il 
pourrait  se  faire,  en  effet,  que  les  fonctions  u  et  p,  et  par  suite  u  ■+-  iv, 
soient  orthogonales  au  noyau  S{x.  y),  ce  qui  peut  arriver  pour  une  fonc- 
tion foudamontalo  <lu  noyau  K(x,y).  On  a  donc  le  résultat  suivant  : 

Si  un  noyau  K(.r,  y)  est  syniétrisable  par  composition  avec  un  noyau 
symétrique  DÉi'iNi,  tous  les  pôles  de  la  résolvante  sont  réels  et  simples. 

(jC  (lernior  point  ifsnitc  do  «c  que  les  deux  fonctions  fondamentales  0(0") 

et  i{/(a?)=    1   'è{x.  s )'f{s)  ds,  correspondant  à  une  niénie  valeur  singulière. 

lie  peuvcnl  l'-ti'c  oithogonalcs. 

l'out  noyau  l\.{x,y),  syniétrisable  par  coni/iosition  avec  un  noyait 
symétrique  défini^  a  au  moins  une  valeur  ainf^ulière. 

Nous  renverrons  à  la  Noie  de  Al.  Marl\  pour  la  dfuionstration  {Exer- 
cice 4  ). 

rj!)?.  Noyaux  symétriques  gauches.  —  Si  le  tioyau  K'"'(  j-,  y)  déduil 
de  K(.7",jK)  par  itération  est  un  noyau  symétrique,  <in  peut  afiirnier  que 
K(.r,  ^)a  au  moins  une  valeur  singulière,  et  que  les  puissances  /<"■■""  de 
toutes  les  valeurs  singulières  sont  des  nombres  réels.  Considérons  en  par- 
ticulier, un  noyau  symétrique  gauche  (Lalesco),  c'csi-à-dire  tel  que 

K(^r,  ^)=  —  K(a-,  y). 
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Le  premier  noyau  itéré  est  évidemment  symétrique,  et  par  suite  tous  les 
pôles  du  noyau  résolvant  de  KlJ-,  ^)sont  simples,  réels  ou  de  la  forme  ijt/, 
;ji  étant  réel.  Il  ne  peut  y  avoir  de  pôle  réel.  Soit,  en  effet,  '^(x)  une 
fonction  fondamentale  réelle  pour  un  pôle  réel  c.  F^es  relations 

cp(a7)  =  c    /      K(x,  s)^{  s)ds  = — c   1      \\[  s.  x)^{s  )  ds 

prouvent  que  — c  est  aussi  un  pôle  de  la  résolvante  et  '-^{x  )  une  fonction 
fondamentale  pour  l'équation  associée  correspondante  à  ce  pôle.  Ces  den\ 
fonctions  devant  être  orthogonales,  on  aurait  'f  (j-)  =  o;  il  ne  peut  donc  y 
avoir  de  pôle  réel,  et  tous  les  pôles  sont  de  la  forme  [li. 

Soit  ai  un  pôle,  u{x)  -^  iv{x)  une  fonction  fondamentale  correspon- 
dante; u(x)-7-iv{x)  est  aussi  une  fonction  fondamentale  du  noyau 
associé  correspondant  an  pôle  —  ai.  et  la  conditiim  d'ortliogonaiiti-  donn<; 

/      M-  d.r  =    I      c-  dr.  j      uv  dx  =  o. 

La  ff)iiction  u — ■  iv  est  une  f(jnclion  fondamentale  de  k(.r,  y)  pour  le 
pôle  —  [JLf  et  de  K( y.  x)  pour  le  pôle  [xi. 

Si   l'on   a   choisi   u  et  v  de  façon   qu'on  ait   1      11- dx  —  i  on  véiifie  aisé- 

ment  que  le  noyau 

v(  .r)u(  Y)  —  u(x)i'(  y) 
kix,  y)=  '■ ^— : — 

et  le  novau  \\(x.  y  >  —  Ai' x.  y)  =  K^fx,  y)  sont  orthogonaux.  Or,  A(x,  y) 
est  un  noyau  symétrique  gauche  qui  admet  les  deux  pôles  simples  [li 
et  —  [j.i;  Kiix.,  y)  est  donc  aussi  un  noyau  symétrique  gauche.  Si  ;i.i  est 
encore  une  valeur  singulière  pour  ce  noyau,  au  lioui  d'un  iiombrr  Uni  de 
transformations  de  ce  genre,  on  pourra  écrire 


v,,(x)  u,,  (  y)  —  u,,{x)v,,{y) 


K,(a7,  y). 


^\^'''';J)  étant  un  nouveau  noyau  symétrique  gauche  qui  n'admet  plus  les 
valeurs  singulières  ai  et  —  [xi.  Si  K(  r,  y)  n'admet  qu'un  nomhr<-  fini  de 
valeurs  singulières,  il  est  donc  «le  la  forme 


K(x,  Y)  =  y 


vi,(x)uh(y)—  u,,{.r)\'h(y) 


'Ml 


iJans  le  cas  où  il  existe  une  inlinilé  de  valeurs  singulières,  si  la  série 
dont  le  terme  général  est  formé  |)ar  la  somme  de  deux  noyaux  principaux 
conjugués  est  uniformément  ronvergcnle.  sa  somme  est  encore  égale   au 
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noyau  K(./-.  1  ).  I.c  premier  ii<)\aii  ilér(;  K  -  (\r,  v  )  étant  négatif,  on  peut 
lui  appliquer  le  résultat  fie  i\l.  Mercer;  s'il  est  continu,  ce  noyau  est  donc 
égal  à  la  ^oninir  «le  la  série  unifonnéinent  convergente 

-4-  X 

h  -•  (  .r.  r  )  =  —  7  ^ 5 


Pour  l'extension  «lu  théorème  de  llilhert  aux  no\;nix  -^v  niilriques  gauches, 
nous  renverrons  à  lOuvrage  de  M.  Laiesco. 

r>08.  Fonctions  fondamentales  de  Schmidt.  —  M.  Schinidl  a 
rallaclir  à  loul  novau  non  svinélri(|ue  K(x,  y)  deux  .svstènics 
orlliogoiiaux  d('  fonctions  fjiii  nonl.  en  ;j;t''nêral.  aucune  relation 
simple  a\ec  les  fondions  ronilainentales  de  ce  même  novau  con- 
sidérées jusqu'à  présenl.  Pour  M.  Sclunidl,  deux  fonctions  '^{^'): 
•i/(:r)  forment  un  couple  de  fonctions  fondamentales  associées,  si 
elles  satisfont  aux  tieux  relations 


-  r'  -   r" 

(  \i  )  ■^{x  )  —  A    I      K(x,  s)'l(  s)  ds.         •!/(  ./•  I  =  /,    /      Kl  .V,  ./■  i-j[  s 


ds: 


la    \alciir   de    la  constanli;   A.  cli (/V'i-cnti'  di'  zi'ro,   est   une    valeur 
singulière  du  novau  K(j:,r). 

Il  existe  toujours  des  couples  de  fVjnclion-i  fondamentales:  en 
ellel.  r('-liinination  de  '^-JiJ.')  entre  les  deux  étpiations  (  f  i )  conduit 
à  I  é(pialii)ii  iiilt'grale  homogène  à  novati  synU'trifjur 

<  -12 )  ? (  •^}  =  >•-   /     \\(x.  .V)  V ( S )  ds, 

«-  Il 

l'fi  l'on  a  posé 


l\(.r.  .s)=    /     K(./.  /  )I\(.s-,  n  <//. 

1.  éliniinalion  de  'i(x)  condiiil   Av  iiK'ine  à  une  aulre  é(|ualion  de 
même  lorme  à  novau  sviiu'lrKpic 

(43)  ^{x}  —  !"-   I     Kix.  s  )-l{s)ds, 

'•n    I  "Il    ,1    |ii(Si'' 

I\i.r.  .v)=    /     K{t,u;)K{/.s'</f. 
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Les  deux  novanx  K(,/,  j)'),  K(^',  }')  sodI  iiosilifs  en  ^ii[)|i()sanl 
loiijoiirs  />  >•  <i:  ou  a.  pai'  exemple, 

/         /      \\(x.   Y  )h{r  \ln  y\  d.r  ily 

/""   /•''    r' 

=    /        /        /      Kl  .r.  /  )  l\(  )-.  t  )h( T  )li(r  )  dx  (ly  (It 

-,!'  ^I>  -12 

=    I      d/       I     \\{x.  t)h{T)dx\  >o. 

D'après  la  façon  dont  on  dt-diiit  les  érpialions  ('ja)  el  (43  >  du 
svslrme  (^T).  si  ee  système  admet  les  solutions  c2/(x),  •)ji{x)  pour 
une   valeur  )./  du    paramètre,    A?   est  une   valeur  sini^ulière  pour 

cliaeun  des  novaux  K(.r,  r),  K(d;,  j'),  et  'i,,  •!//  sonl  des  fonctions 

fondamentales  pour  ces  deux  noyaux  icspecliveuient.  Inverse- 
ment,   soit    c    une    valeur    singulièrf    poiii'    liiu    de    ces    noyaux, 

K(x,  j^)  par  exemple;  ce  nombre  c  est  toujours  positif.  Soil  '^(^x\ 
une  fonction  fondamentale  correspondanle.  Si  l'on  pose 

r'' 

•)j{x)  =  \fc   I      W(  s.  X  jois  )  ds. 

on  remonte  aisément  des  dc.'ux  écpialions 

■^(xi  =  r  I     Kix,  ()ç{t)d(,         •!/(^)  =  /c    /     K((.  x)^(t)  df 
'  Il  *  Il 

aux  t'cpiations  (  ^  i  ),  où  I On  aurait  ),  =  y/r.  Il  rc\icnl  donc  au 
même  de  cherclier  tous  les  systèmes  de  solutions  des  ccpia- 
tions   (40   ou    de   chercher   tontes    les    valeurs   sinj^ulières   et   les 


fonctions  londanM'ula  les  de  I  nii  de>  iio\aii\  >  vind  ikiiics  K(.î',^), 
K.(^,  y).  Toutes  ces  valeurs  sin^^iilières.  les  nif'nies  pour-  les  deux 

noyaux,  étant  positives,   nous  les  représenterons  par  Aj',  '/.i 

en  convenani  de  prendre  A/>  o.  Cela  est  permis,  piiisrpie  le  >vs- 
lème  (  il  I  ne  ehanj^e  pas  rpiand  on  chani;e  /.en  — ),  à  condition 
de  reiii|ilaeer  .i  par  — •  'i.  Cela  <''taiil,  >oil  ':;,,  'j^,  ....  '.5/,  ...  le 
svstèine  orthoj^onal  et    normal   roiiiK-   par  les   loiiclions  foiidainen- 

lales  du  noyau  K(J",  ti.  \  la  roiiction  ■:.,{.<■  i.  la  se(-oiide  fcu- 
mulc  (  i  1  I.   on   Ion   prend   />  ^^  ).,.    fait   correspondre  une  fonction 
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fondiiiiuMilalc  •!/,(./)  du   noviiii  R(j",  y)  rclalive  à  la  nièiiie  valeur 


sin<;iilière  A^ .  Ces  foiiclions  àiix)  lorineiil  aussi  un  système  oillio- 
gonal  el  uortiial.  Des  relalions 

<l^,{.r)=li   I      K  (  / .  .r  icp,-  (  /  )  cl/,  'h/,  (  .r  )  =  X/,  j      K{s,  x)^^.{  s  )  c/s 


on  liic,  en  ell'el. 


/     'l,(.r)'l/,(.T}dx  =l,K/,    f  W{  f.  .r)K(s,  x)oi(t)f/,(s)d.r  ds  c// 

=  >>/>-/.■  I     fh(t,s)^,(t)\o/,(s)dtds  =  Y    f   'f/(0?/.-(0^^ 

l'inlégrale  a  donc  pour  valeur  zéro  ou  un,  suivant  (|u'on  a  i  ^  A", 
ou  f  =  /,.  Nous  représenterons  par  y',  et  //  les  coefficients  des 
deux  séries  de  Fouricr  déduites  d'une  fonction  f{jr),  relatives  à 
ces  deux  systèmes  orthogonaux 

r''  r'' 

fi=   I     /ix])f,(x)dx,        /*=/     /i--P)'\>i(^)d.r. 

Le  théorème  de  Hilbert  a  été  étendu  aussi  par  M.  Schmidt  aux 
fonctions  de  la  forme 

(44)  /(^)=  f   K(x.  s)/i{s)ds. 

*-  Il 

où  h[x)  est  une  fonction  de  carré  inlégrable,  K(^,  y)  un  noyau  non 
symétrique  conlinu,  ou  ne  présentant  pas  d'autres  discontinuités 
(pie  celles  qui  ont  été  spécifiées  plus  haut;  la  fonction  f  {-i) 
est  alors  continue.  Toute  fonction  de  cette  espèce  est  dévelop- 
pable  en  une  série  uni/or  nié  me  ni  convergente  de  fonc- 
tions Oi{x). 

La    démonstration    (•oni|)tenil   encore   deux    parties.    Le   coelfi- 
cienl  /,  a  poui-  expression 

/,  =    /       /     K{x,  s)9i{x)h(s)  ds  dx  =  —    I      'l,{s  }h(s  )  ds  =  ^  ; 

"^11      ''a  '■/   • ',1  ''«' 

'■^  '{  X  "s 

daulic;    pai'l.   —, est    le    coeflicieiit    de    'ii/l  y)    dans    la    si'tic    <lr 

Pourier  déduite  de  lv(j:-,  j),  où  x  est  regardée  eoinine  une   cou- 
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Les  deux  séries  Ï(A*)-,  t] pr— ^  "  <'U»nl  convergentes,  on  en  con- 
clu l  (voir  n"  o89)  que  la  série 

1=1 

est  absolument  él  iimtormément  convergente.  La  différence 

est  orthogonale  à  toutes  les  fonctions  ^i(x)  et  par  suite  à  S(x). 
Pour  démontrei-  que  R(j^)  est  orlliogonal  à  f(x).  partons  de  la 
relation 

/     K{x.  l)f{x)dx  =    j     h(x,  ()S(x)dx -^  I     Kix.  l  iKixjdx. 

'y  ri  "^    rt  ^  Il 

qu  ou  peut  écrire,  en  remplaçant  /'(^)  par  Texpression  (44)i 

Kit,  S  )h(s)  dx  —    I     K{  X,  l  tS{x)  dx -r-    1     K{,x,  t  )K{x)  dx. 

La  fonction  /  Ys.( l^  s)h(s)  (h  peut  être  représentée  pai-  une 
série  unilormémenl  convergente  de  fouctions -^/i  /  »,  le  coenicienl 
de  '!'/(')  étant  v4*  I)  aulrf-  pari,  du  peut  iutégrei-  terme  à  teriur  le 
prcjduit  Kfjr;,  /)S(a:),  ce  (pii  donue 

/      K (  X,  t)S{x}dx  -  X  ^  '^' '^  '  '• 

•  (/  '■  ( 

(Jn  a  donc    /      K(  j:,  /  )K(  j;:-)  f/.r  =:  o,  et  par  suite 

/    /{X)\\(x)dx=    I        I      h{  X,  s  )\\t  r  t/i(  s)  d./  du  =  i>: 

'^n  '    Il       •'  n 

on  eu  déduit,  comim-  au  n"  589,  (pie  K(^.r)  e>l  nul,  r[  la  fomlioii 
fix)  est  égale  à  la  somme  S(.2:)  de  la  sériel  /\'>).  De  celle  lormule 
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on  (hnliiil  aussi,  on  supposant  (|iie  A(.r)  cl  ^^(a^)  sont  deux  fonc- 
linns  de  carrés  mtéi^rahlcs 

-*-  « 
({6)  /       /     K{x,  y),::,'(x  >/n  y}dx</r  =  ^  ^^-^■ 

I—  1 

On  vcirati  âc  lurnie  (pio  loiile  fonction  «le  la  lormc 
J\x)=    I      \\(s,  x)ff(s)(/s 

'-   a 

est  développable  en  scrie  unirornicnionl  convergente  <le  fonc- 
tions '}/(.r) 

/  —  1 
\ppli<|iions  en   pailiciilicr  la  lonnule  (4'^'  >'"  noyau  symétrique 

K(x,  y)  =    I     K(t.  s)K{y,  s )  ds ; 

il  suflit  (le  prendre  //(i)  =  K(]',  s),  y  étant  i-egard*'  couime  un 
paramètre;  on  trouve  ainsi  le  développement 

cjui  est  uniformément  c(ui\ créent  par  rapport  à  chacune  des  deux 
\ariables.  Le  raisonnement  du  n"  591  s'applicpie  encore  et  prouve 
<pje  la   S(''rie   est    iinirortiiémcnl    convergente    par   rapport   à    l'en- 

sembh'  des  deux  \ariables,  car  le  noyau  K(^,  j')  est  coiilinu.  On 
trouve  de  même  le  dévebippement  de  K(j:,  y), 


- 


<hi ( x)'lii{  Y  ) 


/l'r/nit/Y/ut's.  —  Un  noviiu  non  svinélnipic  k(.r,  ))  est  coui- 
plétemenl  d«''lermin«''  |)ar  la  connaissance  des  nombres  ).,,  et  des 
<\vu\  séries  de  fonctions  orthogonales  cp/(r')  et  '^i{x).  S'il  y  avait, 
m  ellel.  deux   noyaux  de  celte  espèce,   K  el  H,  on   aurait,   pour 
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It^iile  fonclion  //(./i  de  (■arr(''  inL(''<;i;il)le. 

rh  .1.  '/t*-stx) 

f      W I  T.  S  I  h  (  V  )  ifs  =   /      1 1  (  ./•.  .s-  )  />(  s  )  ils  =    7      '  \' , 

J„  ^         >■/ 

/  =  ! 

n  |i,u-  siiiit' 

r'' 

I        I  K  (  ./■.    \  ) I  i  I  ./•.    .s  )  ]  /m  5  )  ds  =  <), 

•    Il 

(Hielle  (|tit;   snil   h(x).  ce  (|iii  cxli^e   <|n  on  ail   R=H.    I>e   iiovaii 
K^x^y)  est  donc  représenlé  par  la  série 

-t-  « 


si  celle  série  est  uniformément  convergente. 

On  voit  qne  les  deux  systèmes  de  tonciions  <)rllioj;onalcs  'i, 
et  'II,  sonl  absolument  indépendanls  I  un  de  I  aiilic;  riin  d'eux 
peut  être  complel  sans  <|iic  l;uiiie  le  soil.  Ils  |itii\eiii  mnoit  des 
(onelions    eoniiniines   en    iiomliie    (pn-JeoiMpK».    se    eorrespondanl 

n 

OU  iH>n.   Si  le  novau  K[.r,  y)  esl   de  hi  roiiiir    7  \/V-   'fs  <leii\ 


novaiix  K(./'.  T)  et  K(.z^,  >- )  sonl  de  la  niriiie  Idiiiic.  Il  va  un 
nonihrc  Uni  de  vaUîurs  singulières,  el  les  I  rois  st'-i  ies  ( /j!^  K  (,4')^ 
ol  (5o)  se  n'-dinseiil   à  des  sommes  d'un  nniiiKic  liiiiiU'  de  termes. 

.■;;»!).  Théorème  de  Fischer-Riesz.  —  Kinnl  iloiuic  nii  >\  sièrnc  nilliof^oiial 
el  noniiid  S  compo*"-  iriim-  iiiliiiilL'  de  f.  (lulinn-  '^,  (  a-  1,  à  cliacune  desquelles 
on  fait  C()rres|)iiiidic  un  iiumlin'  /},  pom  i|iii'  ces  noriil)res  /',  soient  les 
coeffirieiils  de  FiMiiitr  d'niic  loïKiiiin  /(  y  )  de  earré  inté^iiahle.  il  e-l  néces- 

>-;iiif.  d'iiprès   l'inéi^idilé  dr  l>i'>si'l.  i|iie    la    si-rie    7   /''-   soil    (•i)n\  fit;iMilc. 

i  =  1 

Iiivcrseiiieiil ,  si  une  srrie  ^  J'J  esl  ronvergenle.   Il  cilslc   une  finit - 

i  -  I 

lion  fi  X  )  de  carré  inlé^rable  j>our  laquelle  les  cni'f Juieitts  île  Fiiurier 
relatifs  au  système  S  sont  les  mmibres  f,. 

Nous  indir|iiei'(>iis  seuleineiil  la  inaiolie  ^'t-iifiale  siii\if  jioiii'  rtahlir  cet 
important  théorème,  démontré  à  la  fois  par  .M.  lî.  Fischer  et  M.  1".  Hiesz  (  '  ). 

(')  E.  l'isciiKK.  Comptes  rendus,  1.  l'ii,  iri'i;,  p.  ioq'.  —  I".  Mirsz.  (iiitlin^er 
Aaclirichlen,   i<)07;  Comptes  rendus,  i.   14'i,  «î)"?-  P-  '•'  ' 
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Il  repose  sur  une  proposition  préliminaire,  importante  par  elle-même,  et 
relative  à  la  convergence  en  moyenne.  On  dit  qu'une  suite  de  fonctions 

(5l)  /l(^)-      f-l(-i-),       ■■■'      fnix),       ... 

converge  en  moyenne  vers  une  fonction  limite  f(x)  dans  un  inter- 
valle (a,  6),  si  l'on  a 

(5jt)  lim     /     \f(T)—fn[x)Ydx  =  o. 

Il  esl  clair  que  la  condition  (  j.>.  »  est  remplie.  s\  f,i(3r)  tend  uniformé- 
ment vers  /f.r).  mais  elle  peut  l'être  alors  même  que  fn(x}  n'a  pas  de 
limite  au  sens  habituel  du  njot.  Il  existe,  pour  la  convergence  en  moyenne 
d'une  suite,  un  critérium  analogue  au  critérium  de  Caucliy  (I,  n°  o)  pour 
la  converj^cnce  ordinaire.  Pour  que  la  .luite  (5i)  soit  convergente  en 
moyenne,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

(  5:?  )  lim    ^      [ /■„  ,.,,  —  /„  Y  d.r  =  o, 

lorsque  les  deux  nombres  n  et  n  -^  p  augmentent  indéfiniment. 

1"  La   condition  est   nécessaire.   On   le  déduit  immédiatement  de  liné- 

^'alité   f    f  A  — B]-îr/.r  '  '    f    V^dx^i   f    \V 

>°  La  condition  est  sujfisanlc.  C'est  là  le  point  essentiel  que  nous 
admettrons  (').  Remarquons  seulement  que  la  fonction  limite  f{x)  n'est 
pas  entièrement  définie  par  la  condition  (5?.).  Si  une  fonction  f{x)  satis- 
lail  à   cette  condition,  il  en   sera  évidemment  de   même  de   toute  fonction 

«iblenue    en    lui    ajoutant    une    fonction    /'(.rj   telle   que    1      u-t.r)dx  =  o. 

Inversement,  si  deux    fonctions  /'(.r)  et  o(x}  satistbnt  à   la   condition  (52), 

il   e>t   clair   (|ue    l'intégrale    /      \fix)  —  '.i(x)]'-d.r  est    nulle,   car  elle   est 

moindie  que  li>ut  nombie  positif  donné.  Un  nljtiondra  donc  toutes  les 
fonctions  vérifiant  la  condition  (5'i)  en  ajoutant  à  lune  d'elles  une  fonc- 
tion égale  à  zéro  dans  l'intervalle  (a,  h),  sauf  en  tous  les  points  d'un 
ensemble  de  mesure  nulle. 

Ce  point  étant  admis,  considérons  un   système  orthogonal  et  normal   S 


(')  Voir  à  ce  sujet  :  11.  \V  kyi..  Malhenuitisclic  Aniuilen,  Hd.  67,  1909,  p.  22.'). 
—  M.  l'LANCHKHKL.  Jiencticonti  di  Palermo,  1910,  p.  jg?.  —  F.  Rif.sz,  Comptes 
rendus,  t.  150,  1910,  p.  i3o'|.  —  Lalesco,  p.  <)i-\)'\.  La  démonstration  exige,  sur 
la  mesure  des  ensembles  et  l'intégrale  définie  au  sens  de  Lebesgue.  des  notions 
dont  nous  n'avons  pas  eu  besoin  jusipi'ici  dans  cet  Ouvrage. 


dx. 


LES    FONCTIONS    FONDAMENTALES.  l77 

fie  fonctions  cs,(j-)  et  faisons  correspondre  à  chacune  de  ce<   fonctions  un 

-+-  » 

nombre  hi  tel  que  la  série  ^  A'-  soit  conveigenle.   F^osons 


la  suite  des  fonctions  4>„(x)  est  convergente  en  moyenne.   On   a,  en   i-ffel, 
daprés  les  relations  d'orthogonalité, 


/ 


expression  qui  tend  vers  zéro  lorsque  les  deux  noinhres  n  el  n  -i- p  croissent 
indéfiniment.  Soityfj")  une  fonction  limite  de  cette  suite  de  fonction?  'I»„(a?), 

y"/ le  coefficient    /     J ix)Oi{x)  dx;  nous  avon« 

<5i)     /     [J\x)~<i>„{x)]idx  =         /-^(xtdx       >^h,/,^^/ij 

,=1  /=i 

=  [     f    f2(x)dx-"^/f'^^^[h^-/.\^. 
'    "  (  =  1  i~i 

Le  second  membre  est  une  somme  de  quantités  positives;  le  premier 
membre  tendant  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment,  il  faut  qu'on  ait. 
quels  que  soient  l'indice  i  et  le  nombre  positif  e,  ( /t/ — J'i)'-<^^  et,  par 
suite,  hi^=-  fi.  Les  coefficients  de  la  série  de  Fourier  déduite  de  f(x)  sont 
donc  les  nombres  donnés  hi.  Toute  autre  fonction  ayant  les  mêmes  coeffi- 
cients de  Fourier  s'obtiendra  en  ajoutant  à  celle-là  une  fonction  quelconque 
orthogonale  à  toutes  les  fonctions  du  système  S.  Imi  particulier,  si  ce  sys- 
tème est  complet,  une  fonction  ayant  les  mêmes  coefficients  de  Fourier 
<\\ief{x)  ne  peut  différer  dey(3-j  qu'en  tous  les  points  d'un  ensemble  de 
mesure  nulle. 

La  condition  de  fermeiure  d'un  système  orthogonal  (n°.^88)  se  déduit 
aisément  du  théorème  sur  la  convergence  en  moyenne.  Le  système  S  étant 
supposé  complet,  soient /(a*)  une  fonction  queictmque  de  carré  intégrable, 
/,  les  coefficients  de  Fourier  correspondants.  La  suite  des  fonctions 

converge  en  moyenne  vers  une  fonction  limite  'l>(.r)qui  ne  piiil  différer 
>\ef{x)  qu'en  tous  les  points  d'un  ensemble  de  niesure  nulle,  puisque  les 
deux   fonctions    f  <;t   '!>  ont   les   nn'mes   coeflicienls   df    Foiiiii-r.   cl    que   le 

r'' 

système    S    est    complet,    [.intégrale     1      \f[X)  —  '\>„\-d.r   tend    donc    vers 
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zéro  li)rsi|ue  n  rruîl   iiitlermiiiieiil  :  <»i-  elle  e*l  égale  a     /     f-dx —  /  ,J  î  ■ 

'  "  1 

ol,  en  rai«>aiit  oroiire  n  imlélinimenl,  on  trouve  bien  l'équalion  de  feiim  - 
lnie(<)).  Pu  même  raiî^onnemenl  on  déduit  encore  la  conclusion  suivante  : 
l'-tant  donné  un  système  orthogonal  complet,  une  fonction  f{x)  n'est  pas 
forcément  représentée  par  la  série  de  Fourier  correspondante,  mais  la 
<omme  S„  des  n  premiers  termes  de  cette  série  comei/s^e  en  moyeniii 
vers  fi.r).  lorsque  n  croit  indédniment. 

600.  Équation  intégrale  de  première  espèce.  —  Les  fondions  fonda- 
njenlales  de  .M.  E.  Srlimidt  inleiNiennent  dans  la  lésolulion  de  léqualion 
de  première  espèce 

(  5  >  I  /    ''^ '  '*'  •''V ''"  * '  '"''■*  =  fy -^ N 

<iùy(.7iesl  une  fonction  donnée. //(  j")  la  fonction  inconnue.  Soient  («,-,  J/,) 
deux  couples  quelconques  de  fonctions  fondamentales  de  M.  Sclimidi, 
correspondant  à  la  valeur  singulière  À,-.  Les  coefficients  ^,  /<*  ayant  la 
même  signification  qu  au  n"  398,  on  a  /</  =y,À/.  Pour  que  l'équation  (55) 
admette  une  solution  li{x)  de  carré  intégrable.  il  est  donc  nécessaire  que 
In  série  Zlffj  soit  convergente. 

M.  Picard  (')  a  démontré  que  celte  condition  est  suffisante^  lorsque 
les  fonctions  oiix)  forment  un  système  complet.  En  effet  d'après  le 
théorème  de  Fischer-Hies/.,  il  existe  alors  une  fonction  h(x)  dont  les 
coefficients  de  Fourier  relatifs  au  svstème  des  fonctions  'i,(.r)  sont  préci- 

r'' 

sèment  les  nombres  /,/,.    Les  deux  fonctions  /"(.r)  et     1      K{x.  s)h{s)ds 

ont  alors  mêmes  cijeflicienls  de  Foiiriei'  relativement  au  s\stéme  ortho- 
gonal tlc^  fonctions  '^i[X).  Ce  s\stème  étant  fermé,  elles  sont  donc  iden- 
tiques, ou  du  moins  ne  peuvent  différer  qu'en  tous  les  points  d'un  ensemble 
de  mesure  nulle.  .Si  la  fonction  /'(.r)  est  continue,  ainsi  que  les  fonc- 
tions ':^i(x).  la  difféicnce  est  nulle  en  tous  les  points  de  l'intervalle  (a,  b). 
Si  le  svstème  des  fonctions  'hjix)  n'est  pas  complet,  on  |)eut  ajouter  à 
la  fonction  h(x }  une  fonction  quelconque  orthogonale  à  tous  les  'l>,:  mais, 
d'aprè-i  la  formule  (45),  cela  ne  change  pas  la  valeur  de  l'intégrale 


f 


h 
K(  .r,  s  )/n  s  )  ds. 


Loi^que   la   suite  des   fondions  o/(J")  n'est    |)a-«   fermée,  un   peut   encore 

(  '  )  li.  l'iCAiii».  Comptes  rendus.  i\  cl  28  juin  ii(0(i:  licndiconti  di  l'alermo. 
t.  'l'.),  1910. 

Voir  aussi  différents  articles  de  NL  Lauricella  dans  les  Alti  délia  r.  Accad. 
dei  IJncei,  igoS,  1909.  1911. 
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déterminer  une   fonclion   /i[X)  dont  le?  coeflicienls  de  Fumier  /(,'   ont  les 
valeurs  /"/À,,  mais  le  raisonnement  |iroiive  senlement  qu'on  a 


(56) 


/      K (  ./-.  s  I // 1  s-  I  (/s  --/(.r  )  -;-  K ( ./' ;, 


Hiarj  élant  une  fonction  ortliogonalc  à  toutes  les  fonctions  cp,(.r).  Il  est  à 
remarquer  que  quand  on  ajoute  à  /{t)  une  fonction  quelconque  orthogo- 
nale à  tous  les  Oi( X),  les  coeflicient«  /'/  et  par  suite  les  coefficients  /»'  ne 
sont  pas  changés:  on  tiou\<'  donc  toujouis  la  même  valeur  pour  l'intégrale 


f 


\\(x.  S)  h  {s)  ds. 


On  en  conclut  que,  parmi  toutes  les  équations  de  la  forme  (56),  où  R(jr) 
est  une  fonction  quelconque  orthogonale  aux  'j/(.r),  il  y  en  a  une,  et  une 
seule,  qui  admet  une  solution  en  /nx). 

Remarcjues.  —  i"  Les  conclusions  s'appliquent  aussi  à  un  noyau  symé- 
trique; les  deux  systèmes  orthogonaux  ('v,.  6,  )  sont  alors  identiques,  et 
sont  complets  si  le  noyau  est  fermé. 

•'."  Supposons  le  système  des  fonctions  '^/  complet.  Si  la  série  I./.f/J  est 
divergente,   l'équation   (55)   n'est    |)as   résoluble,    mais    il   est    possible    de 

trouver  une  fonction  /n  r  i  telle  que    /      K(  .r,  a-  }  ft  ( s )  cfs  diflère  e/i  inoycnne 

II 
def(x)  d'aussi  peu  qu'on  li-  \eul.  I'o>on5.  en  clTet,  //„(a)  =  ^  '/.,fi'l,{x ); 

I  - 1 

la  fonction  /'„!  j"  )  =     /      K(  x.  x  )/i „(■'<)  ds  est    identique  à   la   <omme  des  /* 

''  Il 
premiers    termes    de    la    série   <ie    l'ourier   de    /"(  .7- )    relati\e    au    >\stème 
des  tt,(.r).  On  peut  donc  choisir  n  a?se/.  giand  pimr  ipie  l'intégrale 

/     {/'■''>— /i>'^}]'  (^■'' 

soit  moiiidie  qu'un  nombre  positif  t. 

'}°  Kn  résumé,  une  équation  intégrale  de  première  espèce  à  limites  (ixcs 
n'admet  |>as  toujours  de  solution,  si  le  secf)n(l  membre  /"(:r)  est  quelconque. 
Ce  fait  explitpie  poui<|uoi  I  on  ne  peut  résoudre  le  problème  de  hirichlel 
au  moNcu  d  un  potentiel  ch-  simple  couche,  c.ir  la  densité  serait  déter- 
minée par  une  é(|ualion  de  piemière  e-ipèce.  D'ailleurs,  les  propriétés  du 
potentiel  de  simple   couche  expli(|uenl   aus><i  ce  résultat.  <)n  sait,  en   elVel. 

(  n"  ri3H;  que  la  dcrivi'-c   uormab-     —  d  un  polciiiiel  de  .-«impie  couche  a  une 

valeur  tiuie  sur  le  ccjutour.  landi-  que  le?  dérivées  parlielie*  tie  la  fonction 


-iSo 
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liai  monique  qui  donne  la  solution  du  problème  de  Diriclilet  peuvent  devenir 
infinies  sur  ce  contour  (Note  de  la  pa^e  198). 

(iOl.  Approximation  en  moyenne.  —  La  dolinilion  de  la  convergence 
en  moyenne  dans  un  domaine  s'étend  à  des  suites  de  fonctions  de  plu- 
sieurs variables.  Soit  K(.r,  y)  un  noyau  non  symétrique;  rangeons  les  va- 
leurs singulières  X,,  définies  au  n"  o98,  par  ordre  de  grandeur  Cioissante, 
et  soit  (oi,  '\i,)  le  couple  de  fonctions  fondamentales  de  Sclimidt  corres- 
pondant à  la  valeur  X,.  En  tenant  compte  des  relations  d'orlhogonalilé  et 
des  formules  (4i)  qui  définissent  les  fonctions  o,(x),  'l'/C^),  "n  vérifie 
facilement  qu'on  a 


\n 


il 


K{x,y)-^ 


tlx  dy 


D'autre  part,  en   faisant  r' =  .f  dans  la  relation  (4<^)  ^t  intégrant  terme 
à  terme,  on  trouve 


^rr-i: 


K(  a',  x)(tx 


—    f       I      \<(x,  l)Kix,  f)dx  cil  =    I       /     K-dx(/y; 

'il    '  Il  •  <i     '  Il 

l'intégrale  I„  tend  donc  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment. 

Ce  résultat  donne  un  moyen  d'approcher  en  moyenne  de  K(ar,  y)  d'aussi 
près  qu'on  le  veut,  avec  la  somme  dun  nombre  fini  de  termes  dont  chacun 
est  le  produit  d'une  fonction  de  x  par  une  fonction  de^.  M.  Schmidt  a 
démontré  que  la  solution  précédente  est  celle  qui  donne  la  meilleure 
approximation  pour  une  valeur  donnée  du  nombre  n.  En  termes  plus 
précis,  les  lettres  X,  et  |Y,  désignant  des  fonctions  de  x  et  de  y  respecti- 
vement, on  a  toujours 


i  J 

f.l 


K( 


•'•'j')-2] 


K(.r,  V) 


<f,(x)^,{  y) 

'     1 

1- 

,tx  dy 


dx  d}\ 


quelles  que  soient  les  fonctions  .\,  ci   \,,  >\  l'un  n  ///      n  (Ma/fi.  Annalen, 
15.1.  03). 
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COMPLEMENTS    ET    EXERCICES. 

1.  Mitliode  de  Knescr  pour  les  noyaux  symétriques.  —  Soil  K(x,y) 
un  noyau  synicti  ique  borné:  la  trace  A2n  de  ce  noyau  peut  se  mettre  sous 
l'une  ou  l'autre  des  di-ux  forriios 

r'  r''  r''  r'' 

'^^1=1  f  [K"  ix,  t)y-d.r(/t  ^  I  I  K"+iH^x,t')K''"-i'{x,  t)dxde, 
et  rinégalitc  de  Schwarz  conduit  à  la  nouvelle  inégaliii'- 

d'où  l'on  déduit  que  la  série  SA„A"  ne  peut  être  convergente  pour  toute 
valeur  de  À,  à  moins  que  A^  ne  soit  nui.  Il  faudrait  |)Our  cela  qu'on  eût 
K'-  (.r,  t  )  =  o,  et  par  suite  Ki  x,  t )  =  n  (  n"  387). 

2.  Généralisation  de  l' inégalité  de  Bessel.  —  Une  suite  de  n  fonc- 
tions ^i(x)  de  la  variable  réelle  a",  |)Ouvant  prendre  des  valeurs  com- 
plexes, forme  un  système  orthogonal  et  normal  si  l'intégrale 

j     '^i{x)z,/,(x)  dx  =  ('f/-f/, ,) 

est  nulle  |)Our  i  xA,  et  égale  à  un  pour  i  = /•  ;  a  et  a  désignant  d'une 
façon  générale  deux  imaginaires  conjuguées.  On  peut  étendre  à  ces  sys- 
tt-mes  l'inégalité  de  Bessel.  S<)\l/(x)  une  fonction  quelconque  réelle  ou 
complexe  di'  la  variable  réelle  x.  mais  dont  le  carré  du  module  est  inlé- 
grable.  Po<uiis 

/'=   /     /<^r^i(x)dx,        7'=  I   7Un'^i{^)dx. 

'-  n  ^  it 

(  )n  a  rvidtMument 

,. /' 

/     [./"'  ■')—f\  'f  ^-f)—-  -—fn  ^,,(30)]  [fi  X)  —J\  'f ,  (a-)  — . . .— /„  o„  (:r)]  dx^o^ 

^  il 

ce  qui  donne.  (;n  ili''Vido|)piiii t  le  produit, 

I    /(x)/(x)dx—^J)   I     /<x)'^i(x)dx—^/,  I    J\x')o,(x)dx 


il...  Il[.  3i 
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En  tenant  compte  des  relations  ri  oitlio^onalilc,  il  reste 


(0 


"  /. 


A/>/>/ication.  —  Sn|)|>o<on<  <|iie  les  /i  fonctions  91,   '^.j,  ....  'f„  du   sys- 
tème oiilioironal  véritient  n  relatinns  de  la  forme 


(V 


K(ar,  j)  )  étant  un  noyau  tel  que  |K(.r,  j')|-  soit  intégrable,  cl  les  coeffi- 
cients n.,ii  étant  constants.  On  aura  aussi  les  relations 

^/i " 

[i     . 

Appliquons  l'inégalité  (n  à  la  fonction  Ki.r,  /).  en  y  considérant  x 
comme  un  jiaramètre  et  /  comme  la  variable  indépendante,  et  remj)la- 
çanl  ç,(/)  par  «p,(/).  Nous  poserons  pour  cela 

r''  " 

Aa=  I     K(,jr,  t)'~ùy,{  I  )  dt  =  ^  agfto^Ca^), 

/, "   _     _ 

Aa=    /     K{x,  t)Ori(lj  dt  =    7  <7;jy'-i-(a-). 

D'après  l'inégalilé  de  Bessel.  on  a 


cl,  par  suite, 


V     f    \.,T^dxr    f     f   \KKX,t)\Ulv 


dt. 


Or.  si  l'on  remplace  Aj^  et  A^t  par  leurs  expressions,  le  premier  membre 
de  celle  inégalité  se  réduit,  d'après  les  conditions  d'orlhogonalilé,  à 

Il  reste  donc 

"       "  /.      ^h 

(4)  2L2lil"<^r-       f      f    \Ki.r.  t^\^-dxdt. 
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'.i.  Tln'orème  de  Schur  (  Matli.  Annalen.  Bil.  6().  p.  jo8y.  —  Soil  \s.(t,  y) 
un  noyau  borné  ou,  plus  généialemenl,  un  noyau  tel  que  |  K(  j-,  ^)|î  soit 
intcgrable.  Consitlérons  un  système  S  de  /i  fonctions  princi|jales  apjiarle- 
nant  à  ce  noyau  (n"  380),  c'est-à-dire  un  système  de  n  fonctions  linéaire- 
ment distinctes  ç,,  çpj,  ...,  ç„  vérifiant  des  relations  de  la  forme  (2)  de 
l'exercice  précédent.  Désignons  par  iO|.  w,,  .  .  . ,  to„  les  n  racines  de  l'équation 


D(co; 


Noii-^  pouvons  toujours  prendre  une  fonction  <ï>i(x)  du   système  S  véri- 
fiant le>  nlations 

Kl  l'i  )  =  oj,(i>,('j-  I,         (  'I'i'l>i  j  =  1, 

et  supposer  que  les  n  fonctions  «ï»!, '^.,,  ...,'i,iSont  linéairement  distinctes. 
Choisissons   ensuite    les   n — i    coeflicients  c,(i>i)   de   telle   façon   qu'on 

ait  ('^|,'i/ — c/'ï»;}  =  o,  et  posons  7:,(xj  =  'i/ — c/'I»,.  Il  est  clair  que 
les  n  — I  fonctions  -,,  ...,  -„  sont  distinctes  et  orthogonales  à  ^^^ix),  et 
par  suite  *]  (  jt)  est  orthogonale  à  toute  combinaison  linéaire  de  ces  n  —  i 
fonctions.  Nous  pouvons  ensuite  trouver  une  combinaison  linéaire  4>2 
de  -2.  ~;j,  ....  — „  vérifiant  les  deux  relations 

KH>2)  =  621*1  -i-  "-'2'I'2,  (*2*2)  =  ', 

et  ainsi  de  suite.  En  continuant  de  la  sorte,  il  est  clair  qu'on  arrivera  à 
former  un  système  orthogonal  et  normal  de  n  fonctions  principales  *i, 
'l>2,  .  .  .,  'l'/i,  équivalent  au  système  donné  S,  et  vérifiant  n  relations  de  la 
forme 

K(1>,  )  =  wii»!, 

Kf'ï»^)  =  621  'ï'i  -4-  OJ2'ï'2. 

K(  l'a)  =  L>z\<\>i-^  bii'i'i  -+-  "*3'ï'.i, 


Inapplication    i\c    l'inégalité   (^)   de    l'exercice    précédent   à    ce    système 
or*cliogon;d  conduit  .1  l'inégalité 

2|a>,r-<    f      f    |K(x,  t)\'-d.rdt. 

d'où  ion  (li-iluit  aisément  le  théorcmi;  de  Scliur  (voir  n"  58i). 

4.   XovauT  xyinélrisdhles   (  n"  .^)9(î).   —   Si)it   K(>r,  y)   un    n<»\au   s\mé- 
trisaijic,    tel    iiue    le    ndvau    G(.r,    v)  =    /      S(j",   t)\\(t,  y }  dt   ^-oit   symé- 
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trique.    S{a",  y)    étant    liii-mcmc    «ymélrique    et    positif.    En    ilésignanl 
par  I\.'"'(;r,  ^' )  le  n"""-'  noyau  iléié  de  Kix^y),  nous  poserons 

*-  <( 

Nous  allons  d'abord  montrer  que  K„(x,  y)  est  liii-nu'nie  un  noyau 
symétrique.  On  peut  écrire,  en  effet, 

K„(.r,  y)  =ff  /  .  .  .  /'s  (  .r,  /,  1 K  (  ^, ,  /o)  KT/,,  t,)...K(  /„,  y)dti  d(,  . . .  dt,,, 

les  limites  de  toutes  les  intégrations  étant  a  et  b,  ou  encore 

W„[^x,y)=  f  f  ••■   I  ^'(^'  «2)Kr/2,  /.i)-..  K(/„,  j)<i/o<r//:i...  '/^i 

=  j  j  ...   fcit.,  x)K(t2,  t,) .  .  .K(t,,,  y)dt.,dt:i .  .  .  dt„ 

=  I  I  ...   fsi/.,.ti)W(ti,x)K(t.2,t3)..-l<(tn,J'}dti...dt„ 

=  f  f  ...  I  K(/,,  x)S{ti,  to)K{t.,  t3)...K(t„,y)dtt  ...dt„. 

En  recommençant  la  même  suite  de  transformations  sur  le  produit 
S(<i,  ti)K{t.-,.,  ts),  et  ainsi  de  suite,  on  voit  qu'on  a,  d'une  manière  géné- 
r.ile, 

K,^{x,y)=  Ij...  ^K(ti,  x)Kito.  /,)... 

X  K(^,„  t,,-i)S(f,„  //,+i)K(7/,+,,  (,>+.).. .  K{tn,y)dtydt. . . .  dtny 

ce  qu'on  peut  encore  écrire 

W„(x,  y)  =       IS(u,v)K'^P'{u^x)K'/Uv,y)dudv         (  p  -^  q  =  n). 

En  échangeant/)  et  ^,  on  voit  immédiatement  qu'on  a  K„(.r,  y)=  K„(  j',  .ri. 
La  suite  des  noyaux  K„(^i  y)  ^st  illimitée^  à  moins  que  G{x,  y)  ne 
soit  nul.  Nous  avons  en  particulier 

\s.ii,{x,  y)  —  I   /  S(  u,  r)K</"(»,  j-)K  /^'(r,  y )  du  dv 

=  I   /s(«,  f)K /'+'(«,  x)K  /'-^■(i-,  y)dudi\ 
cl,  par  suite, 

Ko,,  (a:,  x)=  I     I  Siu,  ^•)K'l'>(  u,  .r)K/''(c,  .r)  du  dv. 
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Si  le  noyau  K->i,(t,  x)  était   nul   iilentiqiienient.  il  en  serait  de  même  de 
l'intégrale 

/  I  S(ii,  i-)K'''''(u,  x)'l>(v)  du  di-  =   I     'l>(v)di'  j     S{u,  v )K'i'  (ii,  x )du, 

quelle   que   soit   la    fonction   'I^fr),  d'après   l'inégalité  de  Schwarz  généra- 
lisée (  •  ) 

r  f  fs(u,i-)'^(u)'l(v)dudi'V:l  f   fs(u,l')o(u)o(^')dudi^^ 

X  r  f  fs(((,  i')'l(u)'l(v)dK  dA. 
et.  par  suite,  le  noyau 

K^U\x)=    r   S(u,  v)K''P^(u,  x)du 

serait  nul  aussi  identiquement.  D'autre  part,  on  a  évidemment,  d'après  la 
définition  même  de  K„(x,  y), 

K„+i(:r,  rj=    /     Kn{x,  u)K(  u,  y)du, 
"-Il 

de  sorte  que  si  K„(x, y)  est  identiqueniont  nul,  il  on  est  de  même  de  K„+i, 

K„^.2 Par  suite,  si  Kzpix,  y)  ou  K-ip-iix",  y )  est  identiquement  nul, 

il  en  est  de  même  de  Kp(x,  y).  S'il  y  avait  un  noyau  identiquement  nui 
dans  la  suite  des  noyaux  K,i(x,  y),  on  en  déduirait  donc,  en  remontant 
de   proche   en    proclie,    qu'on    a    Kj(x,  y)=zo.    l^e    raisonnement   prouve 
même  que  K2p(x,  x)  ne  peut  être  identiquement  nul. 
La  série 

V(x,y;  '/.)  =  K(x,  y)  -hXK'2'(a7,  y)-h.  .  .-4- À"-' K'"'(a-,  j) +. . . 

ne  peut  être  convergente,  quel  (jue  soit  À.  En  cnet,  il  en  serait  do  même 
de  la  série 


/     S(t,  t)Y(t,y;  ).)d(  =  K,(a:',  j)-!- XKoCar,  j-)-+- ...  h-  X"-'  Kn(x,y)^... 

et,  par  suite,  de  la  série 

Ki(.r,  a")  -h  XKjfar,  a?)  -+-...  -h  >."   '  K„(  j-,  x)-^  . . .. 

(')   <)n  roljlienl  ni  écriv;inl  ipin  l'inlt-srale  (iniilil.- 

Ç  j ^k  «.  v )  l  =(■•?(«)  +  "'--^  { "  )  1 1  ^t-r  (  »'  )  -t-  ?•; (  *•  )  ]  '/"  f/»' 
est  une  fortiic  (iii;hIi;iI  ii|iio  di-tinii"  [msilivc  en  a,  [i. 
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Or,  d'iiinès  riii('i;alilr  de  Scliwaiz  généralisée,  on  a 

I  1  Si u,  i')Wi>+^'iii,  ar)K'/'-J'(p,  x)  du  ck 

<[  f  fsdi.  r)K'/^+i'(M,  x)K^P-^^'[v,  xUda  dv 

x)  /   I  ^{li,  v)K'P-^Hu,  x)K^i'-^'{v,  x)dudv' . 

c'esl-à-dii  e 

[K.2,,{x,  a-)]2£  K,^,^.2(ar,  x)-x  K^p-iix,  x) 

et    le  raisonnement  s'achève  comme  pour  un   noyou   syméirique  ('n"  TiST), 
Tvut  noyau  syméti-isable  admet  donc  au  moins  une  valeur  sinf^ulit're. 

o.   Minimum     de     l'intégrale     1        l      [K(x.  y)  —  c;(  J")'y(  j' i]- </.r  <-// 

•  ((  •  Il 
(n°  (îOl).  —  Su|)posons  que  cette  intégrale  soit  miiiiniiini  |ii;uii"  un  sy-ténie 
(le  fonctions  ^{x),  '^{y).  En  y  remplaçant  '-^(x)  par  'ç(  x)  -^  7.-Ç\{x)^ 
'^{y)  par  '^{y)-\-  ^'|'i(j')>  "^^  obtient  une  fonction  I(a,  [i)  des  deux  para- 
mètres a,  [j,  qui  doit  rire  minimum  pnui-  5;  —  3  =  o,  quelles  que  soient  les 
deux  fonctions  !i,(.r),  'l^i  y). 

,  ,.  .        (J\  ,  , 

La  condition  —  =  o,  pour  a  =  li  =  o,  donne 
dy.  '  ' 

I      ':>i(x)dx  I     {ï\(x,  y)'b(y)— o(x)'l^y')]dy  ^  o. 

ce  qui  exige  qu'on  ait,  pui^cpie  '^i{x)  est  arhilrairi', 

f    K(x,yyl{y}dy  =  o(x}  f    'y^( y)  dy  ^  C-^ix  •: 

•-  a  '-  Il 

,  ,.    .  Ol  ,  ... 

la  condition  —-  =  o  donne  une  antre  equalion  de  même  lorme 

/     li(x.  y)o(x)  dx  =:  C'-!j(y), 

^  Il 

C  et  C  étant  des  constantes.  Ces  constantes  C  et   C  étant  nécessairement 
jjosilives,  on  peut  ramener  le  système  obtenu  à   la  formel  in  du   n"  r)98, 

en  remplaçant  les  fonctions  cp  et  'l  par  // '.;  et  --  re^perlivemcnl.  et  choisis- 
sant convenablement  la  constanlc  /i. 


■  ■■>  f — 


CIIAI'ITIIK  XXXIII. 

APl'I.ICATKiNS  DKS  KC  HATIONS  INTÉGRALES. 


Les  applications  des  équations  intégrales  sont  déjà  nombreuses 
et  importantes.  Xous  allons  en  indicpier  (pielques-unes,  relatives 
au  calcul  intégral  et  ;"i  la  |)liv>i(nit'  mallu'iiiatique. 

I.  —  APl'r.ICATlONS  AL\  KOI  ATIONS  IHII-Hl'.KNTIELLES. 

602.  Sur  quelques  propriétés  des  équations  linéaires.  —  ^ious 
établirons  dabDici  (jiiclques  |)ro|jriélés  très  simples  des  intégrales 
dune  équation  lint-aire.  concernant  les  zéros  de  ces  intégrales. 
Soit 

(i)  y  =  piT)y-j-q{x) 

une  équation  linéiiiic  dunt  les  ((M'Ilicicnts /^  et  (j  sont  continus 
dans  un  intervalle  {(i.  h),  où  a<iO.  On  sait  que  toutes  les  inté- 
grales sont  conliniies  dans  le  même  intervalle,  et  l'inlégiale  pic- 
nant  la  valeur  t,,  |)()iir  une  xaicur  jTo  de  x,  comprise  entre  a  cl  />, 
a  pour  expression  (II.  n"  360) 

,    >  /.'^"•'■'        .     /"       /     -/.''"'••' 

{■2}  y  =  e    ■'"        |j>'u-4-    /      q  <l.rt'      ' "        |; 

il  résulte  de  celte  formule  rpic  si  jOii  a  i'„  o.  (jdo,ysev;\  |>(»silif 
pour  j;>>j7o-  l^i^'"  cons('(pienl,  si  hi  Jonction  f]{x)  n' est  jamais 
négative  dans  l' intervalle  (a,  //),  une  intégrale  ne  peut  passer 
d  une  valeur  positive  à  une  valeur  négative  li>rsijue  ./  eroil 
de  a  à  b.  Les  conclusions  seraient  ienvers(''es  si  I On  ;i\;iil  ij  o. 
Considérons,  en  second  lieu,  une  ('(pialion  de  Iliccali 

(3)  '-^  =  Pmî-hQu-    i; 

ax 
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tlonl  les  coefliciciits  sont  conliniis  dans  l'inlervalle  («,  b).  Toule 
intégrale  (f(x),  conlintie  dans  cel  intervalle,  satisfait  aussi  à  une 
('(jiialion  liiK-aire  de  la  forme  (i)  dont  les  coefficients  auraient 
|)Oiir  \aleurs  p  =  Vu-h^}i  '/=I'>-  l*-'!'  suite,  si  11  n'est  jamais 
négatif  dans  rinlervalle  (a,  A),  une  intégrale  continue  dans  cet 
intervalle  ne  peut  passer  d'une  valeur  positive  à  une  xaleni  néga- 
li\f  l()is(pie  .r  croit  de  a  à  />. 

IMiis  ;,M,'néialement,  soil  y(T)  une  iiiléjïrale,   conliiiuc  dan:^  l'inteiveiilc 
{a,  b),  (l'une  l'qualion  do  la  forme 

d.r       '       ^    — 

les  fonctions  P{x,y)  et  R(./v)  t'tant  continues,  et  K(.r)  n'étant  jamais 
négatif  entre  a  el  h.  Celte  intégrale  ne  |)eut  passer  dune  valeur  positive 
à  une  valeur  ncj^ative  lorsque  .r  croit  de  a  à  h. 

Prenons  maintenant  une  é(juation  linéaire  du  second  ordre 

(  1  )  y"  ^  H  (  -î-  )/  -^  Q  (■■?-;r  =  "• 

dont  les  coefficients  sont  continus  entre  a  et  h.  On  a  déjà  élahli 
(II,  note  de  la  page  4'>-5)que  deux  racines  consécutives  d'une  inti-- 
grale  cpiclconque  >',  (x)  comprennent  une  racine  et  une  seule  de 
toule  autre  intégrale  j>^2('^)-  Une  intégrale  j^(  (^")  est  complète- 
ment di'lerminée,  à  \n\  facteur  constant  près,  si  l'on  connaît  une 
racine  ./„  de  cette  intégrale,  car  on  poiil  (lis|>ON('r  du  laclcnr  C>  de 
laçon  cpie  la  dérivée  Cj'',  (  x)  prenne  une  valeur  donnée  quelconque 
pour  J7  ::=. 270 .  H  s'ensuil  qu(>  les  racines  d'une  intégrale  sont  déter- 
minées si  l'on  connaît  I'iiik^  d'elles,  et  il  ré-sulte  du  théorème  de 
Stiirm  cpie  nous  venons  de  rappeler  (pic  toutes  ces  racines  varient 
dans  le  inènte  sens,  si  l'on  fait  \arier  1  une  d'elles. 

Si  Ion  a  ()(.r)<o  dans  l' intri^aUe  (</,  h),  une  i/i(('s,>/(t/e 
ne  pcnl  avoir  plus  d' une  racine  dans  cet  intcrvaUc.  Supposons, 
en  clicl,  que  x^  et  .r,  soieiii  deux  racines  consécutives  diine 
intégrale  y[x)^    comprises    entre    a    et    h.    \m    dérivée    logarilli- 

miqiie  //  =  ^  de  cette  intégrale  serait  coni  mue  de  .?  „  --  î  à  j',  —  t\ 

et  cllt;  devrait  passer  de  -}-  ac  à  —  y:  Ioimjuc  ./  croit  de  ,r„  +  s 
kx^  —  •'.  Or,  ceci  est  impossililc.  pniN(pic  //  >ali>lait  à  imc  é(pia- 
lion  de  liiccati  de  la   forme  (   » )  dans  hupicllc  le   terme  tout  ccmuti 
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est  précisément  —  ^}{^)  (n"  i02).  Si  ^  >>  o  |)Oiir  x  =  a.  on  voit 

(le  plus  que  I  lnléjj;rale  ne  peut  avoir  tic  racine  entre  a  et  0. 

Lorsque  Q{^)  a  un  signe  quelconcjue,  on  peut  avoir  des  rcn- 
seigneineiits  sur  le  iionihre  des  racines  d'une  intégrale,  comprises 
entre  a  et  b,  au  inovcn  (run  auire  théorème  de  comparaison,  dû 
aussi  à  Sturni.  Pour  énoncei-  ce  liiéorème,  nous  supposerons  que 
l'équation  linéaire  a  été  mise  sous  la  forme  canonique  suivante 

/"  et  i^  étant  des  fonctions  continues,  dont  la  pi'emière  /:  peut  être 
supposée />o.v/7/\e.  Pour  ramener  TfWpiaïKju  (4)  à  cette  forme,  il 

suflil   de  multiplier   tous   les  termes   par   le   facteur  ])osilif  ^<^ 
Gela  posé,  considérons  une  seconde  équation  de  même  forme 

et  soifut  ,Zo,  r,  deux  racines  consécutives  dune  intégrale  y{^') 
de  (  5)  entre  a  el  b:  si  l'on  a  conslamment  k^'^k^  gi^g-,  entre  Xq 
et  Xf,  toute  intégrale  z{x)  de  Vérjuation  (6)  a  au  moins  une 
racine  comprise  entre  Xo  et  x,. 

Il  suffit  évidemment  de  prouver  (piil  ne  peut  y  avoir  d'inté- 
grale :-(x)  de  l'équalion  (())  reslant  |)osilive  de  Xq  à  x,,  y  compris 
ces  limiles.  Admettons  pour  un  moment  Texislence  d'une  telle 
intégrale,  el  jiosons 

/.  dv  /.,   dz 

j^  dx  z    dr 

■celte  fonction  u  serait  continue  de  :roH-£  à  x^  —  s',  et  passerait 
de  -h  GO  à  —  oG,  car  <>>,  reste  finie  pour  x  =  Xo  et  .r  =  ./•, .  (  )i'  on  a 


du         dm         d«j. 


=  —  .-^  -  7  '•' 


dx  "  dx         dx             '^        A  '■"/.,      " 
•ce  qii  ou  pciil  l'ciiic  encore 

du              I  i   I           1  ) ,                            1^1  I  *       ,          o 

dx             V.  (A,        k\                             '//. ,  /  \                 ' 

(^  est  une  ('(iMalioii    liiiiMire  en  //,  doiil  les  enelficienls  ^oul  con- 
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lliiiis  dans  rinlerxiillc  (^o+  '.  •^'i  —  ^' )i  ^t  où  le  terme  tout  coiimi 
est /:>o.ç////' dans  cet  iiilervalle.  Elle  no  petit  donc,  d'après  la  pro- 
priété <'hil>Iie  an  dt-hiil  d<;  (<■  paragraphe,  admcltrc  irinlt-gialc 
passant  de  +  x  à  —  x  lorsque  x  croît  de  Xo+  £  à  r,  —  z' .  Toute 
intégrale  de  l'équation  ((3)  a  donc  au  moins  une  racine  entre  .r„ 
cl  .r,  (M. 

ippiicatio/is.  —    i"  (Considérons  1  étjualion 

xl-iy  =o, 


_d_/       dy\ 
dx  V        <:/jr/ 


([ni  nedillcre  de  l"('([nali<>n  de  Bessel  (11,  n"  ili)  que  |)ar  le  chan- 
gement de  X  eu  — x.  Si  Ion  fait  variera:  d'une  valeur  positive  / 
à   une  valeur  quelconque  supérieure  à  /,  le  coefficient  ^•ï"'   .est 


(')  On  peut  élendre  la  proposition  aux  intégrales  ^ix)  de  l'ijciualiim  (><}  (|iii 
admettent  la  racine  x,,.  Soit,  en  ellel,  zix)  une  intégrale  telle  <|ue  ^(x^)  =o: 
nous  allons  montrer  que  cette  intégrale  admet  au  moins  une  antre  racine  entre.ru 
et  x^.  Choisissons,  en  efl'et,  un  nombre  c,  compris  entre  j",,  et  jr,,  et  assez  voisin 
de  J7(  pour  que  les  deux  rapports 


/.■jK'(.r)         '^  •'        '        /,;zix)         w, 

soient  continus  et  positifs  de  x„  à  c.  Vm  posant  \' =  ^  — ^,.  on  trouve,  d'après  les 
équations  (5)  et  (C)  elles-mêmes, 


dv 
dx 

dx 

dx 

I 
~  7- 

^-*•' 

■s'  " 

o\  -=1 

di'  _ 

dx  ~ 

"  /7 

■^\^s 

O  1 

){'-:- 

-t- 

?t)+  ; 

is 

-S'.) 

le  terme  indépendant  de  r  dans  le  sccontl  membre  est  négatif  <>u  nul  enire  x^ 
et  c,  et  l'on  a  k'{x„)  =  o.  Il  s'ensuit  que  c(c)  est  négatif  et  |>ar  suite 

(0  (  r  )  —  (0 1  (  c  )  =  ;/  f  r  ) 

est  positif.  Cela  étant,  si  l'intégrale  z{x)  ne  s'annulait  pas  entre  .rj,  cl  .r,.  ni 
pour  la  valeur  j:,,  la  fonction  u{x)  passerait  d'une  valeur  positive  à  — xlor>quea^ 
croit  de  c  à  x^,  ce  qu'on  a  démontré  être  impossible.  Si  i'nn  avait  à  la  fui^ 

on  prou\crait,  de  même,  que  i>j(c')  —  w,(c')  est  lU'gatif  pour  une  valeur  c'  com- 
prise entre  x^  et  x,  cl  très  voisine  de  x,  et  la  dillérencc  w  {x)—  w,(x)  passerait 
d'une  valeur  posiî  ive  à  une  valeur  négative  lors(|ue  x  croit  de  r  à  c'  {voir  M.  BiiciiEK, 
Transacddfis  nf  f/ie  American  Mallienuilical  Sucicly.  190?.  p.   ifjCi). 
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supérieur  à  Ix'C-  dans  cet  intervalle.  Par  suite,  deux  racines 
quelconques  supérieures  à  /  d'une  intégrale  de  réc[uati»)n  auxi- 
liaire 

4-/^y4^)  — /:rï-îY  =  o         ou         a:^.V^:x\'-l\  =o 
ilx  \       dx  j 

comprennent  au  moins  une  racine  dune  intégrale  de  1  é([ualion 
proposée.  Or,  si  Ton  prend  |^>(-'—  ij-,  léquation  auNiliaire 
admet   une  intégrale  de  la  forme  x"  sin;6logJc|  qui   admet  pour 


K- 


zéros  tous  les  nombres  «' "  ,  parmi  lescpiels  il  v  en  a  nue  inlinilé 
de  supérieurs  à  /.  Toute  intégrale  de  Téqualion  considérée  aduiel 
donc  une  inllnité  de  racines  positives. 

2"  Supposons  fi  positif  enlre  a  et  h.  et  soient  /  et  L  une 
limite  inférieure  et  une  limite  supérieure  de  g.  l  étant  positil  ; 
soient  de  même  m  et  M  deux  nombres  positifs  jouant  le  même 
rôle  pour  / .  La  comparaison  de  Técpiation  (5)  avec  les  deux  équa- 
tions auxiliaires 

d   /      d\  \ 

d   /„  dZ  .        ,,, 

donne  des  renseignements  sur  le  nombre  et  la  disposition  des 
racines  d'une  intégrale  r(\r)  comprises  entre  a  et  b. 

O'une  part,  entre  deux  zéros  conséculds  dune  intégrale  'Ai.fK 
il  V  a  au  moins  une  racine  de  )'{^')',  d'autre  [)art,  entre  deux 
racines  consécutives  de  i-(jr),  il  y  a  au  nioins  une  racine  de  ^  (^  ). 
Or,  les  é(|ualions  auxiliaires  (7)  et  (H)  sont  des  équations  à  coef- 
ficients con>tants,  et  les  zéros  de  \ (j')  et  de  Z{x)  sont  respecti- 

1-  /f>l         r,  I-  ■  '^1  ■  r.       .  .1  I 

vemenl   a— K-l/y,    J -f- K.  - 1      — ■ ,    y.  et    j  étant  tics   noml>ie>< 

quelcoiK|ues,  K  et  K  des  entiers  arbitraires.  Il  s'ensuit  que  la 
din'érence  .a-,  —  Xq  de  (\('u\  racines  consécutives  de  y(x)  ne  peut 

.    f.    .  .  /m        .  .    .  .  /"^^      i^        V      , 

être  inlerK-nre  a  ~l/-j-'  <"  supiiitint'  a  -1  - .  •  l*.n  d  autre- 
termes,  tout  inleiviillc  de  longueur  - 1/'  y  compn>  d.iii>  I  inter- 
valle (a^  h)  contient  au  m()in>  une  liuine  de  i(.r  ),  et  un  inter- 
valle (b-  longueur  ~  1  '  -p  ne  peut  eu  e<jntcnir  jdn-  d'une.  Si  1  ('(pi.i- 


\iy}.       ciivi'iTUi:  WMii.  —  application?  I)i:s  équations  intégralks. 

liDii  )•(./■)  =  0  a  /i  racines  j'q,  ./'i,    ...,  .i'«_i,  comprises  entre  a 
cl  A,  ces  n  racines  délerminent,  a\ec  rt  el />.  (/z  H- i")  intervalle»  dont 

la  III  pli  Inde  csl  m  (('•ne  lire  à  ~{/  ~r  '  ^  '"  ''  •''^"*^ 


(n-^\)r.i^  j  >  b  —  a         ou  n -h  i  > ~[/  \i'   . 

l)iiiilie  pari,  les  ( // • — ^i)  inleivallcs  compris  entre  deux  racines 
consécntives  sont   siipi-neurs  à  ~\/y  On  a  donc 

/m       ,  b  —  a      /  L 

(n  — 1)7:4/ —  <6  — a  ou  // —  i  <  — —\/—' 

Si  g  est  négatif  entre  a  et  b,  nous  a\ons  \  ii  (piiine  inl(''j;rale  de 
l'équation  (  5)  a  an  plus  une  racine  dans  cet  intervalle.  Si  ^  change 
de  signe  entre  a  et  6,  on  a  seulcmenl  une  limile  !nl('ii(;nre  pour  la 
dillérence  de  deux  racines. 

00'^.  Nouveaux  problèmes  sur  les  équations  linéaires.  —  On  a 
\u  plus  iiaiil  (II"  5ol  )  coininenl  la  résolulion  du  problème  de 
Caucliv  pour  une  équation  dillércnlielle  linéaire  conduisait  à  une 
équation  intégrale  de  Volterra.  L'élude  de  cerlains  |)rol)lèines  aux 
limites,  dans  lesquels  l'intégrale  doit  satisfaire  à  des  conditions  où 
(ignrent  à  la  fois  les  deux  limites  d'un  intervalle,  conduit  de  même 
à  des  C(pialions  intégrales  de  l'redliolm.  Nous  nous  hornerons  au 
cas  d'une  éipiation  du  second  ordre.  Les  fonctions  fondamentales 
pour  ces  é(|nalions  de  Fredliolm  comprennent,  comme  cas  |)arti- 
eiiliers,  un  griiiid  nomlirc  de  l;uinllcs  de  loiielioiis  orl liogoiiales 
qui  s  étaient  déjà  présentées  dans  di\erses  questions  d'Analyse  ou 
de  l^hysique  mathématique.  La  recherche  de  ces  fonctions  fonda- 
mentales se  ramène  en  général,  comme  on  le  verra  un  jh'u  plus 
loin,  uu  pr(dilème  siii\:iiil.  I'.l:inl  doniK'e  une  ('(luation  lini'-aiie  du 
second  ordre 

où  A  esl  un  p;iiaiiièl  rc;,  /,-,  /•,  i,' des  foiiclion>  de  ./(loiil  la  première 
est  positive  diiiis  I  inierxalle  (^(i ,  />),  IroiiNcr  les  valeurs  de  K  pour 
lesquelles  il  existe  une  intégrale  )'(.r  »,  dillVi cnle  de  zéro,  eoiilinuc 
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en  Ire  «  et  Z/,  et  satisfaisant  à  des  cundilKjns  aux  limites  de  la  furnie 
suivante 

<"»       *(3;),.-"->-'«'  =  -     -^'Cs),,- «■-••' *>  =  »• 

A,  13,  A),  B,  étant  des  constantes  données.  L'exislcnre  d Une 
infinité  de  valeurs  de  A,  pour  lesquelles  il  existe  une  intégrale 
satisfaisant  à  ces  conditions,  est  une  conséquence  immédiate  de  la 
théorie  des  équations  intégrales,  dans  les  cas  que  nous  traiterons. 
Les  propriétés  d Orlliogonalilé'  se  démontrent  très  simplement  en 
partant  de  1  équation  dillérenlifUe  elle-même,  Sfuent,  en  ellet,  ).| 
et  Ào  deux  valeurs  du  paramètie  /..  à  chacune  desquelles  corres- 
|>ond  une  intégrale  de  l'équation  (cj),  satisfaisant  aux  conditions 
aux  limites(io);  ces  deux  \nlégra\es  yi(x)  ely-^i^^^  vérifient  aussi 
la  relation  suivante,  fpii  se  déduit  des  deux  é<pialions  différen- 
tielles en  éliminant  le  coellicicnt  g', 


dx  I 


dy\ 
dx 


''[y^-'^  -  y^'^^)  \-^0^v 


dx 


i-^)ry\y>  =  o, 


d  ou  1  on  lir( 

{ 


X,-À,)  f  r 


{x)yx{x)yA  x)  dx 


K-^ 


dv',  \ 


Mais  les  conditions  aux  limites  (lo  )  que  vérilienl  p,ir  liNpothèse 

I  1  r  •  /  \  dY\  dvi 

les  deux  fonctions  y,  [x)  etjyo'-^)  prouvent  que  r^  —. _^>'i  -^  est 

II  ni  |>(Mir  ,r  =  r^  et   pfjiir  x  =  ^.  On  a  donc,  en  su|)|>(i->aiit   /.^^  j..,. 


0') 


r'' 

I     r{x)yi(x)y>(x\)  dx  =  o. 


On  a  aussi  étudie'-  des  cas  où  la  fonction  /{(x)  est  nulle  pour  ./•  =  d 
ou  pour  x=h.  Si  /:(«)  =  o,  la  |)remii"'re  condition  aux  limites 
doit  l'tic  icmplacée  par  la  condition  (pir  I  intégrale  reste  lime 
pour  j?  =  «  ;  il  en  est  de  humik;  de  la  seconde  condit  ion  aux  limite-^ 
si  l'on  a  aussi  l^{h)  =  o. 

f)()i.  Détermination  d'une  intégrale  par  ses  valeurs  )(</)  et  )(/y  i, 
—  -Ncjus  alloii-,  «'•tudier  en  détail  le  j)liis  >im|)le  des  prohiémrs  dont 
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il  \  icni  dèire  ([iiolidii.  I.i  iccIhicIic  (rime  inLct;i'al(î  |)rcnant  des 
\ali'iir.s  tloniK'cs  aux  deux  exlréniili-s  d'un  intervalle.  On  peut  évi- 
deinmenl  siipjioser  que  ees  valeurs  sont  nidles,  ear  il  suffil  d'un 
clianj^eiiii'iit  hien  facile  d'iMcoiniuc  pour  èlie  rauKMK-  à  ce  cas; 
c'est  ce  (iiic  MOUS  ferons  (l(''soruiais.   (  ^(Uisidéroiis  I  ('(pintioii 


(vi) 


'^=ÀA(:r)7-f-/(^), 


A(.i')  et  /"(.r)  étant  continues  dans  linlervalle  (rt,  b).  Pour  appli- 
quer la  inélliode  des  approxiiuations  successives  à  la  résolution  de 
ce  nouveau  problème,  ou  est  conduit .  eoninie  on  la  dépi  f)l)servé 
à  plusieurs  leprises,  à  cliercher  un  développement  ordonné  suivant 
les  |)uissances  entières  de  A,  satisfaisant  lormcllement  à  l'écpia- 
tion  (12),  et  dont  cIkuiuc  coeflicienl  est  nul  pour  x  =  (i  et 
|)Our  .r  =  b. 


(.3) 


r  =roCa7)  -h  Àji  (37)  -+-...  -f-  l"f„(x) 


Le  premier  terme  »'o  (x  )  sOhtient  en  rt'solvant  le  problème  pt)ur 
l'équation  simple  obtenue  en  faisant  a  :=  o.  Or,  on  sait  que  l'inté- 
grale générale  de  ré(|ualion  K'y(.r)  =y"(.r)  est 


70 


(07)=    /     {cr  ~  s )/(s)  ds  -i-  Cix  -h  C^; 


en    (l(;lerminanl    C(    et    ('>o    de   faeon    (pic  y^)(^a)  =  y^i  b)  ^  o,    on 
IroiiNC  (pie  rint(''j;rale  eliereliee  a    pour  expression 

yo(T)=   f    (x  —  s)f{s)ds-'^j-^    I     {h-s)f{s)ds, 

^a  '-Il 

ce  (pi  on  peut  encore  écrire 

(14  )  y,(x)  =  f    K(.r,  s)f{s)ds 


en  posant 

(i5) 


\\{x,  s)  = 
K(x,  s)  = 


(x  —  b)(s  —  a  ) 

(x  —  a)(s  —  b) 
b  —  a 


pom 


(jCtle  lonel  ion  K(j^',  .y),  (pu  \a  )oiiei'  nu  n'de  essentiel  dans  la  suite, 
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est  évicleniiiienl  conliiuie    cl  svnirli  if|iic   en  x   el  s.   (^onsltlt-rée 

comme  fonction  de  x,  c  esl  une  intéirrale  de  1  éfinalion— ; —  =:o, 

dont  la  dérivée  première  est  discontinue  |)Our  x  ^  s\  cette  dérivée 
première  augmente  brusquement  de  l'unité  Iors(|ue  x  passe  de  s —  e 
■d  s  -7-  i,  mais  la  dérivée  seconde  est  continue.  La  courbe  figurative 
se  compose  des  deux  côtés  d Un  triangle  avant  pour  sommets  les 
trois  points 

;                           r                       (s-b)(s-  a)^ 
{x  =  a,y  =  o),         (x  :=  Ij.  y==o).         \x=s,y=  f,  _  ^ * 

J  ous  les  autres  termes  de  la  série  (i3)  se  calculent  aisément 
par  voie  de  récurrence;  d'une  façon  générale,  yn{-^)  C'^t  Ki^e  inté- 
grale de  l'érpiation 

-^^  =  Mar,y„Mx^ 

s'annulant  pour  x  =  «,  x  =  b.  On  a  donc,  d'après  le  calcul  (pii 
\  if'iit  d'être  l.iil, 

J'u(^)=   I      K(x,  s)X(s)y,i-i(s)ds; 

^  a 

ce  sont  précisément  les  calculs  (|u  il  laiidrail  eiïectner  pour 
résoudre   par  ap[)roxinialions  successives  I  é(juation  de  l'i  edliolm 

'  iGj        y\x)—'i.   I     K(x,  s)A(s)j-(s)ds  ^   I     Ki  X.  s  )/(  s  )  ds: 

ce  qui  s  explicpie  aisément  d  après  la  façon  même  dont  on  a  intro- 
duit la  fonction  K(.r.  .si.  En  edet,  si  lintégrale  v  (j?)  de  l"t'(pia- 
liiin  (12)  est  nulle  pour  x  =^  a  el  pour./'^/y,  le  calcul  fait  |)Our 
r/qualion  >'' =:y(j7  )  |)iouve  que  r(-i")  doit  satisfaire  à  l'équation 
intégrale  (  16).  La  réciproque  est  d'ailleurs  imnK'diate.  En  résumé, 
/a  recherche  d'une  intégrale  de  V équalùm  (12)  sunnulanl 
pour  X  ^^a  et  pour  X  ^=^  h  retient  à  la  résolut  imi  di'  l' éifiinliDn  de 
hrcdliolin  (lO).  On  voit  par  là  les  dillérences  essentielles  (Mitre  le 
piohlème  de  (^aiicliy  el  ce  nouveau  |)roblème  aux  limites,  landis 
(pir  la  nii'liiodc  df'S  apjiroxmialions  >ti(;cessives.  .ipplnpit'c  an 
problème  de  (^auchv,  conduit  toujours  à  une  série  convergent»',  la 
série  (  \'\)  ne  converge  que  >i  j  a|  est  assez  petit.  De  plus,  il  existe, 
nous  le  verrons  tout  à  llieure.   iinr  inlinité  de  \aleurs  de  /,  pour 
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lcs(|iicllos  le  ii(iiiV(Mii  j)r()blrine  n'est  possible  que  si  la  rmic- 
lioii  /\./t  \éiiiie  une  cor)tlllioii  subsidiaire. 

Siip|)(»sous  d'abord  cpie  la  valeur  donnée  du  paramèlre  ).  ne  soit 
pas  une  valeur  sin<;Mlière  pour  le  noyau  K(.r,  5)\(5);  d'après  la 
théorie  générale,  récjuation  (i())  admet  une  solution  cl  une  seule 
(|u  (tn  |)eul  représenter  par 

r'' 

H(j:',  f  ;  ).)  étant  une  loneliou  méroniorpbe  de /.,  qui  n  est  pas  iden- 
tique à  la  résolvante,  mais  qui  s'en  déduirait  aisément.  iJ'ailleurs, 
en  substituant  l'expression  (17)  àey{x)  dans  la  relation  (lO)  et 
en  écrivant  qu'on  obtient  une  identité,  on  arrive  à  une  équation 
fonctionnelle  permettant  de  définir  la  fonction  H(:r,  .v;  a) 

(iS)         \\(x,  s\\) —  \\ix,  s)-r-k   j     \\(t,  t)\(t  )\\(  (,  s:'/.)(/L 

^   a 

On   voit  (|ue   n(j:.  .v  ;  a)  est  la  somme  de   deux   termes  dont   le 

second   Hi    est  continu,  ainsi   nue   sa   dérivée  —r-^-,    dans    I  inter- 

'  d.r 

valle  (Vï,  6).  D'après  les  propriétés  de  lv(x,  5),  on  a 

la  dérivée  -r-  présente  donc  la  même  diseontimiité  cpie  la  dérivée 

de  K(.r,  5)  pour  x  =  5,  et  II  est  nul .  <piel  (pie  soit  5.  poiii  x  =  Oy 
et  pour  ./■  =  b.  Ces  propriétés  suffisent  à  (l('-leniiinei'  la  (onc- 
tion ll(./',  .v;  A).  Soient,  en  elTel,  .Vi(.r,  a)  et  Vj(^',  a)  deux  inté- 
grales de  léquation 

('9;  g=XA(^)j', 

continues  ainsi  (pie  y',  (x),  y!,  (.r)  dans  lintervaile  u/.  h),  et  satis- 
faisant aux  conditions  de  Caucliv,y)  (rt)  =  o,  y\  (</ )  =  1 ,  j'o(A  )  =  o, 
j'!,(^)=i.  Toute  intégrale  de  l'équation  (i()\  qui  est  nulle 
[)Oui"  .r  ^c/,  et  cou  II  nue  ainsi  (pie  sa  dérivée  dans  lin  ter\  aile  (rt,  .v), 
est  de  la  forme  (>,)',(.r,  a)  dans  cet  intervalle:  de  même,  si  elle 
est  continue  ainsi  ipie  sa  dérivée  dans  l'intervalle  (^6",  l>  1  et  nulle 
|)(jiir  X -^  h.  elle  est  de  la  forme  C2j'2(-i',  a)  dans  cet  intervalle. 
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Pour  que  la  ioiiclion  soil  coiiliniie  potir  x=:s^  et  ([iie  sa  dérivée 
présente  la  même  disconlimiité  que  la  dérivée  de  K(j".  .s),  il  faut 
f|ii'ou  ail 

I     CoJ-2(-f,    '•)—  C17,  (5,    >.)  =0, 
(20; 

équations  qui  donnenl,  en  j^éiiéial,  des  valeurs  finies  |)Oiir  (^,  el  Cj. 
Le  cas  où  le  délerniinaut  j'^y', — J^t.r',  serait  nul  sera  examiné 
tout  à  l'iieure. 

Si  l'on  sait  intéi^rer  l'équation  homogène  (19),  on  peut  donc  foinier, 
sauf  dans  ce  cas  exceptionnel,  la  fonction  ïl( x,  s;  X)  qui  joue  le  nnènie  rôle 
dans  ce  problème  que  la  fonction  '^(x,  a)  pour  la  résolution  du  problème 
de  Caucliy  (II,  n"  -401;.  Il  est  facile  de  vérifier  que  la  fonciion  y  (:r),  repré- 
sentée par  la  formule  (17),  donne  la  solution  du  problème.  En  effet,  celte 
formule  peut  s'écrire 

(17)'         y{x)=   1     K(x,  s)f(s)ds-h   I     lh(x,  s;l)f(s)cls, 

la  fonction  \\i{x,  s;  Àj  étant  continue  ainsi  que  ses  dérivées  entie  a  el  h. 
On  en  déduil,  en  dilléienliaiit  (Kii\  fois,  el  tenant  compte  de  la  propriété 
caractéristique  de  K(^,  s), 

y(x)=f(x)^  f    'Illh.f(s)ds=f(x)-^}.  f    \(x)U(x,s;l)/{s)ds 

on  y" {x)  ^  f  i^x) -^  \k{x)y. 

00^).  Étude  des  valeurs  singulières.  —  Si  A  est  une  valeur  sin- 
gulière [)Our  le  noyau  Iv(a7,  .vjA(.s)  l'équation  intégrale  homogène 

«pfar)  =  À    /     \\{x^  s)S.{s)':^(s)ds 

admet  une  solution  dillérente  de  zéro,  el  par  siule  1  équation  (19) 
a  une  intégrale  ©(.r)  s'annulant  aux  deux  limites  a  el  b^  ce  qui 
prouve  qu'à  une  valeur  singulière  ne  correspond  qu'une  fonction 
fondamentale  distincte.  Ces  valeurs  singulières  sont  en  nombre 
infini.  Nous  prouverons  d'abord  (pic  K(j;,.v)  est  un  noyau  défini. 
l)'iiiic  |)arl,  ce  novau  csl  fermé  :  si  lOn  a,  en  effet, 


<!^(x)  =    I      K(x,  s )'j,(s  )  ds  =  o, 


(pi cl  cpic  soit  :r.  on  en  déduit  '^"(.r)  =  o(j")  =  o.  De  plus,  toute 
(1  .  iti.  :,• 
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les  \al(Mirs  slni;»ili('ies  de  K(.r.  5)  sont  négali^'es,  car  on  obtient 
CCS  valeurs  sin^iilièi-es  en  cliercliani  les  valeurs  île),  j)()ni-  les(|uelles 

I  é(jual  li)n  j)''=: /,_y(  .r)  admet   une  intégrale  sannulant  en  a  i-l  h. 

Ces  valeurs  sr»nt  ('-v  ideniinciil  de  la   forme  — {- — ^  )  ?  n  étant  un 

\h  —  a  J 

n()nd)re  entier,  et  les  (onctions  fondamentales  sont 

; 

.    \n-{x  —  a  )) 

sni  < ; • 

(       b-a       \ 

II  suit  de  là  que  le  novaii  K(a',  .ç)A(.s')  ap|)arlienl  à  la  classe 
éltidiée  au  n"o9o;  la  résolvante  admet  donc  une  infinité  de  pôles, 
tous  réels  et  simples,  el  à  cliacun  d  eux  corres|)ond  une  seule 
fonction  fondamentale.  Dans  le  cas  j)arlicidier  où  la  fonction  A(j:) 
a  le  même  signe  entre  a  et  6,  le  noyau  K(.r,  s)S.(s)  est  un  noyau 
de  Sclimidt,  et  les  propriétés  précédentes  se  démontrent  encore 
plus  simplement  (n"  o93  ).  Si,  par  exemple,  A.(a7)  est  négatif, 
toutes  les  valeurs  singulières  sont  positives.  i/ap|)licati()n  de  la 
méthode  de  Scliuarz  |)ermet  de  déterminer  de  proche  en  proche 
les  pôles  de  la  rt-solvante  el  les  fonction^  Iniidiimciitales  ('). 

On  peut  ("ornier  dire(;temeut  l'équation  I3(a)  =  (J  qui  donne  les 
valeurs  singulières  en  partant  de  l'équalion  dillérentielle  elle- 
même.  Soit,  en  effet,  )',  (:r,  A  )  Tintégrale  de  léfpiation  (19)  qui 
satisfait  aux  conditions  initiales  Vi  i/f^  ">*-)  =^0? .)',  {f'f  a)  =  i .  Cette 
intégrale  est  une  fonction  entière  du  paramètre  A,  qu'on  peut 
développer  suivant  les  |)uissances  du  paramètre  A  en  calculant  les 
coefficients  par  la  uK'lhode  des  approMniahoiis  successi\es  (11, 
n"  !}*,)()).  En  écrivant  que  cette  intégrale  est  nulle  aussi  pour.r  =  />, 
on  ohlient  une  équation  entière  eu  A, j)',  (/;,  A)  =  0,  dont  !es  racines 
sont  précisémeeit  les  valeurs  singulières  demandées.  On  peut  re- 
marquer que  cette  équation  s'f>l)tieiidrait  aussi  en  égalant  à  zéro 
le  déterminant  y-i{s^  À)r',  (v,  A) — J'il,-"».  ''>).'••(■''■'  '\)  *'^^  équa- 
tions (20)  ;  d'après  la  forme  de  l'équation  (  19)  <|ui  ne  renferme  pas 
de  terme  en  ^'',  ce  détei  iiiiiianl  est  in(li'|)i'ndanl  de  .v  (II,  n"  iOO) 
el  idciiti(|ue  à  — j',(^.  A). 


(')  K.  IMr.AiU).  Traité  (rAnalyse,  t.  III.  Cli.ip.  VI  l'oiir  le  cas  <>ù  A(a-)  a  un 
si;;iie  quclronquc,  voir  aussi  la  Thèse  «Ir  M.  S.wni.i.vici  {Annales  de  l'Ecole 
IS  or  maie,  lyog). 
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600.  Refroidissement  d'une  barre  hétérogène.  —  La  mélhudc 
que  nous  venons  de  suivie  diins  le  cas  >ini|ile  du  numéro  pré- 
cédent s  étend  sans  diriieullt'  ;i  des  t''(jiiaUons  du  secontl  ordr(;  de 
forme  plus  génér;de  avec  des  condilions  aux  limites  un  peu  moins 
simples.  Etant  donnée  une  équation  linéaire  du  second  ordre 

où  le  coefficient  dey  est  une  fonction  linéaire  d'un  paramètre  A, 
supposons  qu'on  veuille  développer  suivant  les  puissances  de  ). 
une  intégrale  satisfaisant  à  des  conditions  initiales  de  la  forme  (loV 
Le  premier  terme  du  dévelopj)ement  s'obtiendra  en  lésohant  le 
problème  pour  l'équation 

y'-^p(x)y-h  fj{x)y  =f{x); 
I  ap|)licalion  de  la  mélliode  de  la  variation  des  constantes  permet 

r''  ■  ■ 

de    mettre    cette    intégrale    sons    la    foinu;     /     K{x,    s)/is)ds^ 

K(x,  s)  étant  une  fonction  qui  dépend  à  la  fois  des  condilions  aux 
limites  imposées  à  l'intégrale  et  des  coefficients  p{-t)  et  cj{x). 
Celte  fonction  ^{x^  s)  étant  déterminée,  la  résolution  du  problème 
proposé  pour  ré(piatlon  générale  de  la  loime  (21)  est  ramenée  à 
la  résolution  de  léfpialioii  inlc'-grale 

pi'  pi> 

y{x)-\-\    I     K(x,  s)r{s)y{s)ds  =    j      K{x,  s  )/{s  )  ds, 

dont  le  noyau  est  — •  K(.r,  s')?'(^s).  Nous  allons  applnpier  celle 
mélliode  au  |>ioblème  du  refroidissement  d'une  barre  liétérogène. 
Analjliqueuient,  le  problème  est  le  suivant  :  Trotisci-  une  inlr- 
grale  de  V équal.ion 

•       '  0.r\      OX  I  Ot 

se  r^'didsd lit  pour  /  ^  o  //  (i ne jOnclion  donnée  Uo(^)(o  <<.i'<C  ^)» 
et  salisj((isanl ,  en  <nilr(\  (tii.r  coud  il  nuis  nu  r  limites 


//  l      =;   0 

Ox 

|Miiir 

Ox 

|.nur 

(ïi) 
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//  et  II  sont  (les  ronsUinles  posilives,  /.(x),  l(x).  g{x)  des  fonc- 
lions  de  x  qui,  d'apiès  leur  signilicalion  phvsif|ue.  sont  esseiiliel- 
lenient  positives. 

On   commence  par  clierelier  des  solutions  simples  de  I;i  forme 

A  étant  une  constante  et  v  une  fonction  de  x  satisfaisant  au\  con- 
ditions aux  limites  (ai).  En  remplaçant  U  par  K'e""  dans  1  équa- 
tion ("22),  on  voit  que  t"  doit  être  une  intégrale  'de  l'écjuation 
linéaire 

et  I  on  a  tout  d  abord  à  rechercher  les  valeurs  de  /.  |)Our  lesquelles 
l'équation  (a.'i)  admet  une  intégrale  non  nulle  satisfaisant  aux 
conditions  aux  limites  (20).  Ces  valeurs  de  A  sont  les  racines  d  une 
équation  transcendante  facile  à  former.  Soit,  en  elfet.  \  (.r,  /.)  l'in- 
tégrale de  (•^'î)  satisfaisant  aux  conditions  iniliides 

\  (x,  1)  =  I ,         -r-  =  fi         po  u  I-         X  =  o: 
dx 

cette  intégrale  est  une  fonction  entière  du  paramètre  "a  et,  en  écri- 

vaut  qu  ou  a  aussi  -^ h  hi\  .-=  o  pour  .r  =  A,  on  a  une  équation 

entière  en  À,  D(a)  ::=  o,  dont  les  racines  sont  précisi'-mcnt  les 
valeurs  du  paramètre  cherchées. 

En  s  a|)puvant  sur  les  ihéorèmes  d'oscillalmn  deSlurm,  on  peut 
démontrer  que  cette  équation  a  une  infinité  de  racines  réelles  et 
distinctes  (').  Xous  allons  montrer  <pie  (-es  racines  sont  les  \aleurs 
singulières  d'un  no^au  de  Schmidl.  l'our  cela,  nous  allons  tout 
ilahord  résoudre  le  problème  suiviinl  :  'rroinrr  uni'  inli"j;rale 
de  l'équation  Uni-aire 

satisfaisant  aux  romlitions  au.r  linntes  (2.)).  Soient  f,  {x).  Cofj;) 
deux  int«''grales  di'-lin(  les  de  I  ('-(piation   s;in5   second   incmbre:    l;i 

(';  .loitDAN,  Cours  d'Aindyse,  l.  III.  Les  fondions  iiinsi  dcleiininccs  sont  l<s 
/ourlions  de  ^lurm-Liomille  (Journal  de  I.iou\ille,  t.  I). 
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méthode  de  Caiichy  (  II.  u"  i(ll|)  donne  aisément  l'intégrale  géné- 
rale de  Irijualictn  avec  second  membre 

(26)  iu  X  ,  =  Cii'if  X)  —  Cîi-2(x)  -r-   I      ]v^(s)Vi(xt  —  v.i(s)i-i(x)[f(s)d.s; 

nous  supposons,  pour  siiiiplilier.  (|u"on  a 

/,(o)  =  i.         t;(o)  =  i.         f,  (o)  =  o,         v2('o)=o,         v'.,(o)  =  i. 

En  écrivant  que  la  fonction  v(x)  satisfait  aux  deux  conditions  (ai), 
on  trouve  pour  valeurs  des  constantes  C,  et  Co 


'--=\i    x-TJh /<^>^^' 

en  posant 

A  =  r',(X,)-^Hf,(X),         B  =  i-,(X)-^HP2(X). 

L'intégrale  cherchée  a  donc  pour  expression 

( 'i- I  v(x)  =   I     K(x,  s )f(s)  ds, 

en  posant 

l\ix,s)= —         [Arofs)  —  Bt>i(s)]         pour         ^u*, 

K(:r,  s)= — — j-^ [Ar^iJ")  —  Bvx(x)\         pour         5  -  .r. 

I^e  calcul  suppose  toutefois  cjue  A -h  A  B  nest  pas  nul;  sil  en 
était  ainsi,  l'intégrale  v  =  c,  (x)  +  hv.i{x)  de  l'équation  homogène 

satisferait  aux  conditions  aux   limites  (23).   Or,   le   ra])|)ort  —  est 

positif  pour  J7  =  o,  et  le  coefficient  —  /  de  t'  est  négalil  [)ar  hypo- 
thèse ;  ce  rapport  ne  peut  donc  passer  d'une  valeur  positive  //  à  une 
valeur  négative  —  Il  lorsque  x  croît  de  o  à  X  (n"  G02). 

Toute  intégrale  de  l'équation  (24),  satisfaisant  aux  conditions 
aux  limites  (^3).  est  donc  solution  de  l'tM] nation  inlé^r.di'  homogène 

(28)  yix)-^).   I      Kix,  s)g'(s)y(s)ds  =  o, 

•  0 

ohtenue  en   remplaçant  /(xj   par  — 'Kg\x)y{x)   dans    les   écpia- 
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lions  (2'))  el  (27),  et  rt-ciproqueinenl.  Le  novan  lv(.r,  s)  est  encore 
fermé,  car  s'il  existait  une  fonction  continue  'f  (^)  telle  que 

.X 


r 


fut  nul  quel  que  soit  j  .  léquation  (25)  où  Ton  aurait  rem|jlacéy(ar) 
par  'i(  ,r  )  ailuiellrait  rintéj;ralo  j)arliculière  (-  =  0,  et,  par  suite,  o(x) 
serait  nul.  Comme  g{x)  est  positif,  le  noyau  K(.r,  s)g(s)  est  un 
novau  (le  Schniidl.  et  il  existe  une  infinité  de  valeurs  singulières, 
toutes  réelles,  qui  sont  des  pôles  simples  de  la  résolvante.  A  chacune 
de  ces  valeurs  singulières  correspond  nne  seule  fonction  fonda- 
mentale, car  deux  intégrales  de  l'équation  (a^),  satisfaisant  à  la 
première  des  conditions  aux  limites  (23),  ne  peuvent  différer  (|ue 
par  un  facteur  constant. 

Pour  la  même  raison  que  tout  à  l'heure,  aucune  de  ces  valeurs 
singulières  ne  peut  être  négative.  Soient  A|,  Aj,  .  .  .,  A/.  .  .  .  ces 
valeurs  singulières,  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante, 
:2,(x)y  ç>2('3^)î  •..  les  fonctions  fondamentales  correspondantes. 
Si  la  fonction  [Jo{x)  peut  être  représentée  par  une  série  unifor- 
mément convergente  de  la  forme 

(  2cj)  U(,(.r)  =  ai'^x{x  )  -^  ai<fi(x)  -f-.  .  .  — rt„-^„(3-)  ^.  .  ., 

les  coefficients  «,,  a-,,  •  .  •  étant  constants,  la  fonction 

(3o)  Ui>,  n  =  a,  ('->■. 'o,(j:) -f-aie-'-^'ooCr) —.  .. 

satisfait  à  toutes  les  conditions  du  problème.  Nous  laisserons  de 
côté  l'examen  des  conditions  suffisantes  pour  qu'une  fonction  Uo(^) 
soit  développable  en  une  séiie  uniformément  convergente  de  la 
ffjrme  (29). 

607.  Examen  d'un  cas  singulier.  —  II  jieul  se  faire  (ju'en  appli- 
quant la  méthode  des  approximations  successives,  on  soit  arréti- 
dès  le  début  par  cette  circonstance  que  la  première  étpiation  à 
résoudre  n'admet  |)as  d'intégrale  satisfaisant  aux  conditions  aux 
limites  données.  Soit,  j)ar  exrm|)le,  à  trouver  une  intégrale  de 
1  équation  linéaire 

(3i)  y'=\\(T)y-^f(.T) 

telle  que  )-'('''  )  =  J''(^)  ^=  •^-  l^our  appli(pier  la  méthode  habituelle. 
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il  faut  daijord  chercher  une  intégrale  de  Téquation  >==/(  x)  sa- 
tisfaisant à  ces  conditions;  or,  une  telle  intégrale  n'existe  que  si  la 
fonction/(\/)  salisfiiit  à  la  r(;lalion 


fV. 


(32)  /    f{x)dx  =  o 

•'  Il 

et.  dans  ce  cas.  il  existe  une  inlinilé  diulégrales  répondiinl  à  la 
question,  qui  sont  comprises  dans  la  formule 

(33)  y{x)=    C    K(x,  s)f(s)ds  —  C, 

C  étant  une  constante  arhihaire,  et  le  noyau  K.(j:,  s)  étant  égal 
■A  X  —  5  j)our  s'^x.  et  à  zéro  pour  s  ^x. 

Lorsque  la  fonction /(j7)  ne  vérifie  pas  la  condition  (32  ),  on  ne 
peut  donc  appliquer  la  méthode  habituelle  d'approximations  à 
l'équation  (3i).  Pour  tourner  la  difficulté,  un  nouvel  artifice  est 
nécessaire.  Toute  intégrale  de  l'équation  (oij,  telle  que 

y' (a)  =y(6)  =  o, 
satisfait  aussi  à  la  condition 


(34) 


À   /     k{x)y{x)dx  -\-  I    /(x)dx  =  o, 


qui  est  l'analogue  de  la  condition  (•><).  De  plus,  celle  intégrale 
est  aussi  une  solution  de  l'équalion  intégrale 

(35)    y(x)  =  l    /     K{x.  S)X(i!)y(s)ds-i-    /     Ki  x,  s)f  {s)  ds -^  C, 

qui  se  déduit  de  (33)  en  reiu\)\,\r:in[  /(x  )  \)iiir  /(x)  -^-'/-  \{x)y{x). 
Nous  avons  donc  un  système  de  deux  écpialions  (3'î  )  et  (35)  pour 
déterminer  la  fonction  inconnue  y(x)  et  la  constante  C.  il  est 
possible  déliniinci-  l;i  consliitilc  (^,  car  si  l'on  reuq)l;ice.  dans  la 
condition  {3/i),  y{x)  par  son  expression  tirée  de  la  foiiinib-  (35), 
on  oblient  une  relation 

>,-î    /        /     K.ix.s)\{x)\(s)y(s)dxds 

h        I,  ^i>  pi- 

-hl  /     K  (x,  S)  A  (  X  )/(sj  dx  ds  -r-  >.  C  /     A  (  x)  dx  -^   /    f{x  )  dx  =  o, 
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d'où  Idn   tire  la  valiMir  Ai'  (>  |>()iir\ii  (|ae     /      \{jc)dx  ne  soit  pas 

•  il 

nul.  Boi lions-nous  à  ce  cas;  en  remplarant  C  par  l'expression 
ainsi  ohlenue  dans  la  relation  (35),  on  oblicnl  j)Our  déterminer 
y{x)  une  érpiation  de  Fredlioim 

-   r'' 

(36)  .'  ,  /    f(.T)dx 

I  -h   I      Ki^ar,  s)f( s)  (h 


À    /     \{x)dx 


ni  \ 


on  a  pose 


/     K(.r,  s)A(x)dx 

Ki(x,  s)  =  K(x,  s) =  K(x,  s  )  —  *(s). 

f   Ai.ru/.r 

Le  nouveau  noyau  K,  (.r,  .s)  se  déduit  de  K(.r,  s)  en  retianchant 
une  (onction  de  s  choisie  de  façon  qu'on  ait 

/     Ki(  X,  s)A.(x)  dx  =  o. 
•  Il 

i  ouïe  solution  de  I  é(jualioii  iiiléijrale  (36)  salislail  bien  aux  con- 
ditions voulues;  d'une  part,  c  est  une  intégrale  de  l'équation  (3i), 
car  elle  satisfait  aussi  à  lécjuation  intégrale  (35).  D'autre  part,  il 
suffit  de  refaire  le  calcul  inverse  du  précédent  pour  voir  que  cette 
fonction  satisfait  aussi  à  la  condition  (34).  C'est  donc  ici  celte 
équation  intégrale  (36)  qui  donnera  la  solution  du  problème.  On 
s'explique  aisément,  d'après  ce  résultat,  j)ourquoi  la  méthode  des 
approximations  successives  n'est  plus  applicable  en  général;  en 

ellcl,  si     /    J[x)(Ix  n'est   pas   mil.   I  iiilt'giiiie  cherchée  y(.r,  ).), 

'-a 

considérée  comme  fonction  du  p.irainclrc  /..  ;i(liin'l,  outre  les 
pôles  de  la  résolvante,  le  \n\\r  ).  =io.  |trovciiiiiit  du  icniie  tout 
connu  dans  l'équation  inh  ::i;dc. 

Kcmarque.  —  Si  À  est  une  \aleur  singulit-ie  du  noyau  K^a',  s)A(s), 
rc<|uaiion  liomogène  jk"=  ^•A(a')^  admet  une  intégrale  non  identiquement 
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nulle,  dont  la  dérivée  est  nulle  aux  deu\  limites  a  et  b.  Ces  valeurs  sin- 
i;uliéres  sont  aussi  les  valeurs  singulières  d'une  infinité  d'autres  noyaux  de 
même  espèce.  Dune  façon  générale,  considérons  une  équation  intégrale 
homogène 

(37)  o{x)  =  't.    I      K^i  X.  s)\( s)'z,( s  )  ds, 

•  Il 

pour  laquelle  on  a     /      \\)^(x,s)k<^x)dx  —  o.  On  en  déduit  immédiatement 

r'' 

qu'on  a  /  Ki  x^-C/ix)  dx  ^=  o  pour  toute  fonction  fondamentale  '^i  x  )  de 
ce   noyau,  et  par  suite  our)  satisfait  aussi  à  la  nouvelle  équation 

(38)  o(x)  =  l  I     \Ki{x,  s)-+-\]\(s)^{s)ds, 

'-■  Il 

quelle  que  soit  la  fonction  X  de  la  variable  r.  Toute  fonction  fondamen- 
tale pour  le  noyau  Ki(a",  s)\(s)  est  aussi  une  fonction  fondamentale  pour 
le  noyau  JKifa-,  5)-hX[  A(5),  correspondant  à  la  même  valeur  singulière. 
Inversement,  soit  o(a:-)  une  solution  de  l'équation  (3S):  elle  vérifie  aussi 
la  relation 

/     A(x)o{x)  dx  =  1    I      A(s)'~f(s)ds  X    1     Wixjdx. 


O 


n  a  donc    /     \{x  )'ç,(x)  dr  =  o,  à  moins  que  le  produit),    /      W(x  )  dx 

'J a  ^it 

ne  soit  égal  à  l'unité.  Dans  le  premier  cas,  o(.')  est  aussi  une  solution  de 
l'équation  (37);  la  seconde  hypothèse  donne  pour  À  une  valeur  déter- 
minée, à  laquelle  ne  peuvent  correspondre  qu'un  nombre  ///// de  solutions 
«listincles  de  l'équation  (o8). 

608.  Solutions  périodiques.  —  Un  arlilue  du  mémo  genre  permet 
de  ramener  ii  la  résoiulion  d'une  é([iiallon  de  Fredliolm  la  recherche 
des  solullons  périodiques  d'une  écpialion  linéaire 

(39)  y"{x)  =  kk{x)y^f{x), 

où  A(j^)  et  fi  oc)  sont  des  fondions  p('-riodiqiies  <ie  pt'-iiode  (o. 
Une  intégrale  de  celte  équation  sera  périoditjue  si  1  on  a 

j(w)=;-(o),  y'{i<>)^y{o). 

Considérons  d  ahoi-d  TiMpiat  1011  ohl en iic  rn  supposant  /.=:():  pciiir 
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que  celle  ocjualion  adiuellc  une  solulioii  |)érlodi(|ue,  il  faiil  L\i- 
(lemmenl  qu'on  ait    f     f{x)dx^^o,  condition  qui  exprime  (|ue 

'-    0 

)/'((j))  =  y'(o)  et,  si  celle   condilioii   est  satisfaite,   il   existe   une 
infinité  d'intégrales  répondant  à  la  question 


y 


=    /      {x  —  s)f(s)ds /      (w  —  s)f(s)ds-hC. 


Celant  une  constante  arbitraire.  On  peut  encore  écrire  celte  inU'-- 

grale 

„  (1) 

jK=    /      K(:r,  s)f(s)ds-]-C, 

i^{x,  s)  étant  égal  à  —  (x  —  to)  pour  s<ix,  et  à  —  (\ — (■>) 
j)Our  X  <^  s. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  (39)  admette   une  inté- 
grale périodique;  celle  intégrale  vérifie  les  deux  relations 

A    /      \{x)y(j:-)  d.r  ->r-    f     f{x)dx  =  o. 

«-0  «0 

j{x)=  K{x,  s)[lk(s)v{s)-r-f{s)\ds-^-C, 

et   réliniiiiation  de  G  conduit,  comme   au    numéro   précédent,  en 

r'" 

supposant  que    /      A  (a:)  r/j:  n'est  pas  nul,  à  uncécpialion  intégrale 

•-'0 

dont  le  noyau  est  de  la  (orme  K,(^,  5)A(5),  où  K,(.r,  s)  ne  dif- 
fère de  K(j7,  s)  que  par  une  lonclion  ^t(.s')  de  s  choisie  de  telle  façon 

que    /      )\.,(x,  s)  \(x)dx  so'il  nul.  Les  remarcjiies  qui  ont  étt' faites 

à  propos  de  l'équation  (■>())  s"a|)pli(|ueul  aussi  à  celle  f(juali()ii. 
En  supposant  /"(x)  =  o,  on  obtient  une  ('•qualion  iiiti'grah'  homo- 
gène dont  les  solutions  sont  les  iiih'gi  aies  pi'rioditpies  de  léipia- 
tion  y"=:  À  A(.r)  r',  les  valeurs  coriespoii(laiiles  de  A  élanl  les 
valeurs  singulières  du  noyau.  Ces  valeurs  singulières  sont  aussi 
les  valeurs  singulières  d'un  novau  de  la  forme 

[K(j7,  .vj  — «l.Ca;;  — 'I>(5)]Auv), 

^{s )  étant  d('liiii  comme  ou  \ienl  de  le  dire  (n"  ()()7,  /ir/nafy/i/c). 
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609.  Problèmes  relatifs  aux  fonctions  harmoniques.  —  L  ne  des 
premières  et  des  |)liis  hellcs  applications  de  ly  lliéorie  de  FredliDlm 
concerne  le  problème  de  Dirichlet.  Nous  développerons  les  rai- 
sonnements pour  le  problème  dans  l'espace,  en  considérant  une 
surface  fermée  régulière  -,  admettant  un  plan  tangent  unirpie  en 
chaque  point,  dont  la  positi(jn  varie  d  une  manière  continue  avec 
le  point  de  contact.  Conformément  à  une  notation  déjà  explirpiée. 
les  svmboles  /'(M  K  tpi'M),  y(_M,  P),  ...  re[)résenlent  des  loiic- 
lions  des  coordonnées  du  point  M  ou  des  coordonnées  des  deux 
points  M  et  P.  variables  sur  la  surface  -,  et  nous  mettrons  un  seul 

signe    /    j)our  représenter-  une  inlé'grale  multiple,  comme  il  ii  v  a 

aucune  ambiguïté  à  craindre.  Pour  trouver  une  fonction  harmo- 
nique dans  le  domaine  \)  intérieur  à  S  et  se  réduisant  sur  cette 
surface  à  une  fonction  continue  donnée  _^(  M),  la  méthode  de 
Neumann  consiste  (n"  o33)  à  re|)r('senter  cette  fonction  harmo- 
nique |)ar  un  potentiel  de  double  couche  dii  à  l'action  dune 
double  couche  étalée  sur  la  surface  S.  Si  l'on  prend  pour  inconnue 
la  densité  p(M)  de  celte  couche,  cette  densité  doit  satisfaire  à 
léquation  intégrale 

/•  •'■lanl  la  distance  des  deux  points  AI  <■!  P.  'j;  langle  de  la  normahr 
Intérieiiie  en  P  avec  la  direction  PM  ;  .M  et  P  sont  deux  points  île 
la  surface  2C,  dont  l'un  M  est  supposé  fixe  dans  1  intégrale,  tandis 
que  le  point  P  dt-cril  la  surface  1.  l.a  r(';solution  du  probliinc  de 
DIrirhIet  extérieur  par  la  méthode  de  Xeumann  condiiirail  à  une 
équation  de  même  forme  qui  se  (h'-dimait  de  la  première  en  chan- 
geant û(M)  en  —  o(  M).  Ces  deux  ((juaiions  intégrales  sont  deux 
cas  |)articuliers  de  Tt-quation  dt-  l'rcdJKiiiii. 

(4ijp(M;  =  À/     Kl  M.  P);(r')c/3-,. -^/-ni),         /,  M  ;  =  J-  ..(  M  ,, 

dontlenoNau   K(M.  P)  = ^  :  pour  "/.  =-;  i .  on  a  le  i  no  I  il  in  m- 

de  iJinclilcl  inIciKiir,  pouiA=  —  i    le  pnddrnic   exh  rii'iir.    Pour 
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nue  \aleiir  (|iiol((»ii(|ii('  de)..  I V'(|ualion  {\\)  douDcrail  la  solution 
du  probl(*me  suivanl  :  7'/'o//k w  la  densité  p  (V une  double  couche 
étalée  sur  ^  telle  <jue  le  potentiel  de  double  couche  coi  respon- 
pondant  ^^   vérifie,  en  chaque  point  M  de  i^,  la  relation 

(  .i  '2  ^  \si (  M  )  -  \\,  {  M  j  -  >.  [  W,  (  M  )  -t-  W.  (  M  )]  =  4  -/<:  M  ) • 

^^'/(M  I  el  \\\.(M)  sont  les  limites  vers  lesquelles  tend  la  valeur 
du  potenlit'l  ^^'(M'),  lorsque  le  point  M'  tend  vers  le  point  M  en 
restant  à  lintérieur  ou  à  l'extérieur  de  S  (ii°o27).  Le  noyau  K(M,  P) 

devient  infini  comme     >  lorsque  les  deux  points  M  el  l' coïncident, 

mais  on  a  reniarqut'-  qu  il  >uflisail  tie  deux  itt-rations  pour  en 
déduire  un  novau  ijorné  (  n"  o63  i.  Ou  peut  donc  appliquer  à 
léqualion  (4i)  la  théorie  de  Fredholm. 

L'équation  intégrale  associée  s'obtient  en  échangeant  le  rôle  des 
deux  points  M  et  P  dans  le  novau;  nous  1  écrirons 

(43)  p(Mj  =  >.   f   K(P.M)p(V)d^p-^/{M), 

-'(il) 

K(  P,  M)  étant  égal  à — ^,  où  'l  dési^rne  Tan^le  de  la  normale 

int(''rieure  en  .M  avec  la  direction  M  P.  dette  seconde  équation  se 
|)résenle  dans  un  prohlème  important  relatif  au  poler)liel  de  simple 
couche.  Soit  \  le  potentiel  du  à  Faction  d  une  couche  simple  de 
densité  o  étalée  sur  S:  en  tout  point  de  1,  les  dérivées  normales  (') 
de  ce  potentiel  vt-nficnt  les  relations  (n"  o38) 


(i5) 


dY         d\  r    cos6      .„      .  \ 

drie        dni  .'v,    /•=     '  ■ 


-Si  la  densité  p(  ^L)  est  une  xdulion  tic  lécpiation  (4->)5  '^'"^  déri- 
vées normales  du  |)()lentiel  correspondant  \  \érifient  donc  la  rela- 


,,,  ^.         .     .  ,.  .     d\        d\         ,.       j    d\\       d\\  j  . 

(')  !Ni>us  écrirons  désormais  -; —  cl  -; —  ;in  lieu  de  — — -  et  —r^i  mais  on  doit  se 
<//»,        dn^  dn^         dn^ 

rappeler  que  ces  dérivées  sont  toujours  prises  suivant  la  direction  de  la  normale 

intérieure.  Nous  désignerons  les  densités  par  p,  p,,  o,, 
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tiuii,  aueiloi^iic  à  réquatioii  (  I2  ), 

et  réciproqiiciiH'iil.  La  résolulntii  de  IrcjualHin  inléi;cale  (4^  )  clon- 
iierail  iloiic  la  solution  du  proMt-uio  sunani  :  Tminer  la  dcnsilr 
d' une  simple  couche  étalée  sur  -,  telle  que  les  dérn^ées  nor- 
males du  potentiel  correspondant  en  chaque  point  de  ï  véri- 
fient la  relation  (46).  Les  valeurs  a=  i,  ).==  —  i  du  paramùlre 

,  ,    ..  ,  d\  d\        ,      .    '     1- 

coriespondenl  au  cas  ou  1  on  se  donne  -; —  ou  -; — ,  c  est-a-aire  au 
'  an  g         anj 

[irohlrnie   de   NtHiinann   exléiieur  ou   au   prohlrnie    de    Neuiuann 

inléiieur  (n"  o2i).    On   voit    par   là   que  les   deux  problèmes   de 

Uirichlel  el   de   Neuniann   pour  une   même  surface   se  ramènent 

à  deux  équations  intégrales  associées,  le  problème  intérieur  de 

JJiiiclilet   correspondant  au    pioblènic   extérieur  de  Neumann.  el 

réciproquement. 

Rap[)eloiis  d  abord  (juebpies  propriétés  du  potentiel  de  sim|)le 

coui  lie.   Soient  V,   et  \  2  deux  potcnlu-is  dus  à   I  action  de  deux 

conciles  simples  de  densités  pi  el  Oo  étendues  surX;  V,  et  \  o  sont 

<ieu\  fonctions  harmoniques  dans  le  domaine  D  intérieur  à  I]  dont 

les  dérivées  normales  ont  des  valeurs  finies  sur  S,  et,   par  suite, 

vérifient  la  relation  générale  (n"  528) 

chacun  d<!  ces  potentiels  v('ri(ie  aussi  la  relation 

iJaiilrc  part,  \  1  et  \2  S(Hit  nuls  à  I  inliiii  comme— 1  et  h-uis 
dérivées  |)ail  i('ll(!S  soûl  de  Tordre  <h'  tt;  (""  5!2()K  li  t'iaiit  la  dis- 
lance  du  jioint  (x,  y,  z)'a  un  poinl  fixe  (  '.  Ia'S  intégrales   /  \  ,  — —  dd, 

étendues  à  la  Mirfacc  d  une  S|)lièrc  d<'cculie  (),  ilont  le  ia\onaug- 
niciitc  iiiili'liiiiiuciil,  tendent  doue  vers /.éro.  Si  1  mi  a|)pli(pie  les 
foniiiiics  :;(''ii(''i-aics  (  11  )  cl  (  iJ)  ^\v\  n"  îJ'iS  aux  deu\   potciilicls  V, 
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el  V...  dans  le  doniaine  limitT'  p;ir  S  el  la  surface  d'une  sphère  de 
ceiilro  O  dont  on  lail  croîlre  le  ravoii  indt-liniinenl,  on  voil  que  ces 
deux  poteiilieU  \érili»'iil  jiiissi  la  relalion 

cl.  de  plus,  chacun  de  ces  polcnliels  satisfait  à  réquation 

\y  étarilla  portion  indéfinie  de  l'espace  extérieur  à  ï. 

Si  -7 —  est  nul  en  tout  poiiil  de  1',  la  formule  (48)'  prouve  nue  V 
an,.  '  '    i  1 

,  T^,  •  d\     i)\     r>V    ,    .  ,  , 

est  constant   dans  JJ  ,    nuisfiue  —  »  — »  —  doivent   être    nuls  en 
'    '         ^        Ox     ov     Oz 

cluKpic  point  de  D'.  Comme  A  est  nul  à  l'infini,  il  e>t  nul  dans 
tout  ce  domaine  et  par  suite  sur  -.  Etant,  nul  sur  i],  il  est  nul  aussi 
à  l'intérieur,  puisqu'il  est  harmonique  dans  D.  La  densité  corres- 
pondante sera  nulle  aussi,  d'après  la  relation  (44)-  ^^  contraire, 

si  -;—  est  nul  en  tout  poiiil  de  ï!,  la  fonmilc  (  jS)  nionlrc  bien  que  \ 
aiii  '  ' 

est  constant  dans  D  et  |)ar  suite  sur  -:  mais  il  n'est  pas  constant 
dans   D'  à  moins  d'être  identiquement   nul.    I.n   deiiors  des  deux 

cas  i)récédenls,  l'intégrale  /  V  -r-  d^  est  néiiative,  et  l'inté- 
ffrale    /     \ -;—  dd  est  positive.   Cette  dernière  inlé"rale  ne  peut 

être  nulle  (pie  si  \  el,  |iar  suiie,  la  densilc'  p  soni  ideuli(piemenl 
nuls.  De  ces  propriétés  du  polenliel,  on  |)eut  déduire  aisément  les 
|)ropriélés  île  la  résolvante  ('  )  des  équations  (4')  t:t  (4^)- 

i"  Tons  les  pôles  de  ta  résoU'anle  sont  réels.  Supposons,  en 
ellet,  qu'il  j  ail  un  pc'iic  complexe /q  =  a  + /[j;  l'équation  homo- 
f^ène,  obtenue  en  itinplacanl  A  par  A,,  et  ^(M)  par  zéro  dans 
l'équation  {Ç>),  adinellniil  une  xijullon  c,  (  M)  +  i'p.j  (  M)  et  la 
f(UHli(»n  liai  Mii)ni(pic  complexe  \  ,  + /\  2,  •>i'  \|  et  Ao  sont  les 
polciilicU  (lus  à   raclion   d<'s  deux   «oucIh'S  simples   de   densité   Oi 


(')  J.  Pi.KMKLJ,  Moiialshefle  fiir  Malh.  unci  riiyxik.,  l.  \V  ol  WIll. 
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Cl  z-2}  vt-rifierail  la  icliilion 

(/Vi        .  d\,  _  I  —  ).„  /  (/\  ,  _  .  .A',  \ 
dn,.  cln,.        I -^  Au     d/i,  diii) 

\a\  iniilli|)liaul  les  deux  mcmhres  de  celle  cgalilc  j)ar  \  i —  i\  -, 
et  iulc^raiil  sur  la  surface  1',  il  resle,  en  tcnaiil  coiiiple  des  lor- 
imiles  (47  )  et  (  \- )\ 

I^a  première  intéjjr.ih;  doiihle  ne  peut  être  nulle,  on  \  ieni  <le  le 
\oir.  que  si  \  ( ,  V;,,  el  par  Mille  o,  el  Oj.  sont  idenlirpuMiienl  nuls. 

Le  lapporl  :—  doit  donc  être  réel,  ce  qui  exige  (pi'iMi  ail  |j  ^o. 

2"  l'ous  ces  pôles  sont  simples.  Supposons,  en  effet,  que  K  soit 
un  pôle  multiple.  Il  existerait  alors  (n"^  578-580)  deux  fonc- 
tions p,(M)  et  p2(JVl),  différentes  de  zéro,  et  satisfaisant  aux 
relations 

p,(M)  =  X  f   K(P,  M)p,CP)^3',., 

Il'->  poleiiliels  correspondants  ^  ,  el  \ -,  vérifieraicnl  aussi  les  rela- 
tions 

^  _  ^       ,  fd^        d\\  \  _ 
dn,.        diii  \dn,.    '     dn,  /         ' 


dne        diii 


d\,        dV.        .   /d\\        dV,\ 
(fn,.         fi/i,  (In,.         dni  I 


Miiliiplions  la  première  de  ces  relations  par  V...,  la  seconde 
par  —  V  , ,  ajoutons  et  intégrons  le  long  de  ï;  il  reste,  d'après  les 
Cormules  (4;)  et  {\~)' ■, 


/    N 1  -7—  (i-  ^  \     ^  1  -7-  <i-- 


Or.  une  telle  ichiliiMi  cMgr  i|iif  les  deux  intt'grales  soient  nulles, 
piiisqii  elles  sont  de  signes  conlraires,  et  la  |)i(iiiière  ne  peut  èlre 
nulle  (|ii(;  si  Ton  a  0,  =  o. 

o"  Il  n'y  a  aucun  pôle  compris  entre   — 1   el  -\- \ .   Soii,  en 


cmriTKE  wxiii. 
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effet,  o(M)  une  lonolion  londiimenlale  rcirrespondaul  au  jxMe  A, 
\  le  polenliel  décliiil  de  la  coiulie  de  densilé  s.  De  la  relation  (4<J) 
où  1  Ou  fait  /"(M)  =  o,  on  déduit  ou  mullipliaul  j)ar  Y  el  iul(''i;raut 


l  uc  lello  relation  est  impossible  si  A  est  coin |)[is  entre —  i  et  H-  i . 

car  le  facteur  r^  est  alors  positif,  et  les  deux  intt'':;rales  sont  de 

signes  contraires,  il  faudrait  doue  que  les  deux  intéj^rales  soient 
nulles,  ce  qni  entraîne  p(M)  =  <>• 

4°  A=  I  n'est  pas  une  valeur  singulière.  En  effet,  si  a=i 
était  une  valeur  singulière,  on  aurait,  d'après  la  formule  précé- 
dente, un  potentiel  de  simple  couclie  \  pour  lequel    ;      \  -; —  d'y 

'  '  '  '  '  J(V)        diie 

serait  nul  el,  par  suite,  o  serait  nul  aussi. 

5"  À=:  —  I  est  un  pôle  de  la  résolvante.  En  eUet,  ré(]uaiion 
homogène  obtenne  en  faisant  ).  =  —  i,  y'(M)  =  o  dans  l'équa- 
tion (40»  ^dmet  la  solution  p(M)=  i,  d'après  les  propriétés  de 
l'intégrale  de  Gauss  (n"  527).  L'équalion  homogène  associée 


(49) 


'(ï) 


admet  une  solution  non  nulle  :,  pour  lacpielle  le  potentiel  de  simple 
couche  correspondant  \    satisfait  à   la   relation  —, —  =  o,  en  lont 

'  cliii 

point  de  Z.  Ce  potentiel  est  donc  constant  dans  D,  et  la  résolution 
de  l'équation  (49)  fait  connaître  la  dcnsitt'd  une  coucdie  électrique 
étalée  sur  S  et  sans  action  sur  un  point  intérieur.  ,1  ce  p6le'L^= —  \ 
ne  correspond  qu  une  fonction  fondamentale  distincte  pour 
chacune  des  éc/uations  (fi)  et  (43),  car  il  est  évidcul  «piiine 
niasse  donnée  d'électricité  placée  sur  un  conducteur  isolé  ne  peut 
s'y  distribuer  que  d'une  seule  façon.  11  est  d'ailleurs  aisé  de  le 
démontrer  analytiquement.  Soient,  en  effet,  0,,  z.,  dcvw  solutions 
de  l'équation  (49);  il  leui'  correspond  deu\  j)Otentiels  \' , ,  Vo,  dont 
chacun  est  lonslant  dans  1).  On  peut  donc  trouver  deux  constantes 
non  nulles  a,,  a._,,  telles  que  a,^'^,  -f-  a^A  o  soit  nul  dans  D;  or,  ce 
potentiel  est  dil  à  I  "acl  ion  d'une  cou  clic  de  densité  a,  0,  -|-  a^  vj.  On 
a  donc,  aussi  a,  0, -j- a^  ^j  ^= '>,  d  les  deux  solutions  0\,o.  ne  sont 
pas  distinctes. 
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Aux  valeurs  singulières  dont  la  valeur  absolue  dépasse  l'unité, 
peuvent  correspondre  plusieurs  fonctious  fondamentales  dislincles. 
C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  pour  une  sphère.  Le  noyau  Ki  .M,  P) 

est  alors  égal  à  —  -yzT.''  ^^  prenaut  pour  unité  le  rayon  de  la  sphère. 

Ce  noyau  est  symétrique  et  nous  avons  déterminé  les  valeurs  sin- 
gulières et  les  fonctions  fondajnenlales  au  n"  o32.  Les  valeurs 
singulières  sont  les  nombres  inq)airs  négatifs  — (2/w  -j-  i  ),  et  à  la 
valeur — (2/;i  +  i)  correspondent  les  ini-\-\  fonctions  de  La|)lace 
distinctes  \m{^.  'l)  ('). 

Le  problème  de  Dirichlet  intérieur  et  le  problème  de  Neumann 
extérieur  qui  correspondent  à  la  valeur  non  singulière  A  ^  i 
admettent  toujours  une  solution  unique  qui  est  donnée  par  la  mé- 
thode de  Fredholm.  Au  contraire,  les  deux  équations  (4i)  et  (43), 
où  l'on  fait  A  =  —  i ,  n'admettent  de  solutions  que  si  /^(M)  satisfait 
à  une  condition  subsidiaire  qu'on  obtient  en  écrivant  que  cette 
fonction  est  orthogonale  à  la  fonction  fondamentale  de  l'équation 
homogène  associée  correspondant  à  la  valeur  — i  de  )..  l^-enons, 
par  exemple,  le  problème  de  Neumann  intérieur:  pour  qu'il  existe 

d\ 
\\n  potentiel  de  simjjle  couche  satisfaisant  à  la  relation  —. —  =/(M) 

en  tous  les  points  de  S,  la  fonction  /'(M)  doit  être  orthogonale  à 
la  fonction  fondamentale  correspondante  p  :=  i  de  l'éfjuation  (4i), 
c'est-à-dire  vérifier  la  relation 

(5o;  Ç   f('S\)d^^y  =  o. 

Cette  condition  s'explicpie  aisément,  car  elle  est  une  consé- 
quence de  la  relation  générale  (12)  du  n"  528  qui  s'applique  à 
toute  fonction  harmonique  dans  D,  dont  les  dérivées  restent  finies 
sur  '^.  Si  la  condition  (oo)  est  vc-rihée,  le  problème  de  ^leumann 
admet  une  inlinité  de  solutions,  (jui  ne  diflèrent  (jue  par  une  con- 
stante arl)itraire;  on  les  obtient  encore  par  la  résolution  d'une 
équation  de  Fredholm  homogène. 

De  même,   pour   (pie  l'équation  (4' j   où  \  =  — i    adnicllc  une 


(')  Dans  le  cas  f;énéral,  les  solutions  d(;s  équations  (40  et  ( '|3  )  s'expriment 
en  séries  de  fonctions  fondamentales,  comme  pour  un  noyau  symétrique  (  F'oin- 
CARK,  Acla  niatlienialica,  t.  W,  1897). 
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soliilion,  il  l'aiil  que  la  lonclioii  donnée /(M)  soil  orlhogonale  à  la 
lonclion  0)(M)  qui  représente  la  densité  d'une  simj)le  couche 
étalée  sur  S  et  sans  action  sur  un  point  intérieur.  Cependant,  nous 
savons  a  priori  que  le  problème  de  Dirichlet  extérieur  admet  une 
solution,  puisqu'on  peut  le  ramener  au  problème  intérieur  |)ar  la 
transformation  de  Lord  K.el\in.  On  s'expiitjue  cette  contradiction 
apparente,  si  l'on  observe  qu'une  fonction  harmonique  nulle  à 
l'inlini  ne  peut  pas  toujours  èlre  représentée  par  un  potentiel  de 

double  couche,  puisque  ce  |)otentiel  est  nul  à  !  infini  comme -p^- 

Lorsque  la  condition  de  possibilité  est  réalisée,  la  densité  p(M) 
n'est  déterminée  qu  à  une  conslanle  jirès,  pniscpron  peut  aui;- 
nienler  oi  M)  d  une  constante  arbitraire  sans  changer  la  valeur  du 
potentiel  de  double  couclie  en  un  point  extérieur. 

filO.  Remarques  diverses.  —  Méthode  de  Neu/nann.  —  M.  Kellogg  a  fait 
observer  que  la  méthole  de  iVeiimano  pour  résoudre  le  problème  de  Diri- 
chlet  dans  le  cas  d'une  surface  convexe  se  rattachait  aisément  à  la  théorie 
générale  de  I'"redholm.  Dans  celle  méthode,  on  écrit  l'équation  intégrale  à 
résoudre  (  n"  533  ) 

p(M)  =  À'  f    [p(M)-p(P)]^^d^v^^V{M) 

et  l'on  développe  p(M)  suivant  les  puissances  de  ).',  puis  Ton  fait).'  =  i 
dans  la  série  obtenue.  Pour  justifier  ce  procédé,  il  suffit  de  montrer  que  la 
solution  cherchée,  considér/e  comme  fonction  de  X',  est  holomorphe  à  l'in- 
térieur d'un  domaine  renfermant  le  cercle  |X'|  ^i.  Or,  on  peut  écrire  l'équa- 
lion  précédente 

o(,M)=:-    f    K(M,  P)p(P)rf3'p-t- -  p(M)+ -^  U(M) 
ou 

,(M)=-^r  K(M,  p.)p(P)^^..+  yj'^^i  • 

Lorsque  "/.'    décrit  le  cercle  l"  de  rayon   un,  de  centre  )/ =  o,   le  para- 
métre ),  =  — ^— ^  déciit  un  cercle  V  avant  pour  diamètre  la  porlion  ilo  l'axe 

léel  limitée  aux  deux  |)oints  d'abscisses  X  =  i,  X  =:  —  -•  D'après  les  pro- 
priétés de  la  résolvante,  la  solution  p(  M)  considérée  comme  fonction  de  X, 
est  iiolomorphe  dans  un  domaine  renfermant  ce  cercle  F.  Considérée  comme 
fonction  de  X',  elle  est  donc  aussi  holomorphe  dans  un  domaine  renfermant 
le  cercle  V  et,  par  suite,  son  dévcloppoment  suivant  les  puissances  de   X' 
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est  convergent  pour  /.'  =  i.  La  niélhode  de  Neuinann  revient  donc  au  fond 
à  efTectuer  sur  le  paramètre,  qui  figure  dans  l'équation  (^i),  une  trans- 
formation homographique,  et  il  est  clair  qu'on  pourrait  en  imaginer  une 
infinité  d'autres  remplissant  le  même  but. 

Méthode  de  Robin.  —  Le  pôle  À  =  — i  de  la  résolvante  est  le  pôle  de 
module  minimum,  et  à  ce  pôle  correspond  une  seule  solution  de  l'équa- 
tion (49).  Pour  avoir  cette  solution,  on  peut  donc  employer  la  méthode 
générale   d'itérations  successives    expliquée    au    n"  382.   Soit    u^i^l)   une 

fonction  continue  quelconque  sur  i   telle  que    /      Uq(^\)  dj^i  ne  soit  pas 

nul,  par  exemple  une  fonction  positive.  Si  l'on  forme  une  suite  indéfinie 
de  fonctions  «©(.M),  Mi(M;.  ...  définies  ])ar  la  loi  de  récurrence 


r                      cos  '1/ 
M„(M)=    /      «„-,(P) ^  û^s-p, 


'(X) 

on  a  vu  que,  lorsque  n  croit  indéfiniment,  »„(.M;  a  pour  limite  une  solu- 
tion de  l'équation  1  49j-  C'est  précisément  la  méthode  employée  par  Robin 
pour  résoudre  le  problème  de  la  distribution  de  l'électricité  sur  un  conduc- 
teur limité  par  une  surface  convexe. 

Discussion  du  problème  de  Diricidet  extérieur.  —  Quelle  que  soit  la 
fonction  continue  donnée  y^'M)  sur  Z,  la  fonction  harmonique  à  l'exté- 
rieur de  S,  nulle  à  l'infini  et  prenant  les  valeurs  données  sur  2i,  peut 
s'exprimer  par  la  somme  d'un  potentiel  de  simple  couche  et  d'un  potentiel 
de  double  couche.  Supposons  une  masse  d'électricité  positive  égale  à  un 
en  équilibre  sur  la  surface   X,  et  soit  0\(^\)  la  densité  de  la  couche.  On 

y    /       'jiCSl )  d-^\,\  =  I.  et  le  potentiel  \i,  dû  à  l'action  de  cette  couche,  a 

une  valeur  constante  différente  de  zéro  Vi(M)  en  chaque  point  de  X;  de 
plus,  V|  est  nul  à  1  infini  et  sa  partie  principale  est  —  •  Soit  C  une  constante 
telle  qu'on  ail 

p,  i  M  )[/(  .M  )  -  CV,  (  M  )]  t/s-M  =  o. 


1 


(X 

Il  existe  alors  un  potentiel  de  double  couche  W  tel  qu'en  chaque  point  M 
de  2  on  ait  W^(M;=y"(.M)  —  C\'i(.M),  et  la  fonction  harmonique 

donne  la  solution  du  problème  de  Dirichlet  extérieur.  La  partie  principale 
à  l'infini  est  7-;  pour  que  cette  fonction  se  léduisc  à  un  |)ntrnti(l  île  ilouWli! 

couche,    il    suffit    donc    qu On    ait    C  =  o,    ou    (ju'elle    soit    nulle    à    1  infini 

I 

comme  — • 
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011.  Problèmes  dans  le  plan.  —  La  discussion  que  nous  venons  de  faire 
des  problèmes  de  Diiiclilet  cl  de  Xeuniann  dans  l'espace  peut  être  répélée 
sans  niodilicatioDS  essentielles  j)Our  les  problèmes  du  même  nom  dans  le 
plan.  La  surface   !i^  étant  remplacée  par  une  courbe  fermée  C  sans  points 

anguleux,    le    no\au    K(M,  P)= ^^  >   /'   étant   la    distance   des   deux 

points  .M  el  P  de  G,  'j  l'angle  de  PM  avec  la   normale  intérieure  e:ï   P:  le 

noyau  de  1  équation  associée  est  de   même  ,  y  étant  I  angle  de  la 

normale  en  M  avec  MP.  Les  démonstrations  qui  ont  été  développées 
au  n"  609  reposent  toutes  en  définitive  sur  les  propriétés  des  potentiels 
de  sihiple  coucbe  exprimées  par  les  formules  (47)i  (48),  (4/)'  ^^  (48)'. 
Les  deux  premières  s'étendent  immédiatement  aux  potentiels  dans  le  plan, 
en  remplaçant  2  par  G,  et  le  domaine  D  de  l'espace  par  le  domaine  plan 
intérieur  à  C.  .Mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  formules  (47)' et  (48/. 

En  effet,  le  potentiel  de  simple  couche  V  =    j   p  log-  ds  est  infini  comme 


Q  log  p  en  un  point  du   cercle  V  de   ravon  très  grand  R  ayant  pour  (entre 


un  point  lixe  O  du  plan,  où  Q  =    1     p  ds\  la  dilTérence  \  —  Q  logrr-  est  de 

*'    'Ci 

l'ordre  de  —  -  La  dérivée -7-  prise  suivant  la  normale  intérieure  au  cercle  F 
K  an 

est  de  la  forme  —  -^  -r-  î,  le  ternie  s  étant  de  l'ordre  de  7— •  Soient  \  1,  \2 
deux  potentiels  dus  à  l'action  de  deux  couches  simples  de  densité  pi  et  pj 
étalées  sur  G  ;  on  voit  facilement  que  l'intégrale    1    (  ^'l  —— ^  —  \\  — — '  1  ds, 

prise  le  long  de  F.  tend  vers  zéro  lorsque  R  augmente  indéfiniment,  de 
sorte  que  la  formule  analogue  à  (4")'  est  encore  applicable  à  deux  poten- 
tiels logarithmiques  de  simple  couche.  Mais  lintégrale    /      V  — —  ^5  ne  tend 

vers  zéro  lorsque  R  augmente  indèliniinent   que  lorsrjue  Q  =    /    p  ds  =  o. 

Dans  ce  cas  seulement,  on  peut  appliquer  au  potentiel  logarithnnque  V  la 
formule  analogue  à  (48)',  D'  étant  le  domaine  indéfini  extérieur  à  G. 

Gela  posé,  pour  que  les  conclusions  établies  dans  le  cas  de  l'espace  sub- 
sistent dans  le  cas  du  plan,  il  suffit  de  prouver  que  la  relation  /  p  ds  =  o 
est  vérifiée  pour  toute  solution  île  1  iqiialion  homogène 

(5i)  p(.M)  =  X    r_^"''j  .  p(P)dsi.. 

G'est  certainement  ce  qui  a   lieu  si   la  valeur  singulière  À  est  dinérente 
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de  — I,  car  la  fonction  fondamentale  p( M)  doit  être  orthogonale  à  la  solu- 
tion fondamentale  p  =  i  de  l'équation  homogène  associée  correspondant 
à  la  valeur  a  =  —  1.  Toutes  les  conclusions  qu'on  a  déduites  des  for- 
mules (47),  (48),  (47)'.  (48)'  dans  le  cas  de  l'espace  s'appliquent  donc  aux 
problèmes  plans. 

Toutefois,  une  étude  spéciale  est  nécessaire  pour  la  valeur  singu- 
lière ).  =  -  I ,  à  laquelle  ne  s'applique  pas  le  raisonnement.  Ce  pôle  ne 
peut  être  un  pôle  multiple;  car  on  aurait  alors  deux  potentiels  \'i,  V-. 
vérifiant  les  relations 


d\\ 

d\\        d\\        d\\ 

diig 

dni        dn<j        dn, 

rfV, 

d\^  _  rfV.,        dV, 

d\\ 

d\\ 

dn. 

dni        dng        dni 

dn. 

dni 

r^        •        J      I  ^        f   d^i     ,  .     r  d\\     , 

Un  tire  de  la  seconde    /     — ; —  as  =  o:  comme  on  a  aussi    /    —, —  ds  =  o, 

on  en  déduirait  encore    /    o  rfs  =  o,  p  étant  la  densité  correspondante,  et 

le  raisonnement  s'achève  comme  plus  haut. 

A  la  valeur  singulière  —  i  ne  correspond  qu'une  fonction  fondamentale 
distincte.  Soient,  en  effet,  pi  et  p^  deux  solutions  de  l'équation  (3i),  \\ 
et  V2  les  potentiels  correspondants  qui  sont  constants  dans  D.  Prenons  deux 

constantes  non  nulles  aj,  a2,  telles  que  /  (aj  pi -i- a^ps)  ^5  =:  o;  le  poten- 
tiel 'J-\\ x-^  '^i\  1  sera  nul  à  l'infini  et  constant  dans  D.  Etant  constant 
sur  C  et  harmonique  dans  le  domaine  extérieur  D',  il  est  aussi  constant 
dans  D' et  par  suite  nul  dans  tout  le  plan.  On  aura  donc  aussi  a,pi-<-a2p2  =  o. 
Les  conclusions  relatives  aux  équations  intégrales  sont  donc  les  mêmes 
que  dans  le  cas  de  l'espace.  Mais  il  y  a  lieu  de  faire  quelques  remarques 
sur  l'interprétation.  Le  problème  de  Dirichlet  intérieur  admet  encore 
une  solution  unique,  qui  peut  être  représentée  par  un  potentiel  de  double 
couche.  Au  contraire,  la  solution  du  problème  de  Dirichlet  extérieur  ne 
peut  être  fournie  par  un  potentiel  de  double  couche  que  si  une  condition 
subsidiaire  est  vérifiée,  ce  qui  s'explique  puisque  ce  potentiel  est  nul  à 
l'infini;  mais  on  démontre  aisément  que  toute  fonction  harmonique  à 
l'extérieur  de  C  est  égale  à  la  somme  d'une  constante  et  d'un  potentiel  de 
double  couche.  Pour  le  |)robléme  de  Neumann  intérieur,  la  méthode  de 
Fredholm  ne  donne  une  solution  que  si  la  fonction /(  IVI  )  donnée,  qui  est 

d\  ■     r  ■ 

égale  à  -; —  sur  le  contour,   satisfait  à   la   relation    /  /(M)</5  =  o,  condi- 
dni  ./, 

lion  qui  est  inhérente  au  problème  lui-même  (  n"  .'")0G).  Il  semble,  au  con- 
traire, que  le  problème  de  Neumann  extérieur  admet  toujours  une  solution 

quelle  que  soit  la  fonction /(  M  ;  qui  est  égale  à  -. —  sur  le  contour.  Mais 


5l8  CHAPITRE    XXXIII.    —    APPLICATIONS     DES    ÉQIATIONS    INTEGRALES. 

cette  solution,  étant  représentée  par  un  potentiel  de  simple  couche,  n'est 
pas  en  général  régulière  à  l'infini. 
Soit  p(M)  la  solution  de  l'équation 

p(M)  =  -   rp(P)£^rf5,.-^/(M); 

«^iC, 

en  multipliant  les  deux  membres  par  ds\\   et   intégrant  le  long  d*»   C,  il 
vient 

f    Z(yi)dsyi  =-    f       f    p(P)  ^   dSi,  dSM-^    f  f{M)dssu 


'(C) 


'(C.W(C) 


ce  qu'on  peut  écrire,  en  faisant  d'abord  varier  le  point  M  dans  l'intégrale 
double 


f    p(M)f/5M=     f  fiM)dSM. 


•-    c.  «-',0 

Pour  que  le  potentiel  V,  dû  à  l'action  de  la  couche  de  densité  p(M  j,  soit 

régulier  à  l'infini,  il  faut  donc  et  il  suffit  qu'on  ait     /    /(M)  da'yi  =  o.  C'est 

•-'iCi 

la   condition    nécessaire  et   suffisante   pour  que  le  problème  de  Neuniann 
extérieur  ait  une  solution. 

Gl!2.  Problème  de  la  chaletir.  —  Aux  problèines  de  Dirichlet  et 
de  Neiimann  il  convient  dajouler  un  autre  problème,  dit  Pro- 
blème  de  la  cJialeui\  où  Ton  tlierche  la  température  d'un  corps 
en  équilil)re  de  température  avec  rayonnement.  La  température  U 
en  chaque  point  du  corps  est  une  fonction  harmonique  des  coor- 
données de  ce  |ioint,  qui  vérifie,  en  outre,  la  condition  suivante  : 
En  tout  point  M  de  la  surface  limite  I,  on  a  la  relation 


(52) 


d\J 

dHi 


-A(M)U=/(iM), 


h  et  y  étant  des  fonctions  continues  données  sur  S.  Si  l'on  cherciie 
encore  à  représenter  cette  fonction  harmonique  par  un  potentiel 
dû  à  une  simple  couche  étalée  sur  -,  la  densité  p(M)  de  celle 
couche  doit  satisfaire  à  l'équation  intégrale 


//  (  M  ) 


(53,      p(M)=x  r  p,P;r^-/ii^ 

J(X)  L  ■'■-'- 


d^^ 


/(M) 


où  Ion  |)rend  ).  =  i  .  Laissant  de  cùlé  I  étude  générale  de  celte 
équation  de  Fredholm,  nous  montrerons  seulement  que  A=i 
n'est  pas  une  valeur  singulière  dans  le  cas  où  /'(M^   est  positif, 
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condition  qui  est  remplie  pour  le  problème  du  ravonnemenl,  et 
que  nous  supposerons  satisfaite  dans  la  suite.  Supposons,  en  elFet, 
que  l'équation  homogène  obtenue  en  faisant  X  =  i,y(M)  =  o  ail 
une  solution    -(M)    dilTérente    de   zéro.    Le    jîotentiel    de    simple 

couche  correspondant  V  vérifierait  la  relation  - —  =A/M)V  en 
^  arii  '      ' 

tout  point  de  I  et.  par  suite,  on  aurait 

Or,  la  première  intégrale  ne  peut  être  positive:  l'égalité  ne  peut 
donc  avoir  lieu  que  si  V  est  nul  en  tout  de  point  de  S  el,  par  suite, 
identiquement  nul.  On  aurait  donc  0  =  0. 

613.  Fonctions  analogues  à  la  fonction  de  Green.  —  Nous  nous 
bornerons  dans  ce  cjui  va  suivre  aux  problèmes  intérieurs  (')  et 
nous  raisonnerons  dans  1  espace  à  trois  dimensions  avec  une  seule 
surface  limite:  lexlension  aux  problèmes  plans  n'offre  dans  ce 
cas  aucune  difficulté.  Le  problème  de  Dirichlet  et  le  problème  de 
la  chaleur  admettent  une  solution  unique  sans  aucune  condition, 
tandis  que  le  problème  de  Neumann  n'admet  une  solution  (jue  si  la 

valeur  donnée   pour  -; —  sur  la   surface  X  satisfait  à  la   condition 
'  diii 

connue.  On  a  déjà  indifjué  sommairement  (  n"'  SS^  et  o34)  com- 
ment la  résolution  de  ces  différents  problèmes  se  ramenait  à  la 
détermination  d'une  fonction  harmonique  particulière,  satisfaisant 
sur  S  à  certaines  conditions  aux  limites.  Ces  fonctions,  qui  jouent 
le  même  rôle  que  la  fonction  de  Green  pour  le  |jroblème  de  Diri- 
chlet, s  obliennenl  par  la  résolution  d'équations  intt'-grales  par- 
ticulières. Soit  d'une  façon  générale  L  (Mj  une  fonction  régulière 
dans  le  domaine  1)  llmilt-  par  une  surface  fermée  1,  satisfaisant 
dans  ce  domaine  à  ré(|tialion 

(54)  AU  =  F<r,j^,  c), 

et  ayant  une  valeur  finie,  ainsi  que  sa  dérivée  iKjrmale,  le  long 
de  S.   Soit,  d'antre  pari,   0(M;   P)  une  fonclion  des  ((lordonnécs 

(')  Pour  les  problèmes  extérieurs,  voir  IIkywood  el  KiiÉciiET,  Chap.  III. 
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(Ju  |)()iiil  l\  luinnoniqiie  dans  D,  sauf  an  poinL  M  où  elle  devient 
inlinie  eoinine--  Nous  supjiosons,  en  outre,  que  eelle  foiiclioii  et 

sa  ch'-nvée  normale  -; —  ont  des  \aleiirs  rinic^s  sur  X.  Ces  conditions 

(tHi 

étiuil  sii|)|ios(''es  remplies,  nous  avons  démontré  (n**  o3i)  ([ue  la 
valeur  de  U  au  point  M  a  pour  ex|)iession 


Nous  supposerons  tout  d'abord  ¥(x,  y,  z)  =  o.  On  a  la  fonc- 
tion lie  Green  proprement  dite  en  clioisissaot  G  (M,  P)  de  façon 
que  G  soit  nulle  en  tout  [)oint  V  de  S,  et  on  lobtient  évidemment 

en  ajoutant  à  -  =  ^j—  la  ("onction  liarmonique  dans  I)  (pii  prend  les 

mêmes  valeurs  que sur  1. 

Pour  le  problème  de  la  chaleur,  on  obtiendra  la  fonction  G(M,  P) 

en  ajoutant  à  -  une  fonction  liarnioni(pie  G(  dans  I)  satisfaisant  en 

tout  point  P  de  S  à  la  condition 

dC  ^C) 

lil!l_A(P)G,(M,  l>)-4-  _lLL  —  h(?)  -  =0. 
d"^  dn  f 

problème  qui  admet,  on  vient  de  le  voir,   une  solution  unique.  Si 
la  fonction  harmonique  cherchée  U  satisfait  à  la  condition 

^_/,(|>)U(P)=/(P) 

en  tout  point  de  ïi,  on  voit  facilement  (pic  laielalioii  i  ."),V,  devient, 
en  choisissant  (i  (  M,  P)  coinine  on  vii-nl  de  le  dii-e, 

(56)  U(M)-- -f    G(M.  P)/(P  )'/-!•. 

Celte  fonclion  G(  .M,  Vjcst  aussi  une  fonction  syniétrique  des 
coordonnées  des  deux  points  M  et  P.  Soit  en  cllet  D'  le  domaine 
limil<''  par  2i]  et  |)ar  deux  sphères  de  rayons  très  petits,  p,  p'  ayant 
pour  centres  deux  points  quelcon(pies  1\I,  ^SV  intérieurs  à  D.  Les 
deux  fonctions  G(M,  P),  G  ('M'.  P)  sont  des  fonctions  harmo- 
niques des  coordonnées  du  point   1*  dans  ce  domaine.  On  peut 


distance  MI*:  on  sait  que    /      — ; — ci3'^4~  (n°  5!27).  Soil,  d'autre 
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donc  leur  appliquer  la  formule  générale  (i  i  )  du  11°  528.  Or, 

dn  an 

est  nul  en  tout  point  de  Z;  lorsque  les  rayons  p.  z  tendent  \ers 
zéro,  il  vient  donc  à  la  limite  G(.M,  M')  =  GfM',  M)  (n"  o!23). 

Pour  le  problème  intérieur  de  Xeumann,  on  doit  procéder  un 
peu  autrement.  Soit   M  un  point  quelconque  intérieur  à  D,  r  la 

f  <■) 

mce  MP:  on  sait  que    /      — ; — dz 
part,  '{/(P)  une  fonction  continue  quelconque  sur  S,  telle  que 

Déterminons  une  fonction  harmonique  dans  D  et  dont  la  dérivée 

normale  prend  en  chaque  point  de  I  la  valeur  '^(P) -j — >  ce 

qui  est  |)ossi|jie.  j)uisque  la  condition  (oo)  est  vérifiée.  En  ajou- 
tant -  à  cette  (onction  harmonique,  on  obtient  une  fonction  G(M,  P^ 
satisfaisant   aux    conditions    suivantes    :    i"   elle    est    harmoui(jue 

dans  D,  sauf  au  point  M  où  elle  est  infinie  comme  -;  2"  en  chaque 

r  ' 

point  de  S.  on  a  -j^  ='!,('P).   Cette   fonction   G(M,  P)  n'est  pas 

complètement  déterminée,  [juiscprelle  dépend  dune  fonction  con- 
tinue '}(  P),  uniquement  assujettie  à  vérifier  la  relation 

De  plus,  on  j)eut  lui  ajouter  une  constante  (pielconque  indé|)en- 
dante  de  1*,  mais  (jui  peut  èlre  une  fonction  arbitraire  de  M. 
Quand  on  change  'v(^P),  la  fonction  G(M,  P)  est  augmentée  d'une 
fonction  harmonique  des  coordonnées  du  point  P. 

Chacune  de  ces  fonctions  peut  jouer  le  rôle  de  la  fonction  de 
Green  dans  la  résolution  du  problème  de  Neumann.  Soit,  en  efl'et, 

U  une  fonction  harmoriKiue  dans  D  dont  la  dt'-rivt'e  normale  -r- 

'  dn 

est  égale  à  /(Pj  en  tout  point  P  de  ï;  la  lonctiun  G(  .M,  P)  étant 
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déterminée  comme  il  vient  d'être  dil,  la  formule  générale  (y5) 
donne 

U(M)  =  --i-    f    G(M,  P)/n')c?^P-^T-  f    ^(P)U(P)^cr,.. 

Il  y  a  dans  le  second  membre  un  terme  incoimu  qui  dépend  de  U 
sur  la  surface  S,  mais  ce  terme  est  indépendant  de  M,  et  Ton  sait 
que  L  (M)  nest  déterminée  (ju'à  une  constiuile  près.  La  solution 
générale  du  problème  de  Neumann  est  donc 

(57)  U(M)  =  — ^    f    G(M,  P)/(P)f/G'p+C, 

C  étant  une  constante  arbitraire  (').  Remarquons  (jue,  quand  on 
fait  varier  'K^),  U(l\I)  est  aussi  augmentée  d'une  constante. 

On    obtient    la   fonction    de    Franz    Neuniann    en    prenant 

pour  'i'(P)  la  valeur  constante^»  S  étant  la  surface  de  la  fron- 
tière S.  Cette  fonction  G(M,  P)  n'étant  déterminée  qu'à  une  con- 
stante près,  relativement  au  point  P,  on  peut  lui  ajouter  une 
constante  C(M),  ne  dépendant  que  des  coordonnées  du  point  M, 
choisie  de  telle  façon  (pi'on  ail  aussi 

f    G(M,  P)r/a'p  =  o. 

La  fonction  ainsi  obtenue  est  symétrique  en  M  et  P;  il  suffit,  en 
eflTet,  d'appliquer  le  raisonnement  qui  a  été  fait  dans  le  cas  du 
problème  de  la  chaleur  aux  deux  fonctions  de  F.  Neumann,  G(M,  P), 
(i(M',  P),  relatives  à  ([eu\  points  (pielconcpies  de  D,  en  observant 
(pie,  d'a()rès  la  façon  dont  on  les  a  déterminées,  on  a  encore 


X 


G  (M,  P  ) ^/3-|.  —   /      G(M  ,  P)  -j <Y3'p  =  o, 

et  par  suite,  G(M,  M')  =  G(M',  M).  En  ajoulan  t  à  la  fonction  G  (M,  P) 

(')  Si,  dans  le  |iroblùmc  de  Diiiclilcl,  on  pienait  de   même  pour  G  (M,  P)   une 

fonction   harmonique  dans  D,   sauf  au   point  M  où   elle  est  infinie   comme-»  et 

prenant  sur  2  une  suite  continue  de  valeurs  quelconque,  indèpendanle  de  M, 
la  formule  (37)  du  n°  TiS'i  donnerait  pour  l  (  M  )  une  valeur  (|ui  nedilférerait  que 
par  une  constante  de  la  fonction  chercliée. 
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une  somme  L(M)-rU(P),  U  étant  une  fonction  harmonique 
dans  D,  on  obtient  une  infinité  de  fonctions  symétriques  en  M  et  P, 
qui  peuvent  remplacer  la  fonction  de  Franz  Neumann.  M.  Klein 
s'est  servi  pour  le  même  objet  d'une  fonction  avant  deux  infinis 
dans  D  (';. 


Remarque.  —  Pour  le  problème  de  Neumann  et  le  problème  de  la  cha- 
leur, la  fonction  harmonique  cherchée  D  et  la  fonction  auxiliaire  G(M,  F) 
sont  représentées  par  des  potentiels  de  simple  couche;  les  dérivées  nor- 
males -T— »  — r-  ont  donc  des  valeurs  finies  sur  la  frontière  Z,  et  la  formule 
an     an 

générale  de  Green  est  applicable  au  domaine  D.  Mais  il  n'en  est  plus  de 
même  pour  le  problème  de  Dirichlel,  où  U  et  G  sont  des  potentiels  de 
double  couche.  Or,  le  raisonnement  qui  précède  suppose  essentiellement 
l'existence  des  dérivées  normales  sur  S.  On  arrive  encore  à  la  formule  {Z~ ) 
du  n°  534  par  une  méthode  où  cette  hypothèse  n'est  pas  nécessaire.  Il 
résulte,  en  eOet,  de  la  méthode  même  de  Fredholm  que  la  solution  du  pro- 
blème de  Dirichlel  est  donnée  par  une  expression  de  la  forme 


(58) 


U(M) 


±.    f    U(P)R(iM,  ?)d^x., 


U(P)  étant  la  valeur  donnée  de  la  fonction  harmonique  cherchée  en  un 
point  P  de  S  et  R(M,  P;  une  fonction  indépendante  de  L(P)  et  qui  joue 
le  rôle  de  résolvante.  Si,  en  particulier,  on  suppose  L(P)^i  sur  i^,  on  a 
aussi  U(.M)  =1  et,  par  suite,  la  fonction  K(M,  P)  satisfait  à  la  condition 


ROI,  P)rf3'p  =  4-- 


On  peut  donc  former  une  fonction  ,.;'(i\l,  P)  harmonique  dans  D,  et  telle 
qu'on  ait,  en  tout  i)oinl  de  S, 


(In 


=  R^M,  P)- 


dn 


r  étant  la  distance  «lu  point  variable  P  au  point  .M  intérieur  à  D,  et  la  for- 
mule (OH)  peut  encore  s'écrire 


(59j  IJ(M) 


4-J(v) 


(^ 


dn 


df,r(^\,  P) 
dn 


./r... 


(')  Ueber  die  partielle  Dijferentialgleichungen  Aw-f-K'M  =  o  und  dcrcn 
Au/lreten  in  der  matlieinaliscken  Pliysik,  Leipzig,  i.'^fji.  Pour  l'élude  du  pro- 
blème de  Neumann  dans  le  cas  de  la  sphère,  voir  J.  Hadamaud,  Lerons  sur  lu 
propoi^alion  des  ondes,  Cli;ip.  I. 
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Cette  formule  s'applique,  en  |)articulier,  à  toute  fonction  harmonique  U 

pour  laquelle  —  a  une  valeur  finie  sur  S.  En  transformant  la  formule  pré- 
an 

cédente  au   moyen  des  relations  générales  (ii)  et  (i4)  du  n"  328,   on  en 

déduit  que  la  condition 


doit  être  une  conséquence  de  la   relation    ;       — j—  cijp  =  o,  ce    qui 


que  — h^(i\I,  P)se  réduise  sur  il  à  une  constante  ('),  qu'on  peut  supposer 
nulle  puisque  ^(M,  P)  n'est  déterminée  qu'à  une  constante  près.  La  fonc- 
tion — f-^(M,  V)  satisfait  donc  aux  conditions  qui  déterminent  la  fonc- 
r 

lion  de  Green.  On  voit  par  là  que  celte  fonction  se  rattache  très  naturel- 
lement à  la  méthode  même  de  Fredholm. 

614.  Problèmes  relatifs  à  l'équation  AU  =  F(:r,  y,  z).  —  Con- 
sidérons maintenant  le  cas  où  le  second  membre  F(j7,  y,  z)  de 
l'équation  (54)  n'est  pas  nul.  Nous  supposerons  que  cette  fonction 
est  continue  et  admet  des  dérivées  du  premier  ordre  continues 
dans  le  domaine  D;  on  a  vu  j)lus  haut  fn^'oSo  et  536)  comment  la 
théorie  du  potentiel  permet  d'obtenir  une  intégrale  U((a:,  y,  s), 
qui  est  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
dans  tout  l'espace.  En  posant  U  =  U(  +  V^,  la  nouvelle  inconnue 
\{x,  y,  z)  est  une  fonction  harinoni([ue  dans  D,  qui  satisfait  le 
long  de  2  à  l'un  des  trois  types  de  conditions  que  nous  venons 
d'examiner. 

Si  l'on  se  donne,  sur  S,  U(P)  =  /(P),  ou  ^  — /t(P)U(P)  =  /(P), 

il  n'y  a  aucune  condilion  de  possibilité  pour  le  problème,  il  admet 
toujours  une   solution  unique  qu'on  peut  déduire  de   la  formule 

(')  D'une   façon   générale,  si   la   condilion    /  \'/dr  =  o   est    une   conséquence 

de    I  /dr  =  o,  il  en  sera  de   nicme  de    /(V  — C)/rfr  =  o,  quelle  que  soit  la 

conslanle  C.  Si  Ion  a  choisi  G  de  façon  que    /  (  V  —  G)  rfr  =  o,  on  pourra  prendre 
/  =  V  —  C  el,  par  suite,  il  faudra  qu'on  ail 


/ 


(  V  —  G  )=  rfr  =  o        el        V  =  C. 
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générale  (Ôj)  en  v  remplaçant  G(M,  P)  par  la  fonction  de  Green 
correspondante. 

Dans    le    j)reinier    cas,    la    fonction    L  iMi    est    donnée    par    la 
forniiiJe 

(60)  U(Mj=-^   f   /,  Pi^'f/r-, lG(M.P¥(P)dip; 

4-J(v)  dn  î~.    I,, 

pour  le  j)r()l)lcine  de  la  clialeiir,  on  a 

(61)  U(M)  =  -^    f    Gi.M,  P)/(P)rfr'r.- ^    /    G(  M.  P^F(P.c/tp; 

-^  '•  -  (ï)  -»  *■  -'i» 

Reste  le  problème  de  Neumann  intérieur.  Pour  que  l'équation  {:).\) 
admette  une  intégrale  régulière  dans  le  domaine  D,  satisfaisant  à 

la  condition  —r-  =  /(  P)  sur  -,  il  faut,  daprès  la  formule  «énérale 
an       ''   ^  '  '^ 

de  Green  (n"  528)  où  Ion  prend  ci  ^  i ,  -y  :=  L  .  quon  ait 

(62)  f  /(P)d:rp—   f  FiP)dip  =  o. 

Cette  condition  est  suflisante.  car  si  Ion  |)Ose  L  =  L ,  -4-  \  ,  la 
nouvelle   fonction   inconnue  \    doit  être   harmonique   dans  D,   et 

satisfaire  en  chaque  point  de  'ï,  à  la  rehilion  -;—  =  /"(  P  > r-^;  le 

'1  dn        •'   '  dn 

nouveau  problème  admet  une  infinité  de  solutions  dépendant  d'une 

constante  arbitraire,  puisqu'on  a,  d'après  la  relation  précédente, 


Jœ)  -Ai:)  ^" 


I.  =  o. 


Toutes  ces  solutions  peuvent  encore  se  déduire  directement  de  la 
relation  générale  (;'>5),  et  sont  comprises  dans  la  formule 

(63)U(M)=C-—    f    G(.M.  P)/-(P)c/^,.—  ^    r  G(.M,  P(F(P)</v>. 

C  étant  une  constante  arbitraire,  G(.M,  P)  la  fonction  de  Franz 
Neumann  ou  toute  autre  fonction  pouvant  jouer  le  même  rôle. 

Tijus  ces  problèmes  peuvent  élre  lrait«''S  de  la  même  façon  dans 
le  plan,  movennant  (|u<;lques  changements  bien  faciles  ilans  les 
formules. 

6I0.   Problèmes  relatifs  à  l'équation   Ar=:AUl    -rR,.  —   La 
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résoliiliou  tles  mêmes  problèmes  aux  limites  pour  l'équation 

(64)  M]  =  lR(x,y,z)V^Ri{x,y.  z) 

conduit  à  de  nou\elles  (''Cjuations  intégrales,  dont  le  nojau  s'exprime 
au  inoven  fie  la  fonction  de  Grecn  et  des  fonctions  qui  jouent  le 
même  rôle.  Nous  nous  bornerons  encore  aux  jn-oblèines  inté- 
rieurs et  nous  raisonnerons  en  supjjosanl  qu'il  s'agit  de  domaines 
à  trois  dimensions;  il  n'y  a  aucune  difficidté  à  passer  de  l'espace 
au  |)lan.  Les  domaines  dont  il  s'agit  sont  supposés  limités  par  des 
surfaces  fermées  S  telles  qu'il  existe  une  fonction  de  Green,  ou 
une  fonction  G  (M,  P)  jouant  le  même  rôle,  pour  le  problème  cor- 
respondant, mais  il  n'est  pas  indispensable  de  supposer  que  - 
admet  un  pian  tangent  unique  en  cliaque  point.  Enfin,  on  sup- 
pose que  les  fonctions  R  et  R,  sont  continues  et  admettent  des 
dérivées  partielles  continues  du  [premier  ordre  dans  les  domaines 
en  question. 

1°  Problème  de  Dirichlet .  —  Soit  à  trouver  une  intégrale  de 
l'équation  (64),  régulière  dans  un  domaine  D  intérieur  à  une  sur- 
face fermée  S,  et  prenant  des  valeurs  données  formant  une  suite 
continue  ./"(M)  sur  la  frontière  I.  Gn  ramène  aisément  le  cas 
général  au  cas  où  ^(M)  ^  o  ;  soit,  en  efTet,  L  i  (:r,  y,  z)  une  fonc- 
tion régulière  dans  (D)  et  [)renant  les  valeurs  données  sur  la  fron- 
tière, par  exemple  la  fonction  harmonique.  En  j)Osant  L  =  [.  1  +^  , 
la  nouvelle  fonction  inconnue  A  doit  satisfaire  à  une  équation  de 
la  même  forme  et  s'annuler  en  tout  point  de  la  frontière  1\ 

Toute  intégrale  de  léquation  (64),  régulière  dans  le  domaine  D, 
et  nulle  sur  la  frontière,  doit  satisfaire  (n°  o34)  à  l'équation  inté- 
grale 

lu(M)=-^    r  G(M,  P)R(P)U{P)rf«'p 

(63>  < 

/  -  ^    /    GrM,P)R,(P)c/ip, 

dont  le  novau  est  —  -^  G(M,  P)R(P),  G(M,  P)  étant  la  fonction 
de  Green  relative  au  problème  de  Dirichlet  intérieur.  Ce  noyau 
est  infini  comme  -;  lorsque  le  point  I*  vient  coïncider  avec  le 
point  M,  mais  on  peut  en  déduire  un  noyau  borné  par  un  nombre 
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fini  d'itérations  (n"  363)  et  la  théorie  de  Frediiolm  est  applicable 
à  cette  équation. 

Si  A  n'est  pas  une  valeur  singulit're  du  noyau,  iéquation  (65) 
admet  bien  une  solution  conliuue  dans  le  domaine  D,  s'annulant 
sur  S.  On  ne  peut  pas  en  conclure  immédiatement  que  cette  fonc- 
tion U(iVl)  est  une  intégrale  de  l'équation  (64).  En  effet,  pour 
|)ouvoir  remonter  de  l'équation  (65)  à  l'équation  (64),  il  faut  être 
assuré  que  le  second  membre  ).Rl  +  H,  est  tel  qu'on  puisse 
appli(juer  la  formule  de  Poisson  (n'"  ol21  et  536).  Il  suffira  donc 
de  montrer  que  la  solution  L  (M)  de  l'équation  intégrale  (65) 
admet  des  dérivées  continues  du  premier  ordre.  Or,  la  fonc- 
tion U(P)  étant  continue,  il  résulte  des  propriétés  de  la  fonction 
de  Green  que  le  second  membre  de  la  formule  (65)  est  la  somme 
d'un  potentiel  de  volume  et  d'une  intégrale  de  la  forme 


l 


Gi(M,  P)f/ip, 


la  fonction  G,  (M.  V)  ayant  des  dérivées  continues  par  rapport  aux 
coordonnées  du  point  M.  Ce  second  membre  admet  donc  lui- 
même  des  dérivées  continues  du  premier  ordre  et  la  solution  U(M) 
de  l'équation  (65)  est  bien  une  intégrale  de  l'équation  (64  ). 

Lorsque  R  est  positif,  le  noyau  — j^  G  (M,  P)R(P)estun  noyau 

de  Sclimidt.  Or,  il  est  évident  que  le  noyau  symétrique  G  (M,  P)a 
une  infinité  de  valeurs  caractéristiques  car,  s'il  n'en  avait  qu'un 
nombre  lini,  il  serait  de  la  forme  S,cp/(M)'^i(P),  les  fonctions  cp/ 

étant  continues  (n"  587).  Le  noyau  —  —  G(M,  P)R(  P)  possède 

donc  lui-même  une  infinité  de  valeurs  caracléristiques.  Toutes  ces 
valeurs  caracléristiques  sont  négatives.  En  eflet,  à  une  valeur 
caractéristique  \i  correspond  une  fonction  fondamentale  U,(.r,y,  z) 
qui  est  une  intégrale  de  l'équation  AU=:)./RU,  régulière  dans  le 
domaine  D  et  nulle  sur  S.  Or,  il  ne  peut  exister  d'intégrale  diffé- 
rente de  zéro  satisfaisant  à  ces  deux  conditions,  lorsque  le  pro- 
duit A/R  est  positif  {voir  n"  5!20)  (  '  ). 


(  '  )  Lorsque  R(ar,jK.  -  )  "'a  pas  un  signe  conslanl  dans  D,  le  noyau  G  (M,  P  )  I{(  P  ) 
est  un  noyau  polaire,  qui  a  aussi  une  infmilé  de  valeurs  caractéiisliques  (  n*  595)  ; 
voir  la  Thèse  déjà  cilce  de  M.  Sanielcviri. 


528  CHAPITRE    XXXIII.    —    APPLICATIONS    DES    ÉQUATIONS    INTÉGUALES. 

2"  Problème  de  la  chaleur.  —  Soif  à  trouver  une  intégrale  de 
réqiialion  (64)>  l'égulière  dans  le  domaine  D,  el  telle  qu'on  ait 

^-/,(1\1)U=/(M), 

en  cliar|ue  point  de  I],  h  ety  étant  des  fonctions  données  sur  S.  On 
peut  encore  ramener  le  cas  général  au  cas  particulier  oùy(Al)  =  o, 
en  posant  U  =  U,  +  V,  U|  étant  une  fonction  (|uelconque  régu- 
lière dans  D  et  satisfaisant  à  cette  condition  aux  limites.  La  déter- 
mination de  la  fonction  U  se  ramène  encore  à  la  résolution  de 
l'équation  intégrale  (65)  où  G(M,  P)  désigne  maintenant  la  fonc- 
tion symétrique  de  M  et  de  1*  qui  joue  le  rùle  de  la  fonction  de 
Green  pour  ce  nouveau  problème.  On  démontre  comme,  tout  à 
l'heure  que  toute  solution  de  l'équation  (65)  satisfait  bien  à  l'équa- 
tion (64)  et  à  la  condition  aux  limites. 

A  toute  valeur  caractéristique  A,  du  noyau  —  -^^  G(M,  P)R(P) 
correspond  une  solution  l  /  de  l'équation  intégrale  homogène 


(66) 


U(iSn  =  —  -^    f  G(M,  P)H(P)U(P)rf(^,.. 

c'est-à-dire  une  intégrale,  différente  de  zéro,  de  l'équation 

AU/=  À,  RU/, 
régulière  dans  D,  et  satisfaisant  à  la  condition 

— ; «U/=  G 

an 

en  tout  puint  de  ï!.  Si  11  est  posilii,  on  a  encore  un  noyau  de 
Schmidl,  et  par  suite  une  infinité  de  valeurs  caractéristiques. 
Toutes  les  valeurs  "l.i  sont  négatives  si  h  est  positif.  Si  nous 
posons,  en  effet,  'i>  =  U^?,  o  =  \  dans  la  formule  générale  de 
Green  (lo)  (n"  oi28),  elle  devient,  en  tenant  compte  des  condi- 
tions auxc|uelles  satisfait  la  fonction  U/, 

Une  telle  identité  est  manifestement  impossible,  si  A/,  R  el  //  sont 
positifs,  à  moins  que  U^  ne  soit  nul. 
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Problème  de  Neumann.  —  Proposons-nous  d'abord  de  trouver 
une  intégrale  de  réf|ualion  (64),  régulière  dans  le  domaine  D,  et 

dont  la  dérivf'e  normale  —r-  soit  nulle  en   tout  i)oint  «le  la  fron- 

an  ' 

tièreS.  Cette  intégrale  doit,  diiiie  |)art,  satisfaire  à  la  condition  de 
possibilité  (n"  614) 

(67)  f  fXR(P)U(P,)--  R,(P)]rfcr.=  o: 
d'autre  part,  elle  satisfait  aussi  à  l'équation  intégrale 

(68)  U(M)  =  --^    /'otM,  P)[ÀR(P^U(P)+R,(P)]^t',.  +  C, 

C  étant  une  constante  et  G  (M,  P)  une  fonction  jouant  le  rôle  de 
fonction  de  Green  pour  le  problème  intérieur  de  Neumann. 
Comme  on  peut  lui  ajouter  une  fonction  arbitraire  de  i^,  nous 
supposerons  qiion  a  clioisi  cette  fonction  G(  M,  P)  de  façon 
qu'on  ait 

(69;  f  G(.M,  P)R(M)rfrM  =  o; 

on  peut  toujours  faire  celte  hypothèse  si  l'intégrale   /    R(M)c?t^j, 

«^(i»t 
n'est  pas  nulle,  ce  qui  a  lieu  en  particulier  lorsque  K  est  positif. 
La  fonction  G(M,  P)  étant  ainsi  choisie,  le  système  formé  par 
les  équations  (6^)  et  (68)  est  analogue  au  système  formé  par  les 
équations  (34)  et  (35)  du  n"  607.  En  remplaçant  U(M)  par  sa 
valeur  tirée  de  l'équation  (68)  dans  la  condition  (6-)  où  Ion  rem- 
place P  par  M,  et  tenant  compte  de  la  relation  (6g),  on  obtient  la 
valeur  de  la  constante  C,  et  il  reste  pour  déterminer  l  l'équation 
intégrale 


U(M)=-  -^   f  G(M,  Pi[>.R(P)U(P)4-R,(I')J 
(70)        '  f  ï{^(V)dvv. 


A  f  ï{iF)dvi. 

Pour  avoir  une  intégrale  de  I  équation  (  ()4  )  salislaisanl  à  la  con- 
dition —j-  =y(M)  sur  la  frontière,  on  commence  par  (Ideniiintr 
G.,  III.  34 


53o       cHAPirni;  xxxiii.  —  applicvtioxs  dks  éqiations  intkgbales. 

une  (oiiclion  1^,  ré!J;^ulièrc  dans  D  el  satisfaisaiil  à  celle  condition, 
puis  on  j)ose  L=  U|  -|-  V,  ce  (|iii  ramène  au  problème  précédent. 
Mais  on  ne  peut  pas  prendre  pour  U(  une  fonction  harmonique 
(Jans  D,  si  /"  est  quelconque.  Pour  obtenir  une  solution,  on  peut 
proct'iler  comme  il  suit;  considérons  le  potentiel  de  volume 


/•  ('lanl  la  distance  des  deux  points  I\I  et  P.  0  le  \olume  de  J),  el 
H  désignant  l'intégrale  /  f(M.)di^^.  ('elle  fonction  est  régulière 
dans  1}  et  l'on  a,  d'après  la  formule  de  Gauss  (n"'  S37), 


L 


,       -; —  ar  =  H. 

J(v)  arii 


Il  s'ensuit  qu'on  peut  trouver  une  autre  fonction  Wo  harmonique 
dans  D  et  satisfaisant,  en  chaque  point  de  la  (rontièrc  à  la  con- 
dition 

an       •  (in 

Il  est  clair  que  la  somme  U|  =  w,  -j-  it-,  est  une  fonction  régulière 
dans  D,  qui  satisfait  à  la  condition  voulue. 

GIG.  Vibration  des  membranes  élastiques.  —  Les  fonctions  fondamen- 
tales fies  équations  intégrales  considérées  au  paragraphe  précédent  inter- 
viennent dans  la  solution  d'un  grand  nombre  de  problèmes  de  Physique 
malhrnialique,  qui  conduisent  à  des  équations  du  type  hyperbolique  ou  du 
type  |)arabolique.  Nous  n'en  liailerons  que  deux,  à  titre  d'exemples. 
L'étude  des  vibrations  d'une  membrane  élastique  plane  conduit  à  déter- 
miner une  solution  de  l'équation  an\  dérivées  partielles 

régidiére,  quel  que  soit  Z,  :i  l'intérieur  d'un  domaine  \)  linn'lé  par  une 
courbe  fermée  C,  s'annulant  sur  ce  contour  et  se  réduisant,  poui'  (  =  o.  à 
une  fonction  continue  donnée  a(x,  r)  dans  le  domaine  D,  nulle  elle-même 

sur  (;,  tandis  que  —  se  réduit  à   une  autre  fonction  ^(.r,  v)  nulle  sur  G. 

lîn  cherchant  des  solutions  particulières  périodiques  de  la  forme 

\{x,  y)  coslt         ou         \(x,  y)  ^iii'/,  (, 
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on  est  conduit  à  clieiclier  des  solutions  de  l'équation 

régulières  dans  le  domaine  D,  et  s'annulant  sur  le  contour.  Cette  équation 
a  été  étudiée  au  numéro  précédent  dans  le  cas  d'un  domaine  à  trois  dimen- 
sions, mais  les  raisonnemenis  et  les  conclusions  s'étendent  sans  difficulté 
au  problème  actuel.  En  remplaçant  X^  par  —  \x,  on  a  vu  que  l'équation 
intégrale  dont  dépend  le  problème  admet  une  infinité  de  valeurs  caracté- 
ristiques négatives,  lorsque  le  coefficient  R  est  positif,  ce  qui  est  le  cas 
ici,  d'après  la  signification  physique  de  ce  coefficient.  Il  existe  donc  une 
infinité  de  nombres  ).,•  Tqu'on  peut  supposer  positifs)  à  chacun  desquels 
correspondent  deux  intégrales  particulières  de  l'équation  (71)  de  la  forme 

'^i(x,  y)  cos(\it),     Oi(x,  y )  sinfX,-;), 

les  fonctions  o,  s'annulant  sur  le  contour  G  et  étant  régulières  à  l'inté- 
rieur. Si  les  deux  fonctions  «l'a?,  j'),  ^{x,y)  sont  développables  en  séries 
absolument  et  uniformément  convergentes  de  fonctions  Oi(x,  y) 

<73)  x(x,y)=^arii(x,  y),         ^{x,  y)  =^^rii(.^,  r)^ 

la  fonction  U(jr,  y,  t)  représentée  par  le  développement 

i  =1  i  —  l 

donne  la  solution  du  problème  proposé  (^  )  (cf.  n"  .493). 

(il".  Problème  du  refroidissement.  —  Le  problème  du  refroidissement 
1  Un  corps  solide  avec  rayonnement  conduit  au  problème  d'Analyse  suivant  : 
i)i-terminer  une  intégrale  de  l'équation  au\  flérivées  partielles  du  type 
]);iraboliquf 

di{]        0^-V        à-^U        ^,  oU 

(■-)) -\ r-  -< —   t{(  X,  y.   3\  —, 

'    '  Ox-         dy-         ôz-  -^  (it 


(')  L'existence  de  la  première  valeur  singulière,  qui  correspond  au  soq  fondii- 
iniMital,  avait  clé  élablie  rigoureusement  par  .M.  Scliwarz  (^Œuvres,  l.  l,  p.  a^i). 
M.  Picard  avait  démontré  ensuite  l'existence  rie  la  seconde  valeur  singulière 
(Comptes  rendus,  1893).  Enfin,  NL  Poincaré  a  établi  l'existence  d'une  infinité 
de  valeurs  singulières  {fiendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palerniu, 
t.  8,  i^g'j)'  Ces  valeurs  singulières  correspondent  aux  différentes  harmoniques 
en  noniitre  infini.  On  voit  combien  la  démonstration  devient  simple,  avec  la 
llicoric  fie  l'rL'dliolm  (  Voir  aussi  Picaud.  Bendiconti,  t.  '22,   1906). 
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régulière  pour  toute  v;ileur  positive  de  /,  dans  un  domaine  D  limité  par  une 
surface  fermée  S,  se  réduisant  pour  ^  =  o  à  une  fonction  donnée  0L(x,y,  z) 
continue  dans  D,  et  satisfaisant,  en  outre,  à  la  condition  aux  limites 

-; /(  IJ    =   O 

an 

on  chaque  point  de  il,  H  et  li  étant  des  fonctions  essentiellement /JO^/VfV^* 
d'après  leur  signification  physique.  En  cherchant  des  solutions  de  la 
furme  U  =  e-^'V(a',  y,  z),  on  voit  (jue  V  doit  être  une  intégrale  de 
l'équation 

(  76  )  AV  -t-  X  R  (  X,  y,  z  )  V  =  o, 

régulière  dans  le  domaine  D,  et  satisfaisant  à  la  condition  aux  limites 

— A  V  =  o 

an 

sur  la  frcintière  Z.  On  a  vu  plus  haut  (n'^iln)  qu'il  existe  une  infinité  de 
valeurs  de  X,  toutes  positives,  pour  lesquelles  ce  problème  admet  une 
solution.  On  obtient  ainsi  une  infinité  de  solutions  simples  de  la  forme 

e->'-'ti),(.r.  7,  z), 

satisfaisant  à  la  condition  aux  limites.  Si  la  fonction  %{x,  y^  z)  peut  être 
développée  en  série  absolument  et  uniformément  convergente  de  fonctions 
fondamentales  Za,ç,(a:,^,  z),  la  série  Sa/e-^.'çp,(.r,  y,  z)  donne  la  solu- 
tion du  problème.  Nous  allons  indiquer  comment  on  peut  déterminer  ces 
fonctions  fondamentales  dans  le  cas  de  la  sphère  et  du  cylindre  de  révo- 
lution homogènes. 


i"  Sphère.  —  Dans  le  cas  d'une  sphère  homogène  dont  nous  prendrons 
le  rayon  puur  unité,  nous  pouvons  supposer  R(:r,  y,  z)=  \  dans  les  équa- 
tions (75)  et  (76),  //  étant  une  constante  positive.  Cherchons  une  intégrale 
de  l'équation  AV  H-  À  V  =  o  qui  soit  de  la  forme  V  =  Y„(0,  tp)/(p),  Y„(0,  o) 
étant  une  fonction  de  Laplace  (n°  531).  En  observant  que  p"Y„(6,  <p) 
est  une  fonction  harmonique,  et  en  tenant  compte  de  rex[)ression  de  AV 
en  coordonnées  polaires  (I,  p.  lâg),  on  trouve  quey(p)doit  être  une  inté- 
grale de  léquiition  linéaire 

de  i)lus,  celle  intégrale  doit  rester  finie  pour  p  =  o,  et  satisfaire  à  la  con- 

d\ 
dition  aux  limites /'(ij -h ///(i)  =  o,  car  la   dérivée  -r—  était  prise  sui\  ant 

la    nom», lie    intérieure.    Celte    écjuation   (77)   se    ramène    à    l'équation    de 
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Hessel  (II,  n"  414) 

d-^z        -in  -4-3  dz 

(78)  t   -y—  -^ ; Z  =  O, 

^'  dr-  -1        dt  ' 

en  posant  y  (  p)  =  0"-,  f  =  —  -  p-.  L'inlégrale  de  l'équation  (77)  f|iii  reste 
linie  pour  0  =  0  est  donc  égale,  à  un  facteur  constant  près,  à 

Quant  à  la  condition  auv  limites,  elle  prend  la  forme 

en  posant  a;  =  —  — >  H  étant  un  facteur  constant  facile  à  calculer.  Or,  nous 

avon'^  vu  plus  haut  (p.  490 j  que  l'équation   J  (  -^ — j   a"  )  =  o  a  une  inli- 

\       '•*  / 

nité  de  racines  négatives;  entre  deux  racines  consécutives  de  cette  équa- 
tion, il  y  a  au  moins  une  racine  de  l'équation 

/an -h  3        \       .../■^«^■>        \ 
xi      )  X     -+-  HJ     ,  X  1  =  0, 


xY 
car  le  rapport  —r-  varie  de  — ^  à  -+- oc  dans  cet  intervalle.  En  définitive, 

pour  toute  valeur  du  nombre  entier  n,  il  existe  une  infinité  de  valeurs 
positives  de  X,  telles  que  l'équation  AV-i-XV  =  o  admet  une  intégrale 
régulière  de  la  forme  V  =  Y„(0,  ^)/{p)  satisfaisant  à  la  condition  auv 
limites.  En  taisant  varier  n  de  o  à  -H  00,  on  obtient  toutes  les  fonctions 
fondamentales  ('  ). 

En  particulier,  pour  n  =  o,  l'intégrale  de  l'équation  (77)  qui   reste  finie 

sin  (t/Xp)  ,,  ,      ,  .  ,., 

pour  p  =  o  a  pour  expression — ■ — >  et  I  on  retrouve  un  résultat  deja 

obtenu  (n"  488),  en  modifiant  un  peu  les  notations.  Pour  n  égal  à  un 
nombre  entier  quelconque,  on  a  vu  (II,  n"  414)  que  l'intégrale  générale  de 
l'équation  de  Bessel  (78)  s'exprimait  au  moyen  de  la  seule  transcendante  e^. 

2"  Cylindre  de  révolution.  —  Considérons  encore  un  cylindre  de  révo- 
lution homogène  dont  nous  supposerons,  jiour  simplifier,  le  rayon  égal  à 


(')  Il  suffit  évidemment  do  démontrer  que  toute  fonction  de  p,  0,  »  peut  élrc 
développée  en  série  suivant  ces  fonctions  fondainenlalcs,  sous  des  conditions  très 
générales.  (  Voir,  par  exemple,  Poincaui':,  Théorie  an(i/}tii/uc  ilc  la  /iro/xii^alion 
de  la  chaleur,  Chap.  XVII.) 
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l'unilé,  la  hauteur  étant  égale  à  7.1.  Le  centre  étant  pris  pour  origine,  et 
Taxe  du  cylindre  pour  axe  des  z,  nous  emploierons  le  système  de  coor- 
données semi-polaires  (r,  w,  z)  et  nous  chercherons  des  intégrales  de 
l'équation  AV-i-aV  =  o,  de  la  forme  ZW,  satisfaisant  à  la  condition  aux 
limites,  Z  ne  dépendant  que  de  z  et  W  ne  dépendant  que  de  r  et  de  (o. 
L'équation  AV  —  À\'  =  o  devient  alors  \\  \7.  -+-  7.  A\V  —  ).  ZW  =  o,  ce  qu'on 
peut  écrire 

AZ         AW        , 


(79) 


Z  W 


■^Z  , .  ,  ,  ,  AW  ,  .         , 

Le  rapport  -=-  ne  dépendant  que  de  z  et  le  rapport  -^rj-  ne  dépendant  que 

de  /•  et  «o,  il  s'ensuit  qu'on  doit  avoir 

rSo)  \Z-^kZ  =  o,         AW^A,W  =  o, 

k  et  kl    étant   des   constantes   telles   que   A -f- Aj  =  X.    La    condition    aux 
limites,  relative  aux  deux  bases  du  cylindre,  donne  pour  la  fonction  Z, 

(8i)   -; h /<  Z  =  o        pour       z^=l,         —, /;Z=o        pour       z  ^=  —  l  : 

dz  dz 

l'identité  suivante,  conséquence  de  la  première  équalimi  (  8o), 


^'^:)-r  cm -'■■'■¥ 


montre  ensuite  que  /.  est  nécessairement  positif  et  la  fonction  Z  est  de  la 
forme 

Z=  A  cos(^v/^)-+-  Rsin(^  >Jli). 

En  écrivant  que  cette  fonction  satisfait  aux  deux  conditions  (8i),  on  voit 
que  l'un  des  coefficients  A  ou  B  doit  être  nul,  ce  qui  fournil  les  deux 
types  de  solutions  Z  =  sina-3,  Z  =  cos[Jii;,  ]x  étant  racine  de  l'équa- 
tion ijL  -f-  /i  tangfi./  =  o  pour  la  première  forme,  et  de  l'équation  [x  =  h  cot^l 
jjour  la  seconde.  Chacune  de  ces  équations  admet  une  infinité  de  racines 
(  n°  488)  et  à  chacune  d'elles  correspond  une  valeur  positive  de  k. 

Il  reste  à  trouver  une  solution  A\  de  la  seconde  des  équations  (8o), 
régulière  à  l'intérieur  du  cercle  G  de  rayon  un  ayant  pour  centre  l'origine 

et  satisfaisant  à  la  condition  — ; h  // W  =  o  pour  /•  =  i.  Cherchons  des 

ar 

solutions  de  la    forme  W  = /"  cosntoy( /■)  ou  de   la   forme  r"  sin  nwy(/'), 

n  étant  un  nombre  entier  positif.  En  observant  que  /-"cosnto  et  /'"sinnto 

sont  des  solutions  de  l'équation  de   Laplace,  on   trouve  (I,  n°  G3)  que  /(r) 

doit  satisfaire  à  l'équation 

(82)  rf{r)  +  {2n-^  !)/'(/•)  -4-  /.,//(  /•)  =  o 
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qui  devient,  en  posant  /  = , 

4 

(83)  < -^4  -^f  « -^  Il -^  —  /  =  o. 

On  retrouve  encore  une  équation  de  Bes«el,  mais  le  paramètre  y»  a"  ''^u 
d'être  la  moitié  d'un  nombre  entier  impair  comme  dans  le  cas  de  la  sphère, 
est  égal  à  un  nombre  entier.  La  fonction  W  devant  rester  finie  pour  /•  =  o, 

on  doit   prendre   pour  y  la   fonction   J  (  « -f- i . ^—^ —  1   et  Ion  démontre 

comme  dans  le  cas  de  la  sphère  que  la  condition  aux  limites  est  vérifiée 
pour  une  infinité  de  valeurs  positives  de  kx.  Kn  définitive,  il  existe  une 
infinité  de  fonctions  fondamentales  de  l'une  des  formes 

sin  (  ]xz  )  /•"  cos  n  cij  J  I  /i  -i-  I . j  '  "  )  i 

cos  (  u'  3  )  /■"  s  i  n  «  lo  J  [  «  H-  I , ^  /-î  I , 

|jt,  [jl',  A'i  étant  racines  d'équations  transcendantes,  indépendantes  l'une  de 
l'autre,  qui  admettent  une  infinité  de  solutions.  On  a  démontré,  comme 
pour  la  sphère,  qu'on  les  obtient  toutes  de  celle  façon. 

618,  Équation  générale  du  type  elliptique.  —  Considérons  une 
équation  liiKJaiie  à  tleiix  vari;il)l(>  iii(li-|ieii(laiiles  du  type  ellip- 
tique, ramenée  à  la  forme  canouupie  in"  i-79).  Nous  I  écrirons,  en 
inl  lodiiisant  un  piirainrtre  A, 


(84) 


^  I     du        ,  du  \        . 

^M  =  A  (  a r-  o H  CM      -4-  /, 

\     Ox  (>y  J      •'■ 


et  nous  supposerons  (pie  a,  6,  c,  J  sont  fies  fonctions  continues 
de  X,  y,  admettant  des  dérivées  parliellrs  continues,  dans  un 
domaine  D,  limité  par  un  ccjntour  feriné  C  Le  prol)lriu«'  j;t'néra- 
lisé  de  Diriclilet  pour  ce  tv|)e  d  étpiations  se  ramène  à  la  reclierclie 
d'une  intégrale  d'une  étjualion  de  cette  forme,  continue  ainsi  (pie 
ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  dans  le  domaine  I) 
et  s'annulanl  sur  le  contour  C.  M.  ililliorl  cl  M.  E.  Picard  ont 
rattaché  ce  problème  à  l'é(|uation  fcuictionnclle  de  Fredliolm  par 
deux  méthodes  différentes.  Nous  indicpierons  succinclenH'nl  le 
principe  de  la  mt-thode  de  M.  Picard.  Si  rétjuation  \>^.\)  admet 
une    intégrale    ti{x^    v),    vérilianl    les   conditions   énoncées,    celte 
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intégralo  ^iillsfail  aussi  à  l'équation  intégro-dift'érentielle  (n°  o21) 


ou  I  on  a  pose 


•M^r,   K)  =  -  A    f  f  /a,  r,)G(x,  r  ;  3.  <)  d\  dr,, 

G(.r,  y;  ;,  y,)  étant  la  fonction  de  Green  proprement  dite  rela- 
tive au  contour  C.  ln\ ersenient,  toute  solution  u(x,  y)  de  l'équa- 
tion (85)  sera  aussi  nne  intégrale  de  l'équation  (84)  pourvu  qu'on 
ail  le  droit  d'appliquer  au  second  membre  de  cette  équation  la 
formule  de  Poisson,  ce  qui  aura  lieu  si  la  fonction  u{x^  y)  admet 
des  dérivées  continues  du  second  ordre.  L'équation  (85)  peut  à 
son  tour  être  remplacée  par  une  équation  de  Fredholm 

(   Il  (t,  y)  =  il  (x,  y) 

au  moyen  de  deux  intégrations  par  parties  (I.  n"  123),  et  en  obser- 
vant (pie  ;/(;,  Y,)  est  nulle  sur  le  contour  C.   I^e  novau  de  celte 

équation  de  Fredholm  est  infini  comme  -  pour  ;  =  j:-,  r,  ^y-  On 

peut  donc  en  déduire  un  noyau  borné  par  un  nombre  fini  d'itéra- 
tions (n"  563)  et,  par  suite,  les  résultats  généraux  du  Cha- 
pitre XXXI  sont  applicables  à  l'équalion  (86). 

Pour  (ju'on  j)uisse  remonter  de  l'équation  intégrale  {^^)  à 
l'équation  aux  dérivées  partielles  (84),  il  est  nécessaire  (jue  la 
solution  n(x,  y)  soit  telle  qu'on  ait  le  droit  de  lui  appliquer  les 
transformations  par  lesquelles  on  a  passé  de  l'équation  (84)  aux 
équations  (85)  et  (86).  11  suffit  pour  cela  de  prouver  que  cette 
fonction  u(x,  y)  a  des  dériv<*es  continues  du  premier  et  du  second 
ordre.  Nous  ren\  crions  pdur  la  démonslratitui  au  Mémoire  de 
M.  Picard  ( Rcmlicoiiti  del  Circolo  nKitcniatico  di  Palcrmo^ 
t.  22,  i(,o6). 

On  s'explique  ainsi  j)our(pioi,  (piand  on  di-veloppe  la  solution 
du  problème  de  Dirichlet  généralisé  suivant  les  puissances 
de  X(n°  522),  on  n'obtient  pas,  en  général,  une  série  convergente, 
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comme  dans  le  cas  du  problème  de  Cauchv,  pour  une  équation  du 
type  lijperbolique.  La  série  obtenue  n'est  convergente  que  si  |À| 
est  inférieur  au  module  de  la  valeur  singulière  du  noyau  dont  le 
module  est  le  plus  pelit.  Nous  voyons  de  plus  que  le  problème  de 
Dirichlet  généralisé  admet,  en  général,  une  solution  et  une  seule; 
il  ne  peut  y  avoir  exception  que  si  \  est  une  des  valeurs  singu- 
lières du  noyau  de  Véqaation  (H()). 
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1.  Développement  d'un  noyait  particulier.  —  Soit  y{x)  une  fonction 
admettant  une  dérivée  seconde  conlinuey(2:)  dans  un  intervalle  (o,  oj  >  o) 

et  satisfaisant  aux  deux  conditions     i      j' c/a- =  o,  ^(w)  =^(o).  En  déter- 

minant  les  deux  constantes  Gj  et  G2  qui  figurent  dans  l'expression  de  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  y"^=f{x)  (p.  /i<)4j  de  façon  à  satisfaire  à 
ces  deux  conditions,  on  trouve  que  y{x)  a  pour  expression 


/(■) 
K(:r,  t)f{t)dt, 
.. 


1  i^/  -  •         I       •       t(x—LM)  t((t>  t) 

le    noyau    K(;r.   t)    étant    égal    a    — -\ pour    x^t,    et 

,     T(  t  CD)  t(u)  t)  ^  ^  -  .  ,,  .,  , 

a -r   i)Our  t  ^  X.    Les    fonctions    londamenlales   de    ce 

noyau,  c'est-à-dire  les  solutions  de  l'équation  intégrale 

y,  lit 
(E)  (f(x)=l  K(x,  t)'jf(t)dt 

sont  les  intégrales  de  l'équation  linéaire  f"{x)  =  Xo(x)  qui  satisfont  aux 
deux  conditions  cpf^ojj  =  «p(o),    /      (f{x)dx  =  o.  Ces  intégrales  sont  nécessai- 

renient  périodiques,  car  la  dernière  C(»nd  il  ion  entraîne  l'égalité  o'(a))  =  «p'(o). 

4  ~-  n^ 
Les  valeurs  singulières  sont  donc  les  nombres ; — >  «étant  un  nombre 

entier  positif  et  à  chaque  valeur  singulière  correspondent  deux  fonctions 

,      ,              .       ..    •                   imzx         .    "y.nizx 
fondamentales  distinctes  cos et  sin • 
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On  peul  remplacer  l'équation  (E)  par  une  cqualion  à  noyau  syniélrique 
(E)'  if{x)=A   f     Ïk{x,  ()-h  ^''"/^"^^V^iOclt. 

Kii  eiïet,  le  novaii  K(:r,  ()  vérifie  la  condition 

/      K(x,  t)  dx  =  o  : 

J^  II) 
'       ^(a^)  dx  =  o,  et  par  suite  'j>(x)  vérifie  l'équation  (  E  )'. 
0 

Inversement,  toute  solution  de  l'équalion  intégrale  (E/  satisfait  à  la  con- 
dition 

i      <&{x)dx  =  l    l        I      K(x,  ()o(t)dx  dt 

-     r'^x{x  —  uy)    ,  /-'"     , 

—  X    /      — ^^ dxx  '^(t  )  (Il 

ou 

f'^.(t>dt\i^i  r-^^"-"'rf^i=o. 

On   aura   donc   aussi     1       iD(t)dt  =  o,   et   par   suite,    o(x)  sera   aussi   une 

,    '  'i 
solution   de  l'équation   (E),   à   moins  que   A   ne   soit  ('^^al   à  — ;;  •  Pour  cette 

valeur  de  X,  une  solution  de  l'équation  (E/  doit  satisfaire  à  l'équation  dif- 
férentielle 

9  (.r)  =  — -  !i(.r  ) /      -siiOdt 

w-   '  <"■*  ./o      ' 

et  à  la  condition  'j((o)  =  ç(o).  On  voit  aisément  qu'il   n'y  a  qu'une  fonc- 
tion distincte  :;>  =  i,  satisfaisant  à  ces  conditions. 

X  i  X  —  (O  ► 
En  résumé,  le  noyau  K^ix.  y)  =  K(.r,  y)  —  ^ — admet  les  mêmes 

valeurs  singulières,  avec  les  mêmes  fonctions  fondamentales,  que  le  noyau 


K(ar,  y)  et  admet  de  plu^  la  valeur  singulière  — ^>  à  laquelle  correspond  la 


10- 


fonclion   fondamentale  o  =  i.  Or,  ce  noyau   Kx{x,y)  est  symétrique,  car 
on  peut  l'écrire 

K|(x,  v)=  ^^-^ ■—-         pour         >'<•'•; 

210 

Ce  noyau  K,(.r,  j')  étant  s\  métrique  cl  ayant  toutes  ses  valeurs  singulières 
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négatives  à  l'exception  de  la  première  peut  élie  représenté  par  une  série 
uniformément  convergente  formée  par  les  noyaux  principaux  ( n"  592).  On 
obtient  ainsi  le  développement 

...                  (u-           oj    -v^    I    \         /in-xX         fin~y\ 
^iioc,y)= >  —    cos( Icos    ^ 

1 

.     /7.n-x\    .     I>n-v\) 

qui  s'applique  à  toutes  les  valeurs  de  x  tl  àe  y  comprises  entre  o  et  w  et 
qu'il  est  facile  de  vérifier  directement  au  moyen  de  la  série  de  Fourier 
n,  n'"' 201-204).  En  particulier,  si  l'on  suppose  j'  =  o,  on  a,  pour  x  compris 
entre  o  et  tu,  le  développement 

-I-  « 

X{  Ui  X  )  OJ- 


oj-  M    ^^^    I  /in-x\ 

= 7    7   — ;  cos  (  1 

11        Ï--  A^  n^         \       tu      / 


Application.  —  Soit  ¥(x)  une  fonction  admettant  une  dérivée  seconde 
continue  dans  l'intervalle  (o,  ouj  et  satisfaisant  à  la  condition  FCtu;=  F(o  i. 
En  lui  ajoutant  une  constante  —  C,  on  peut  évidemment  supposer  qu'on  a 

/      h  ( x)  dx  =  o, 

et  par  suite,  la  fonction  F(x)  est  de  la  forme 

F(x)  =  C-+-  /     K(x,  ()F"(t)de 

•-  0 
=  C~  Kyix,  t)F"(t)dt-r-^^ —  r(t)dt. 

D'après  le  théorème  de  Hilbert-Srhmidt,  l'intégrale 

/      K,(jr,  t)F"n)dl 
«-  0 

peut  être  développée  en  série  de  Fourier  uiiiforinément  convergente  et  il 
en  est  de  même,  nous  venons  de  le  voir,  i\t  x{x  —  tu). 

2.  l'olynoines  de  Legendre.  —  Considérons  un  noyau  K(  j",  s)  défini  de 
la  manière  suivante, 

K(ar,  5  )  =  log(i  —  s}-+- log(i -H  J")-H  I  —  îloga         pour         — i5s  =  a:^I, 
K{x,s)  =  \o^(\ — X ) -\- \o^{i ->r  s )  -^  \  —  2  logvî         pour         — i=^=*^i; 
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ce  noyau  est  symétrique,  et  l'on  vérifie  facilement  qu'on  a 
/       K(T.s)(fs=    I       K(T,s)dx=^o. 

l'ar  suite,  toute  fonction  de  la  forme '^(a")=    j        K(.r,  5)^(5)  c/5  satisfait 

p-^i  /'"*■'    /'"'"' 

à  la  relation    /        'ç>(x)dT=    1  I        K(x,  s)  f( s)  dx  ds  =^  o.  Ce\a  posé, 

i  — 1  '-  -1     •  -1 

considérons  l'équation  intégrale  homogène 

ci(^)  =  /.    /        K(-7',  s)o(s)ds, 
"-  —I 

qu'on  peut  écrire,  en  remplaçant  ii{x,  s)  par  son  expression, 

o(x)=K  I      log(i  —  s )<f  (s)  ds  -\- 110^(1  -h  x)   I     vi(s)ds 

-T- À   /     log^i -+- 5  )o(s)  ^5 -1- X  log(i  ^  a:)    /     o(s)  ds 

-{-(i— iloga)   r      ^(.s)ds. 
On  en  tire,  en  différentiiint, 

O  ix)=\^{x)\0^{\ X)^ ^ /        0(5)  <^5 -I-  À(p(j-)  log(l  ■+-  J-) 

1  -^  X  .  /    I 

—  )/f (a-;  log(i -I-.1-)-: ^ —    /     '^{s)  ds —  \'i{x)\o^{\  —  x) 

=  — ^ —    /      ':,{$)  ds  -^  — ^ —    /     '^(s)ds 
I  ~r-  X  ../_j    ■      '  X  —  1  ,  '^.    ' 

ou  encore 

{x'^  —  i)o'(x)  =  l(x  —  \)C    o(s)ds-hl{x-^j)  j    ^(s)ds 

\'.n  tenant  compte  de  la  condition    /       o(s)c/s=o,  le  second   membre 

devient  —  »  À    /      ois)ds,  et  une  nouvelle  différcntiation  nous  donne 
«-  -  1 

(E)  (j-*  —  i  )'^"(T)-i--?.x':^'(x)-h  iXoix)  =  o. 

I/équation  (  K  )  n  admet  d  intégrale  restant  (inie  pour  .r=  ±1,  que  si  2). 
est  de  la  forme  — n(n-hi),  n  étant  un  nombre  entier  positif,  et  l'inté- 
grale correspondante  est  le  polynôme  de  Legendre  \\{x). 
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Réciproquement,  soit 

le  calcul  qui  vient  d'être  fait  prouve  que  >'(>■)  est  une  intégrale  de  l'équa- 
tion différentielle  linéaire 

{x-  —  i  ly"  -h  -j. ry'  —  ni  n  -h  1  )  P„ (a- )  =  o. 

Comme  elle  est  finie  pour  a:  =  liz  i,  elle  ne  diffère  donc  de  Y* n.(^)  que  par 
une  constante  C,  et  cette  constante  est  nulle  puisqu'on  a 


/       y(x)dx  =   I        P„(x)dx=o. 


En  résumé,   les  valeurs   singulières  du  noyau    K(.r.  s)   sont    les  nombres 

n(n-r-i).  .  T    i     1  1  I 

^^ j  ou  n  est  un  entier  positif.  A  chacune  de  ces  valeurs  corres- 

2 

pond  une  seule  fonction  fondamentale,  P„(xi.  Le  noyau  principal  corres- 
pondant au  pôle est  de    la  forme  CnP„(x)P„(s);  pour  déter- 

2 

miner  la  constante  C„,  il  suffit  de  partir  de  la  condition 
n(  n  -i-  i) 


I  C„  P;,(5)  rfi-. 


qui  donne  (I,  n"  203)  C„  = Il   est  à   remarquer  que    la    série 

'  ni  n  —  I  I 

des    noyaux    principaux    n'est   pas  uniformément   convergente,    puisqu'on 
a  P„(i)=i. 

Application.  —  Soit  F(x)  une  fonction  continue,  admettant  des  dé- 
rivées continues  F'(x),  F'{x)  dans  rinlervalle  ( — 1,  -i-i),  et  satisfaisant  à 

la  condition    /        I' (x;  <fx  =  o.  Posons 

/(x)=(x-^  —  i)F''(x)-^-?.xF'(x)=  -^  ;(^'--  i)F'{x)[, 
*(ar)= I        W(j-.  s  i/i  S)  ds; 

d'après  le  calcul  précédent,  on  a  encore,  puisque    /       f  (x  )  dx  =■  o^ 

1 

(a:* —  \)<^'kx)-\-  •ix<\^'(x)  =/{x }  =  ix^  —  t  }F  {x  )-r-  xjF  (x). 
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La  fonclion  «i>(:r),  étant  finie  pourT  =  r^i,  ne  diffère  de  F(x)  que  par 

une  constante,  et,  comme  Ion  a  /       'ï>(  x)  dx  =o,  celte  constante  est  nulle. 

On  a  donc 

^-t-i 
Yix)^  —  -    /        K(ar,  5)/(5)c^5, 
■^  •  '-I 

et  par  suite,  la  fonction  Y{x)  est  déveioppable  en  une  série  uniformément 
convergente  de  polynômes  de  Legendre,  dans  l'intervalle  ( — i.  -l-i).  Le 
théorème  s'étend  à  une  fonction  quelconque  continue,  ainsi  que  ses  dérivées 
des  deux  premiers  ordres,  en  considérant  la  différence 


-;£■' 


Y(x)—  -    /       V{x)(ix. 

3.  Refroidissement  de  la  sphère.  —  Dans  le  cas  où  la  température  ne 

dépend  que  de  la  distance  au  centre,  on  a  vu  (n"  488)  qu'on  obtient  des 

d^v 
solutions  simples  en  cherchant  les  intégrales  de   l'équation  -j—  z=\{'(r) 

satisfaisant  aux  conditions  aux  limites  t'(o)  =  o,  -7 hv  =^  o  pour  /•  =  R. 

Or,  on  démontre  aisément  que  l'intégrale  de  l'équation  -7-^  =f(r)  satis- 
faisant à  ces  conditions  aux  limites  a  pour  expression 


.(/•)=    /     K(r,  t)f(t}dt. 


K(/-,  /)  désignant  le  noyau  symétrique  défini  par  les  égalités 

/trt 

hrt 

K  I  /•.  <  I  =  j-j-  —  /•         pour         /  >  /■. 

I  -i-  /*  R 

Les  fonctions  f(;)  cherchées  sont  donc  les  fonctions  fondamentales  de  ce 
noyau  symétrique. 

Toute  fonction  V(r)  satisfaisant  aux  conditions  aux  limites  et  admet- 
tant    des    dérivées    des    deux    premiers    ordres    continues    dans    Tinter- 

valle   (o,  H)  est  représentée    par   1  intégrale      /      Kf/-,  t)'\''(t}dt  et,   par 

suite,  ]jeut  être  développée  en  série  de  Fourier  uniformément  convergente, 
ayant  pour  termes  des  fonctions  fondamentales  de  ce  noyau. 

4.   Equation  de  Bessel .  —  L'intégrale  générale  <le  l'équation 
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OÙ  1  on  suppose  a  >•  i  est 

J-  =   ! /       (  J"'     ï.s-ï— i-)/(  s»  (/i  -H  Aj"1-^— B. 

Pour  que  l'iniégiale  reste  finie  pour  j"  =  o  et  vérifie,  en  outre,  la  condi- 
tion jK  '  I  I  —  hy(  i  )  ^  o  ( h  ^  o),  il  faut  qu'on  ait 

A  =  /     s^fiS)ds         (I  —  3().\  — /«(A -i- B)  =  o. 

On  en  déduit  aisément  que  l'intégrale  cherchée  a  pour  expression 

-,1 
y=  /     s'-'-Wi  X.  s)  fis)  ds, 

où  l'on  a  posé 

H(a~,  5j  =  x'-* -(- u         ('o<s^a7),  H(\r,  5;  =  s'-»-^  ;x         (x'is<_i) 

a  —  I  —  /' 

et  a  =  ; •  Les  intégrales  de  l'équation  de  Bessel 

/(  ^ 

^-y'-^OLy'  =  Ixy 

qui  satisfont  au\  conditions  précédentes  sont  donc  les  solutions  de  l'équa- 
tion intégrale 


o(x)—  — ^ —    /     s^\\(x^  s  )':,($)  ds, 

l  —  2  .  / 

<lont  le  noyau  e^t  de  la  forme  de  Schmidt  (n"  393 J. 

Remarque.  —  Oans  le  cas  particulier  où  a  =  i .  on  est  conduit  de  même 

à  l'équation  intrgrale 

^  1 

'f(:r)  =  /.    /     s\\{x^  s )':i(s)  ds, 

où  l'on  a  H  ix,  s\  =  logar  -+-  ]i.  pour  s  <<  or  et  H  ix.  S)  =  log5  —  ;i.  pour  s  >  x. 

î>.  Problème  de  Dirichlet  pour  un  contour  à  points  anguleux.  — 
Considérons,  pour  simplifier,  un  contour  fermé  G  présentant  un  seul  point 
anguleux  Mo.  d'abscisse  curviligne  a-y,  où  les  tangentes  font  un  angle  a^ir. 
L'éfjuation  intégrale  à  résoudre  est 

'  c      ' 

/•  et  o  ayant  la  signification  iiahituelie,  et  3  étant  égal  à  r.  pour  r"  ro,  et 
à  v-  —  a  pour  x  =  Xo{n''  503).  Nous  remplacerons  cette  équation  (K)  par 
l'équation 

P  co*  co 

(II.)  r.p(x}-h}.   I    — ^  z(s)  ds  =/(x), 
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qui  n'en  dilTère  que  |ioiii  .r  =  j'o-  En  appliquant  à  celte  équation  la  mé- 
tliode  des  approximations  successives  on  obtient  une  solution  formelle 

p(x,  X)  =  po{^)-T-  lp,(x)-~...-i-A"p„{x)  -h.  .., 

où  les  diiïérents  termes  pn(jr)  sont  discontinus  pour  5- =  ^Tq.  et  continus 
pour  toute  autre  valeur  de  x;  on  le  démontre  aisément  au  moyen  des  pro- 
priétés du  potentiel  de  double  couche. 

Supposons  I  A  I  assez  petit  pour  que  la  série  soit  uniformément  conver- 
gente; cette  solution  p{x,  X)  de  l'équation  (E)'  présente  donc  une  discon- 
tinuité pour  37  =  a"o,  et  l'on  a  p(a"o,  X  )  ^  p(a;o -H  o,  X)=  p(a;o —  o,  X).  Nous 
allons  calculer  cette  discontinuité.  Pour  cela,  désignons  par  R(x,  X)  Une 
fonction  continue  égale  à  p(  x,  X)  pour  a'  ^  Xqi  et  à  p(xo:àzo.  X)  pour  x  =  Xq. 
L'équation  (E)'  j)eut  s'écrire 

T.p{x,l)=l  f^[Rix,'k)-R(s,A)]ds  —  XR(x,l)   f^211ds-i-/{x), 

et,  la   première  intégrale  étant   continue  (n"  313),  ~p(x,  X)  présente   la 

même  discontinuité  que  — XR(x,  X)    /    -ds.  On  a  donc 

t-'c      ' 

-[p(xo±o,l)—pixo,  X)]=  —  X-R(:r«,  X)-(-XaR(a7o,  X)  =  X(a  — -)  R(ro,  X), 
ce  qu'on  peut  écrire,  d'après  la  définition  de  R(:r,  X), 

D/         ->  ,  7:p(a7o,  X) 

R(ro.X)=^^^^^_^^. 

La  fonction  continue  R(x^  X)  satisfait  donc  à  Téquation  intégrale 

(E/'  7R(.r,  X)^X    /    —-^R(s,l)ds=/(x), 

-  c     '' 

où  7  =  7:  pour  x  ?^  Xq,  et  y  =  -  -i-  X(7:  —  a)  pour  x  =  Xq. 

Cela  étant,  si  la  fonction  p{x,  X),  qui  est  une  fonction  analytique  de  X, 
est  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  X  =  r,  il  en  sera  évidemment  de 
même  de  R(a:,  X),  et  la  dernière  équation  (E)"  prouve  que  R{x,  i)  est  une 
solution  continue  de  l'équation  (E).  La  remarque  s'étend  sans  peine  à  un 
contour  ayant  un  nombre  quelconque  de  points  an<;uleu\,  et  au  problème 
de  Dirichiet  dans  l'espace,  pour  une  surface  ayant  un  nombre  quelconque 
d'arêtes. 

Tout  revient  donc  à  démontrer  que  X  =  i  n'est  pas  une  valeur  si/i^^u- 
lière  pour  l'équation  (E)'.  C'est  un  point  essentiel  qui,  croyons-nous,  n'a 
jias  encore  été  établi  d'une  façon  générale.  On  s'assure  aisément,  sur  des 
exemples  simples  comme  un  contour  rectangulaire,  que  la  solution  de 
I''redbolm  n'est  pas  applicable.  Les  intégrales  définies  (|ui  représentent  le- 
traces  du  noyau  n'ont  pas  de  valeurs  finies. 


CHAPITRE  XXXIV. 

CAI.CLI,     UKS     VAUIATIOXS. 


Les  problèmes  fjiii  foni  lOlijcr  du  CnlcuL  des  variations  sont 
des  problèmes  de  maximum  et  de  minimum  de  nature  très  variée, 
dans  lesquels  il  saisit  de  déterminer  la  forme  d'une  ou  de  plusieurs 
fonctions  inconnues.  Nous  traiterons  seulement  les  plus  simples 
de  ces  problèmes  pour  bien  mettre  en  évidence  les  difficultés  spé- 
ciales à  ce  genre  de  questions,  et  pour  tâcher  en  même  teaq^s  de 
donner  une  idée  de  cpielques  jîrogrès  récents  de  la  théorie.  Il  est 
|)resque  superflu  d'ajouter  qu'il  ne  sera  question  dans  ce  Chapitre 
(jue  de  variables  réelles  ('). 

I.  —  PREMIÈRti  VARIATION.  —  EXTRÉMALES. 

611J.  Lemmes  préliminaires.  —  Nous  établirons  d'abord  quelques 
lemmes  très  simples,  dont  on  s  est  déjà  servi  dans  certains  cas 
particuliers    sur   lesquels    repose    tout    le    calcul    des    variations. 

Lkmme  1.  —  Soit  F(x)  une  Jonction  continue  déterminée 
dans  un  intervalle  (Xq.  ^i):  >'/  l'intégrale  j  r,(x)F(x)dx  est 
nulle  pour  toutes  les  formes  possibles  de    la  fonction   r^{x'), 

(')  Pour  une  élude  plus  complète  de  la  théorie  générale  et  pour  riiislorique, 
voii-  l'article  sur  le  Calcuf  des  varitilions,  dans  l'édition  française  de  VEncyclo- 
pédie  des  Sciences  malliémaliques.  de  M.M.  Kneser,  Zernielo  et  Lccat,  cl  les 
Ouvrages  suivants  : 

Kneskr,  Lehrbucli  der  Varialionsrecknun!^  {  Rraiinscliweig.  kjoo).  —  O.  IJolz.a. 
Lectures  on  llie  calculas  o/  variations  {Chica^D,  1904).  —  J.  1Iai>.\m.\i;i>,  Leçons 
sur  le  calcul  des  variations  (Paris,   1910). 

Je  me  suis  beaucoup  servi  de  ces  deu\  derniers  Livres  pour  la  rédaction  de  ce 
Chapitre. 

G..  III.  35 
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continue  ainsi  que  sa  dérivée  r^ (x)  dans  V intervalle  (Xq,  x^)^ 
et  s'annulant  pour  X  =1  Xq,  x  =  Xi,  la  fonction  ¥{x)  est  nulle 
dans  tout  cet  intervalle  {Xq,  Xx). 

En  eflel,  supposons,  par  exemple,  que  ^{x)  soil  positif  pour  une 
valeur  0:2  comprise  entre  x^^  et  x^  ;  on  peut  alors  trouver  un  inter- 
valle (;o.  \\  )  renfermant  x.i{xo<.  ^0  <  •Z'a  <!  ^1  <;^i)  tel  que  F(a7) 
soit  positif  dans  tout  l'intervalle  (Eq-  ii)-  Considérons  alors  la 
fonction  't\{x)  définie  de  la  manière  suivante  :  1°  r^(^x)=:o  pour 
^o^-^^Ho:  2°  ■r,{x)={x  —  io)"'!?!  —  ^)'''pour  ^o^-r^i),  m  étant 
un  nombre  entier  au  moins  égal  à  2  ;  3"  'ri{x)  =  o  pour  Zf^xSxt. 
Cette  fonction  est  continue  et  admet  une  dérivée  continue  entre  iCo 
et  X(,  et  il  est  clair  que  la  valeur  correspondante  de  l'intégrale 
considérée  est  positive. 

Le  raisonnement  et  la  conclusion  subsistent  évidemment  si  l'on 
supjirime  quelques-unes  des  conditions  imposées  à  la  fonc- 
tion 'f,{x).  11  en  est  encore  de  même,  si  l'on  assujettit  celle 
fonction  'f,{x)  à  de  nouvelles  conditions,  comme  d'avoir  des 
dérivées  continues  jusqu'à  un  certain  ordre,  toutes  ces  dérivées 
étant  nulles  pour  x  :=  Xq  el  pour  .r  =  .r, .  Il  suffira  de  prendre  le 
nombre  entier  ni  assez  grand  j)Our  (|ue  ces  conditions  soient 
vérifiées  par  la  fonction  'r\{x)  considérée  tout  à  l'heure. 

Enfin,   il  est  visible  que  la  conclusion   s'étend  à  des  intégrales 

de  la  forme    /      [r,,  F,  (j:) -j- r,^  I"\  +  Y.sFa]  ^/x;  F,,  F.^,  F3  étant 

des  fonctions  continues  dans  l'intervalle  (^01  -^i)'  '^h  ;  '^ia?  'Os  des 
fonctions  devant  vérifier  les  mêmes  conditions  que  'fjx).  Pour 
que  cette  intégrale  soil  nulle  pour  toutes  les  formes  possibles  des 
fonctions  Yj,,  7,0,  'r,3,  vérifiant  ces  conditions,  il  faut  <pie  les  fonc- 
tions F,,  Fo,  Fs  soient  identiquement  nulles.  On  verra  plus 
loin  ^n"  627,  note)  de  nouvelles  extensions. 

Lkmmk  11.  —  Soie/Il  F(.r),  r^ix)  deux  fonctions  continues 
dans  r  intervalle  [Xq^  xC),  dont  la  première  V  [  x)  est  supposée 

déterminée.  Si  l' intéi^^ralc  définie    j      T^[x)F(x)dx  est  nulle 

pour  toutes  les  formes  possibles  de  la  fonction  y,  (r)  telles  que 

l' mtéi^rale    /      r^Çx)dx  soit  nulle,  la  fonction   F(j;)  se  réduit 

à  une  constante. 
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En  effet,  si  cette  condiliDii  est  satisfaite,  on  aura  aussi 

j       [F{T)  —  C]r^(.r)dx  =  o, 

quelle  que  soit  la  constante  C,  si  l'intégrale  /  ■r^(x)  dx  est 
nulle.  Choisissons  en  particulier  la  constante  C  de  façon  qu'on 
ail    /      [F(j7)  —  C]dx  =  o. 

On  pourra  prendre  'rjx)  =  F(.r)  —  C  et,  par  suite,  on  aura 

f   '[F(T)-Cr-dT  =  o, 

d'où  Ion  tire  F(.r)  ^  G  (cf.  p.  ^i2/\.  note). 

620.  Définitions.  Objet  du  premier  problème.  —  Soit  F{x,y,y') 
une  fonction  des  trois  variables  x,  y,  y\  (jui  est  continue,  ainsi 
que  ses  dérivées  partielles  jusqu'à  celles  du  troisième  ordre,  tant 
que  le  point  de  coordonnées  (^x^  y)  reste  dans  une  région  connexe 
du  pian  <îîl,  et  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  y' .  Dans  tous  les 
exemples  que  nous  traiterons,  cette  fonction  F  est  analytique;  la 
région  c'R,  qui  est  déterminée  dans  chaque  cas  par  les  conditions 
du  prohième,  [)eut  embrasser  tout  le  plan  ou  cire  liinilée  par  une 
ou  plusieurs  courbes  frontières. 

Soiiy(.r)  une  fonction  continue  et  admellant  une  (h'-rivée  con- 
tinue dans  un  inter\alle  (a7n,  -^k^'i  nous  dirons  (juc  celle  ("ouclion 
appartient  à  la  classe  (I)  dans  rintervallc  (j^q?  -^i)-  Eéciua- 
tion  j'=y'(.r),  quand  on  fait  variera?  de  x^  à  .?•,.  représente  un 
arc  de  courbe  F  admeltanl  en  chaque  point  une  laiigente,  dont 
le  coefficient  an;^ulairc  xaric  (riiiic  uiiinirie  conlinm':  nous  dirons 
aussi  que  celle  courbe  1"  ap|)arlicnt  à  la  classe  (I).  Si  elle  est 
située  dans  la  réjiion  ,tl,  la  fonction  V\x,  J\x),  f\x)\  obtenue  en 
rem|)la(;.iini  )'  par /"(  .r)  et  »'  |)ar  y'(.r)  dans  F(x,  j)',  v')  est  con- 
tinue dans  riiilcrvalh;  (  Xo,  .^'i)  et  l'intégrale 


^    ^    \'\r.   I\x),  f'(x^\dx 
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a  une  valeur  finie.  .Nous  écrirons  aussi  celte  intégrale 
J  =  j  V{x,  y,  y)dx, 

en  in(li([ii;iiil  l.i  coiiihe  Y  le  long  de  la(juelle  elle  est  prise. 
Soient  A  et  B  deux  points  qtielcoiif|ues  de  la  région  ^,  de  coor- 
données (.ro,  j'o)  et  (a:,,  jj^i  );  nous  sup|)oserons  toujours  .ro  <;  :r, . 
On  peut  joindre  ces  deux  poinis  A  et  B  par  une  inlinit»'-  de 
courbes  V  de  la  classe  (l),  situées  tout  entières  dans  la  région  A. 
Une  quelconque  de  ces  courbes  F  est  représentée  par  une  é(jua- 
tion  de  la  forme  y  :=f[x)^  la  fonction  y"(.r)  étant  une  fonction 
de  la  classe  (I),  définie  dans  Tintervalle  (Xq,  .^i),  satisfaisant  aux 
conditions 

et  telle  en  outre  que  le  point  de  coordonnées  [T,y(.r)]  reste  dans 
la  région  A  lorscpie  x  varie  de  Xq  à  x,.  A  chaque  fouclion  /"(x) 
satisfaisant  à  ces  conditions  correspond  une  valeur  déterminée  de 
l'intégrale  J.  Le  problème  dont  nous  allons  nous  occuper  peut 
être  formulé  ainsi  :  Parmi  les  courbes  V  de  la  classe  (l),  joignant 
les  deux  poinis  h.  el]à  el  situées  à  l'intérieur  de  la  région  A, 
en  existe-t-il  une,  telle  que  V intégrale  .]  correspondante  ait 
une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite  que  pour  toute  autre 
courbe  satisfaisant  aux  mêmes  conditions? 

11  n'est  nullement  certain  a  priori  i\\\'\\  existe  une  courbe  F 
i'é|)ondant  à  la  question.  Supposons.  [);ir  exemple,  que  la  fonc- 
tion F(.r,  y,  y')  soit  toujours  positive  pour  toutes  les  valeuis  finies 
dcj^',  lorsque  le  |)oint  {x,  y)  reste  dans  la  région  A.  Linlégraie  J 
a  évidemment  une  valeur  positive  pour  toute  courbe  F  joignant 
les  deux  points  A  et  13;  la  vnleur  de  celte  intégrale  a  ilonc  une 
borne  inférieure  /?i:2*>,  niais  ou  ne  peut  pas  en  conclure  qu  d 
existe  une  courbe  F  de  1  espèce  consiilérée  pour  lacpielle  J  a  cette 
valeur  m:  nous  verrons  des  exemples  où  il  n'en  est  pas  ainsi.  11  y 
a  l.i  une  (iillV-rence  essentielb;  entre  les  probièiues  du  calcul  des 
variations  et  les  problèmes  de  maxi  III  II  m  il  (le  minimum  traités  dans 
le  calcul  dillerenliel  :  iif)us  savons  en  ellet  (ju  une  foiielion  d'tine 
seule  variable  .r,  par  exciupie,  (pii  est  eoutiniie  (liiii->  un  inter- 
valle yV /'/né  (<7,  b)  prend  une  \aleur  maximum  el  une  valeur 
minimum  dans  cet  intcrxnlle  (1,  n"  S  ). 
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Nous  ne  nous  occuperons,  tout  d'abord,  que  de  la  recherche 
des  maxima  et  des  minima  relatifs^  c'est-à-dire  que  nous  ne 
comparerons  la  valeur  de  I  inlé«;ralr  .1  le  lonj,^  d'une  couihe  F 
joignant  les  deux  points  A  et  B  qu'aux  valeurs  de  la  inOnie  inté- 
grale pour  des  courhes  inlinimeut  voisines  satisfaisant  aux  mêmes 
condilions.  Pour  fixer  les  idées,  nous  ne  rechercherons  le  plus 
souvent  que  les  valeurs  minima,  le  cas  des  maxiiua  se  ramenant 
au  premier  par  le  changement  de  F  en  —  F. 

Le  problème  que  nous  nous  proposons  |)eut  être  formulé  ana- 
Ijtiquement  d'une  façon  piécise.  'So\\.  y  =^f{x)  une  fonction  de 
la  classe  (1)  dans  l'intervalle  (j^oj  ^0'  pi'cnant  les  valeurs  y^ 
pour  x=iX(i  et  7)  pour  ;r  =X|,  et  telle  que  la  courbe  F  repré- 
sentée par  l'équation  y  =  /*(j?)  soit  à  V intérieur  i\e  la  région  ,>l. 
Soit  £  un  nombre  positif:  nous  appellerons  g{=  la  région  fermée  du 
plan  limitée  par  les  deux  parallèles  x  =  J^o-  x  ^=  X\  à  l'axe  0>',  et 
par  les  deux  courbes 

Y,  =  /(>;)  +  £,         Y,=/(j")-s, 

et  nous  suppf)serons  le  nombre  e  assez  petit  pour  que  ,'flç  soit  tout 
entière  à  l'intérieur  de  A.  Toute  courbe  de  la  classe  (I),  joignait 
les  deux  points  A  et  B,  et  située  tout  entière  dans  la  région  ^g, 
est  rej)résentée  par  une  équation  de  la  iovme  y  ^f\x) -\- hi{x)^ 
la  fonction  m[x)  étant  continue  et  admettant  une  dérivée  con- 
tinue dans  l'intervalle  {x^^  X)  ),  et  satisfaisant  en  outre  aux  condi- 
tions 

(i)         io(.ro)  =  o,         (oCri)  =  o,  |(o(,r)|<E,  pour     .ro<5'<ri. 

Nous  dirons  (|ue  la  fonction  J\x)  donne  un  exlremuni  de  V in- 
tégrale J,  s' il  est  possible  de  tromper  un  nombre  positif  t  tel 
que  la  valeur  de  V intégrale 

}=J     'v[xJ\x),f(T)\dx 

soit  plus  petite  ou  plus  grandr  ijuc   la  valeur  de  l' intégrale 
J'=    /        F[.r,/(j-)  H- 10(3- ),/'(>) -4- oj'(J-j|  ^/.r, 

•o 

ix>{x)  étant  une  fonction  tjuelrontiue  de  la  classe  (  I)  dans  lin- 
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lerK'dUe  (ro,  x,  ),  satisfaisant  aux  conditions  (i),  et  n'étant 
pas  nulle  identiquement  (  '  ). 

Il  est  clair  (|troii  peut  trouver  d'une  infinité  de  façons  des  fonc- 
tions (o(j:^),  satisfaisant  à  ces  conditions,  et  dépendant  d'autant 
de  paramètres  arbitraires  qu'on  le  voudra.  Nous  [)rendrons  d'abord 
des  fonctions  (o(:r)  ne  dépendant  que  d'un  seul  paramètre  variable, 
et  d'une  forme  très  simple.  Nous  désij^nerons  d'une  manière  gé- 
nérale par  r,  (j-)  une  fonction  continue,  admettant  une  dérivée 
continue  dans  l'inlervalle  (^To,  X\),  et  s'annulanl  j)our  les  deux 
limites  Xq  et  X).  Il  est  clair  que  la  fonction  <y.r\[x)  sera  en  valeur 
absolue  moindre  que  s  dans  tout  l'intervalle  (.Tq,  Xi)  pourvu 
que  |a|  soit  assez  petit.  En  remplaçant /(a?)  par /(.r)  +  ar|(jc) 
dans  F[.r,  f{x),  /'(.r)],  l'intégrale  J  devient  une  fonction  du 
paramètre  a 

(•2)  J(a)=    I       F\T,f(x)^cir,(x),f(x)-i-oir;{x)]dx, 

et  cette  fonction  .l(a)  doit  être  minimum  pour  la  valeur  a  =  o  du 
paramètre,  quelle  que  soit  la  fonction  r^(x). 

Si  l'on  développe  cette  fonction  J(a)  par  la  formule  de  Tavlor 
suivant  les  puissances  de  a,  on  a 

J{a)  =  J(o)-»--J,H J<.4-...H ^ J„-f-  a"/i(a), 

I  1.2  i .2. . .  n 

h(a.)  tendant  vers  zéro  avec  a.  Les  quantités  aj,,  a-Jj,  .  .  .  sont 
appelées  première,  seconde,  .  .  .  variation  de  J;  on  les  repré- 
sente, d'après  une  notation  due  à  Lagrange,  par  8J,  ô-J,  ...,  Z"J. 
Kemartpions  que  o".l  est  égal  au  produit  de  y."  par  la  valeur  de  la 

dérivée /i"^""" -^  pour' la  valeui-  a  =  o.  On  voit  donc,  en  employant 

la  notation  de  Lagrange,  qu'^Y  est  nécessaire,  pour  que  la  fonc- 
tion f{x)  rende  V intégrale  .\  minimum,  (fu'on  ait 

OJ   =  o,  0- J  i-O, 

et  ces  conditions  doivent  être  vérifiées,  quelle  que  soit  la  fonc- 

(  '  )  Il  peut  y  avoir  extremum  au  sens  strict  ou  au  sens  laii;e.  Il  y  a  miniinuii) 
au  sens  strict,  par  exemple,  si  l'on  a  J<J'  pour  toutes  les  formes  possibles 
de  u)(a;);  il  y  a  minimum  au  sens  large,  si  l'on  a  J  =  J'  pour  certaines  formes 
de  la  fourtion  (^{x). 


J 


I.    —    PHEMIÈRE   VAniATION.    —    EXTBÉMALES.  ')5l 

lion  Y, (x),  pourvu  seulement  que  celle  fonction  soit  continue 
ainsi  que  sa  dérivée  'r\  {x)  dans  l'intervalle  {xo'.,Xi),  et  qu'elle  soit 
nulle  pour  les  deux  limites  Xq  et  x,.  Le  signe  >  devra  être  rem- 
placé par  le  signe  -<  pour  un  maxiinuin. 

ôt^l.  Première  variation.  Équation  d'Euler.  —  De  la  for- 
mule (3)  on  d('-duit,  en  appliquant  la  formule  hahiluclle  de  di(- 
férentiation  sous  le  signe  intégral,  rex|)rcssion  de  la  première 
variation    • 

(3)  ?J  =  j.J      yL.r,{x)+^r:{x)]^dx, 

y  et  y  devant  être  remplaces  par  J {x)  et  J  \x)  dans  —  et  — ;•  01 

la  fonction  f{x)  admet  une  dt'-rivée  seconde  continue  f"(x),  on 
peut  appliquer  la  formule  d'intégration   par  parties  à   l'intégrale 


x: 


—  ■q  {x)clx, 


ce  nui  donne 


Le  premier  terme  du  second  membre  est  nul  puisque  la  fonc- 
tion r|(j?)  est  nulle  aux  deux  limites,  et  nous  avons  une  nouvelle 
forme  de  o.I 

Pour  qu'on  ait  oJ  =  o,  pour  toutes  les  formes  possibles  de  la 
fonction  r\{x)^  il  est  nécessaire,  d'après  le  lemme  I  du  n"  019, 
que  le  coefficient  de  r^{x)  sous  le  signe  intégral  soil  nul  (huis  toul 
l'intervalle  [x^^  .r,  ).  On  en  déduit  la  première  (ondilion  à  laipielle 
doit  satisfaire  la  fonction y(x). 

Pour  que.  la  fonciion  f{x)  donne  un  extremuni  relatif  de 
iinlègrale  définie  J,  //  est  nécessaire  que  cette  fonction  f{x) 
vérifie  V équation  dilférentielle 

oV_ ^/^\  _ 


5'»}.  CHAPITRE   XXXIV.    —   CALCUL    DES   VARIATIONS. 

Celte  ôfitiation  a  été  obtenue  jionr  la  première  fois  parEuler  ('); 
elle  s  écrit,  en  (ie\elo|i|)aiit  la  dérivée  -j- [  y-r  j  ' 

0'-  F    „        t>2  F  Si  F         dF  _ 

^    ^  dr^  -^         ôjHy'  ^'  ~  àx  dy'        dy  ~ 

Lorsque  la  fonction  F  conlienl  j''  (ce  qui  est  le  cas  général), 
l'équation  (6)  est  tlu  second  ordre,  et  Tinlégrale  générale/(a?,  «,  b) 
dépend  de  deux  constantes  arbitraires  a  et  b.  Si  Ton  vent  que  la 
courbe  intéf;rale  passe  par  deux  points  donnés  A  et  B  de  la  ré- 
o^ion  A,  on  tloit  choisir  ces  deux  constantes  de  façon  à  satisfaire 
aux  deux  conditions  j)'o=y"(.r„,  a,  b),  >-,=i/(.i',,  a,  b).  Le  pro- 
blème est,  en  général,  déterminé  puisque  le  nombre  des  arbitraires 
dont  on  peut  disposer  est  égal  au  nombre  des  équations.  Toute 
fonction  f{x)  de  classe  (I)  fournissant  un  extremuni  de  l'inté- 
grale J  est  donc  une  courbe  intégrale  de  l'équation  (5)  passant 
par  les  deux  points  A  et  B.  On  examinera  plus  loin  si  toute 
courbe  intégrale  satisfaisant  à  ces  deux  conditions  donne  un 
extrcmum.  Nous  dirons  avec  AL  Kneser  que  toute  fonction  ,v< -2^), 
satisfaisant  à  Téquation  d'Jùiler,  est  une  fonction  extrémale,  et 
aussi  que  la  courbe  correspondante  F  est  une  courbe  extrémale. 
De  tout  point  (Xo,  j'o)  de  la  région  c'il,  il  part  une  infinité  de 
courbes  extrémales,  mais  il  en  part  une  seule  tangente  à  la  droite 
de  coefficient  angulaire  ^^  pourvu  que  ^'y'-i^o-,  yo,  Xq)  w6  soit  pas 
nul.  Lorsque  la  dérivée  seconde  F'I^-  est  difterente  de  zéro  pour 
les  coordonnées  d'un  |)oint  (|uelconque  de  .R..  et  pour  tonte  valeur 
finie  de  y',  le  problème  du  calcul  des  variations  est  dit  régulier. 

Objection  de  Du  Bois-Reyinond.  —  On  a  supposé,  pour  |)asser  de  la 
formule  (i)  à  la  formule  (4).  que  la  fonction  /"(x)  admettait  une  dérivée 
seconde  continue;  il  reste  à  prouver  que  les  intégrales  de  l'équation  d'Euler 
sont  les  seules  fonctions  y(j-)  de  classe  (I)  pour  lesquelles  la  première 
variation  oJ  est  nulle,  quelle  que  soit  v;(a-).  M.  Du  Bois-Reyn>ond  l'a 
démontré  le  premier  en  utilisant  le  second  lemme  du  n"  619  au  lieu  du 
premier,  et  en  intégrant  par  parties  le  premier  terme  de  l'intégrale  (3) 
au  lieu  du  second  terme. 

Quand  on  remplace  v  par  une  fonction  y(j:)  de  classe  (I  )  ft  y'  par /"'(.r) 


(';  Instituliones   Calculi  intégrait^,  t.   III.   Lagrange  a  considéré  le  premier 
des  variations  générales  {Œuvres,  l.  I). 
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dF 
dans  — >  le  résultat  de  cette  substitution   est  une  fonction  continue  de  t 

qu'on  peut  représenter  par  ^'(x),  ^{x)  étant  aussi  une  fonction  continue 
dans  l'ititervaile  (a*,),  x^).  Cela  étant,  si  l'on  applique  la   formule  d'inté- 

gration   par  parties  a  I  intej^rale     /       r^{x)  ——  ax,  il  vient 

r^{x)  —  dx  —    I       <l'' (x)r^(x)  dx 

=  [<ï>(r)-A;(j-)];',:^—   /      ^^{x)T;{x)dx, 
et  l'on  a  une  nouvelle  expression  de  oJ, 

oJ  =  a  I       V(^)[--7-*(^)J^-^- 

Cette  intégrale  doit  être   nulle  toutes   les  fois  qu'on  a     /       r,' ( x)  dx  ==  o, 

car  si  l'on  prend  ■rJx^)  =  o,  on  aura  aussi  7i(xi)  =  o.  Le  coefficient 
de  'r,'(x)  sous  le  signe  intégral  est  donc  constant,  et  la  fonction  /(x) 
satisfait  à  une  équation  de  la  forme  Fi[x,  f(x)^  /'{x)]  =  ^(x)  -^  C,  la 
fonction  Fi(j',  jk,  J"')  ayant  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  con- 
tinues. Cette  équation,  résolue  par  rapport  à/'(x),  donne  une  relation  de 
la  forme /'(j")  = '!/[t, /(a7)J.  la  fonction  'lix,  y)  ayant  elle-même  des 
dérivées  continues  du  premier  ordre  (I,  n"  '.iiî).  Par  suite,  f'(x)  admet 
aussi  une  dérivée  continue  ^""(a?)  et,  par  conséquent,  /"(a-)  est  une  inté- 
grale de  l'équation  dEuler. 

Remarques  diverses.  —  i"  L'Intégrale  générale  ilc  {"('qualion 
d'Eiiler  ne  contenant  que  deux  constantes  arbitraires,  une  extré- 
male  est,  en  général,  di'' terminée  (|iiaml  on  se  donne  dcnx  de  ses 
points.  Afais  on  ne  |»eiit  se  donner  arbitrairement  deux  j)oints 
d'une  exliémale  cl  la  tangente  en  nn  de  ses  |)oints,  ce  (|iii  prouve 
que  le  pioblrinc  correspondaul  dn  calcul  (b>  \ariali(ins  n  admet 
pas,  en  général,  «le  solutions,  l'ar  exemple,  ou  ne  j)eut  se  proposer 
de  trouver,  parmi  toutes  les  courbes  de  classe  (I)  joignant  tleux 
points  A  et  H,  et  ayant  en  A  une  tangente  distincte  de  la  droite  AB, 
celle  dont  la  longiieuresl  miniinmn.  [^es  extrémales  sont,  en  efFet, 
des  lignes  droites,  et  il  n'en  est  aucnne  satisfaisant  aux  conditions 
voulues.  Il  est  é-vident,  dans  ce  <'as,  (|ue  le  problème  n'admet  pas 
de  Sfdiillon.  I)  une  part,  joules  les  lîonrbes  salifiais, ml  à  ces  con- 
ditions ont  une  longucnr  snpérifurc  à   la  distanc».'   AH  cl.   d  autre 
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part,  on  peut  en  trouver  dont  la  longueur  (liUère  de  AB  d'aussi 
peu  (piOn  le  veut. 

2°  Lorsque  la  ronclion  F(x,  j',  y')  ne  dépend  que  de  j', 
l'équation  (6)  se  réduit  ày  =  o,  et  toutes  les  courbes  exlrémales 
sont  des  lignes  droites. 

Lorsque  la  fonction  F(a7,  y^,  y')  ne  renferme  pas  y,  on  a  immé- 
diatement une  intégrale  première  de  l'équation  d'Euler.  En  effet, 
si  l'on  part  de  la  première  forme  (5)  sous  laquelle  on  a  obtenu 
celte   équation,   on   voit    (prelle   est   équivalente    à   l'équation   du 

premier  ordre  ——;  =  C,  d'où  lOii  tire  encore  )''=  '■^(•^^  C),  et  Ton 

achèvera  l'intégration  par  une  quadratuie. 

On  a  une  simplification  équivalente  quand  la  fonction  F  ne 
renferme  pas  x.  Nous  pouxons  en  edet  rcrire  alors  Téquation  (6), 
en  la  considérant  comme  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  cutrey  et  y'  =  p  [n"  381  ), 


oF  _    (J-^F  d-^F      dp  _    d_/     àF\âF  dp 

Oy        Oy  ûp  dp-       dy        Oy  \     dp  )        Op  dy 


ou 


on  a  donc  une  intégrale  première,  ne  renfermant  que  y  ety', 

(7)  F(.r,  y)— y -rp  =  C, 

et  il  suflîra   encore  d'une  quadrature   pour  achever  l'intégration 
de  l'équation  d'Euler. 

Lorsque    la  fonction    F   ne    contient   pas  y',   l'équation  (5)  se 

réduit  à  —  =  o  ;  les  seules  fonctions/ (j;)  pour  lesquelles  la  pre- 
mière variation  oJ  soit  nulle  sont  donc  les  racines  de  celte  équa- 
tion. Les  exlrémales  ne  dépendent  d'aucune  constante  arbitraire. 
3"  Cherchons  comment  on  doit  prendre  la  fonction  F(x^  y,  y')  pour  que 
l'intégrale  J  ne  dépende  pas  de  la  courbe  V.  Il  faut  |)our  cela  que  la  |)re- 
inière  variation  oJ  soit  nulle,  quelle  que  soit  celte  courbe,  et  |)ar  suite  que 
l'équation  d'Kuler  se  réduise  à  une  identité.  On  doit  donc  a\oir  r,''=o, 
et  par  suite  F  est  une  fonction  linéaire  de  j' 

F  =  \'{x,y)-\-y(l{T,y). 


I.    —    PREillÉRK    VARIATION.    —    KXTRÉMALES.  5S5 

Si  la  fonction  F  est  de  cette  forrne.  l'intégrale  J  est  une  inte^grale  curvi- 
ligne 

•-  ■■'■«.Vol 

tandis   que    1  équation   (6)   se    réduit   a r—  =  o.   La   condition   ainsi 

'  ^  Oy        dx 

trouvée   est   nécessaire   et   suffisante    pour  que   l'intégrale   curviligne   soit 

indépendante  du  chemin  d'intégration  (I,  n"lo2).  même  pour  des  chemins 

de  forme  plus  générale  que  ceux  considérés  dans  ce  Chapitre,  par  exemple. 

pour  des  chemins  avant  un  nombre  fini  de  points  anguleux. 

"       .                                                         ^         r^        «(*         àh      , 
4°   Remarquons   aussi  que,  quan<l   on   remplace   F  par   F- ! y, 

l'équation  (d)  n'est  pas  changée  et  les  deux  intégrales  sont  évidemment 
maxima  ou  miniina  en  même  temps,  quelle  que  soit  la  fonction  ^(x.y). 
car  elles  ne  difl'èrent  que  d'une  constante  6(ari,  j-j  )  —  Ofa-Q,  J'o)- 


62:2.  Exemples.  —  Soit  F  =  y^  /i  —y'-,  où  l'exposant  a  est  quelconque, 
la  région  A  étant  la  portion  du  plan  au-dessus  de  l'axe  Ox.  L'équation 
d'Euler    est    ici    yv"  —  a(  i -i-^'*j  =  o    et    l'intégrale    première    (71    peut 

s'écrire  I -r-^'-=  (  ^  )     •   Cette  équation  différentielle  a  été  déjà  étudiée 

(II,  n"  382)  et  l'on  a  vu  que  les  courbes  intégrales  se  déduisaient  toutes,  par 
une  translation  parallèle  à  l'axe  Ox  combinée  avec  une  transformation 
homothétique  relativement  à  l'origine,  de  la  courbe  -;  représentée  par  les 
équations 


(f  )  X  =  \x   I    coi\>-t  dt,         y 


cosi^-/. 


où  a= La  courbe  "  a  deux  formes  très -d^ifférentes  suivant  le  signe 

a  ' 

de  a.  Comme  nous  ne  voulons  que  la   portion  de  courbe  située  au-dessus 

de  Ox.  il  suffira,  nue!  que  soit   'i,  de  faire  varier  (de à  -  •  Si  a  est 

positif,  ;j.  est  négatif,  et  la  courbe  •;  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  0^' 
qui  passe  par  le  point  le  plus  bas;  elle  présente  deux  branches  infinies 
avec  l'axe  des^  comme  direction  asymptotique,  et  la  convexité  est  tournée 
vers  les  ^  négatifs.  L'aspect  général  est  celui  d'une  parabole  si  ij.  est  supé- 
rieur ou  égal  à  un  en  valeur  absolue;  il  y  a  deux  asymptotes  parallèles 
à  Oy,  si  IX  est  compris  entre  —  1  et  o.  .\u  contraire  si  a  est  négatif,  a  est 
positif,  et  la  courbe  v  a  une  forme  aiialogiie  à  une  brandie  de  cycloïde 
ayant  Oy  pour  axe  de  symétrie  et  limitée  à  deux  points  de  l'axe  des  .r  où 
la  tangente  est  parallèle  à  O^-.  La  convexité  est  dirigée  vers  les  ^  positifs. 
Toutes  les  exlrémales  étant  semblables  à  la  courbe  7,  pour  trouver  une 
extrémale  passant  par  deux  points  A  et  B  situés  au-dessus  de  Ox,  il  suffira 
de  trouNcr  sur  •;  deux   points  a,  h,  tels  que  la  corde  ab  soit  parallèle  à  la 
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droite  AB,  et  qu'on  ail  -n—  =  -7— >  C  et  c  élanl  les  points  de  rencontre 
n(.        oc 

de  0.r  avec  les  droites  AB  et  ab  respectivement.  Les  points  A  et  3  étant 
donnés,  on  connaît  donc  la  direction  de  la  corde  a6,  et  le  rapport  k  des 
deux  segments  ac  et  bc.  Ces  points  a  et  b  étant  déterminés,  il  suffira 
d'une  transformation  par  similitude  pour  en  déduire  une  extrémale  pas- 
sant par  les  points  A  et  B.  La  discussion  se  fait  aisément  par  des  consi- 
dérations géométriques. 

Premier  cas.  —  Soit  a  <  o.  La  courbe  y,  analogue  à  une  cycloïde,  est 
divisée  en  deux  arcs  PR,  QR  par  le  point  de  contact  de  la  tangente  RS 
parallèle  à  AB  (Ji^^.  \)i)a).  Toute  parallèle  à  cette  tangente  passant  par  un 


99  a. 


point  5  compris  entre  S  et  <>  rencontre  l'arc  RQ  en  un  point  m  et  l'arc  RP 
en  ni .  Portons  sur  celte  droite  à  partir  de  s  une  longueur  sn  =  k.sm.  Le 
lieu  du  point  n  est  un  arc  de  courbe  yj,  tournant  sa  convexité  dans  le  même 
sens  que  l'arc  QR,  et  allant  du  point  Q  à  un  point  T  sur  le  prolongement 
de  SR,  tel  que  ST  =  /,.SR.  L'intersection  de  cet  arc  yi  avec  l'arc  PR 
donnera  le  point  a  demandé.  Ces  deux  arcs  ont  toujours  un  point  commun 
et  un  seul.  Posons,  en  effet,  Ss  =  t.  sm'  =  u,  sn  =  v,  u  et  v  sont  des  fonc- 
tions de  t  dont  les  dérivées  secondes  u"  et  v"  sont  des  signes  contraires 
lorsque  t  varie  d'une  valeur  positive  très  petite  à  la  valeur  SQ.  La  diffé- 
rence u" —  v"  ayant  un  signe  constant,  u  —  t»  ne  peut  changer  de  signe  que 
deux  fois  au  plus,  et  comme  cette  différence  a  des  valeurs  de  signes  con- 
traires aux  deux  limites,  elle  passe  donc  une  fois  et  une  seule  fois  par  la 
valeur  zéro.  Il  y  a  donc  toujours  une  extrémale  et  une  seule  passant 
par  deux  points  donnés  A  et  B  de  la  région  t'R. 

Deuxième  cas.  —  Soit  a  >  o.  Le  point  de  contact  R  de  la  tangente  RS 
parallèle  à  AB  (fig.  99  b)  divise  encore  la  courbe  v  en  deux  brandies 
infinies  y',  y".  Toute  parallèle  à  celte  tangente  située  au-dessus  rencontre 
les  arcs  y',  y"  aux  points  m,  m'  lespeclivement,  et  si  nous  portons  sur  5/h 
une  longueur  sn  proportionnelle  à  sm  (le  rapport  étant  inférieui-  à  un),  le 
li<"u  du  pilint  n  est  une  branche  infinie  yi  partant  d'un  point  T  sur  RS, 
et  ayant  une  branrhe  infinie  avec  une  direction  asymptotiquc  tlonl  le  coef- 
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ficient  angulaire  a  une  valeur  finie.  Les  (Jeu\  arcs  yi-  '{\  lournanl  leur 
convexité  en  sens  contraire,  ne  peuvent  se  rencontrer  en  plus  de  deux 
points.  Dans  le  cas  actuel,  ils  «mt  donc  zéro  ou  deux  points  communs.  Pur 


Fig.  99  b. 


deu^  points  A  et  B  de  la  région  cR ,  il  passe  donc  deux  courbes  extré- 
males  {pouvant  comme  cas  particulier  être  confondues),  ou  il  nen 
passe  aucune. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  AB  est  parallèle  à  Ox,  la  construc- 
tion se  simjjlifie.  On  peut  évidemment  supposer  ces  deux  points  symé- 
triques par  rapport  à  l'axe  O^,  et  l'extrémale  cherchée  doit  être  homo- 
thétique  de  •(  par  rapport  à  l'origine.  Pour  avoir  le  rapport  d'homothétie, 
il  suffit  de  prendre  l'intersection  de  la  droite  O.V  avec  y.  Si  a  <  o,  il  y  a 
un  point  d'inteisection  et  un  seul,  et  \m'  ?-\ï'\\.e  une  seule  solution.  'S\  ol'^-  o, 
la  droite  OA  rencontre  ■;  en  deux  points  lorsque  les  droites  OA  et  OB 
sont  dans  l'angle  des  tangentes  menées  du  point  O  à  •;•  et  ne  rencontre 
pas  V  dans  le  cas  contraire.  Il  y  a  donc  encore  deux  solutions,  ou  aucune 
solution. 

Donnons  maintenant  à  a  quelques  valeurs  particulières. 

1°  Suit  a  =  —  I.  Les  formules  (8)  représentent  un  cercle  avant  pour 
centre  l'origine.  Les  extrémales  sont  donc  des  demi-circonférences  ayant 
leur  centre  sur  0-r.  11  est  clair  que,  par  deux  points  A  et  B  au-dessus 
de  O^,  il  passe  une  extrémale  et  une  seule. 

2"  Soit  a  = On  ;i  alors  d  =  ■}.,  et   les  formules  (8)  représentent  une 

cycloïde  ayant  pour  base  Ox.  Les  courbes  extrémales  sont  donc  des 
cycloïdes  ayant  leurs  points  de  rebroussement  sur  Ox.  Par  deux  points  A 
et  B  situés  d'un  même  côté  de  Ox,  nous  avons  vu  qu'il  passait  une  de  ces 
cycloïdes  et  une  seule,  n'ayant  aucun  point  de  rcbruu^semenl  enire  A  et  B. 


558 


riiAr'iTRK   \\\i\ 


C.VJ.Cn.    DES    VARIATIONS. 


Ce  cas  pai'lirulier  donne  l;i  suliilion  du  problème  de  la  brachistoclirone , 
posé  par  Jean  Bernonlli  en  ifi^C).  un  de  ceux  dont  l'étude  a  conduit  à  la 
théorie  générale  du  calcul  des  variations.  L'énoncé  est  le  suivant  :  Trouver 
la  ligne  joignant  deux  points  A  e/  B  telle  qu'un  point  matériel  pesant 
assujetti  à  décrire  cette  ligne  sans  frottement,  et  partant  du  point  A 
avec  une  vitesse  initiale  Vo,  arrive  au  point  B  dans  le  temps  le  plus 
court  possible.  Admettons,  ce  qui  est  à  peu  près  évident,  que  la  courbe 
cherchée  doit  être  dans  le  plan  vertical  qui  contient  les  deux  points 
(c/.  n"623).  Ce  plan  vertical  étant  pris  pour  plan  des  xy,  choisissons  pour 
axe  des  x  l'horizontale  située  à  une  hauteur  h  au-dessus  du  point  A,  la 
vitesse  initiale  Vq  étant  égale  à  \/-igli,  et  supposons  l'axe  des  y  dirigé  vers 
le  bas.  F-a  vitesse  du  mobile  partant  du  point  A  avec  la  vitesse  ini- 
tiale \^igh  est  égale  à  chaque  instant  à  \/-igy.,  et  il  est  évident  que  ce 
mobile  ne  peut  atteindre  le  point  B  que  si  ce  point  est  lui-même  au-dessous 
de  Ox.  Le  temps  mis  par  le  mobile  pour  aller  de  A  en  B  est  représentés 

par  l'intégrale  curviligne    / 


'(AB) 


/•■i^7 


On  a  donc  ici.  à  un  facteur  constant 


près,   F  =  -—  y/i  -^ y'-,   et    par   suite    la    courbe    cherchée    est    l'arc    de 

vr 

cvcloïde  ayant  Ox  pour  base  et  passant  par  les  points  A  et  B.   sans  aucun 
point  de  rebroussement  entre  A  et  B. 

3"  Soit  a  =  I.  L'intégrale  première  est  ici  y  =  Q\/ \  -t-jK"^,  et  l'intégrale 
générale  est  formée  de  chaînettes  avant  O.r  pour  base.  Par  deux  points  A 


et  B  situés  au-dessus  de  Ox,  nous  avons  \u  qu'il  passait  o  ou  x  de  ces 
courbes.  Kn  particulier,  si  la  droite  AB  est  parallèle  à  Ox,  le  problème 
revient  à  faire  passer  par  ces  deux  poinis  une  chainelte  homothélique  à 
une  chainelte  '(,  ajanl  Oy  pour  axe  de  symétrie,  relativement  à  l'origino. 
Soient  OT  et  OT'  les  tangentes  menées  de  l'origine  à  ■  ;  :  toutes  les 
chaînettes  Injuiothétiques  sont  situées  dans  l'angle  TOT'  {Jig.  loo). 
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Si  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  OB  est  supérieur  au  coefficient 

angulaire  de  la  tangente  OT,  qui  est  i ,  5o88,  . .  . ,  la  droite  OB  rencontre  la 

chaînette  en  deux  points  .M  et  M'.  Nous  avons  deux  extrémales  passant  par 

les  deux  points  A  et  B,  on  les  obtient  en  prenant  pour  rapport  d'Iiomu- 

,  .  .     OB  OB      ,  ,  ,„   .  ,   •        1     rM,  •    r     • 

thetie  p-^  ou  •  Lorsque   le  coellicient  angulaire   de  Uti  est    intérieur 

à  i,5o88,  ....  la  droite  OB  ne  rencontre  pas  -;,  et  il  n'existe  pas  d'extré- 
male  passant  par  les  points  A  et  B. 

Ce  cas  correspond  au  problème  de  géométrie  suivant  :  Etant  donnés 
deux  points  A  et  B  dans  le  demi-plan  au-dessus  de  Ox,  soit  à  trouver  la 
courbe  joignant  ces  deux  points  (et  située  au-dessus  de  Oj")  qui  en 
tournant  autour  de  Occ  engendre  la  surface  d'aire  minimum.  Si  l'on 
admet  qu'il  existe  une  courbe  de  classe  (I)  fournissant  ce  minimum,  on 
doit  prendre  F  ^ y  ^ i  -r-y'-,  la  région  c'R.  étant  toujours  le  demi-plan  au- 
dessus  de  Ox.  Dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  d'extrémale  passant  par  les  deux 
points  .\  et  B,  nous  verrons  plus  tard  que  le  minimum  n'est  pas  fourni 
par  une  courbe  de  classe  (I). 

4"  Soit  2^  -.  L'équation  d'Kuler  admet  l'intégrale  première 

r  =  C(i-j'2), 

et  les  courbes  extrémales  sont  des  paraboles  ayant  l'axe  des  x  pour 
directrice  (x  —  C')--^(r  —  C')-  =  >-.  Le  foyer  d'une  extrémale  passant 
par  deux  points  A  et  B  est  à  l'intersection  des  deux  cercles  tangents  à  O x, 
ayant  pour  centres  les  points  A  et  B  respectivement.  Pour  que  ces  cercles 
se  coupent,  il  faut  et  il  suffit  que  le  point  B  soit  à  l'intérieur  de  la  para- 
bole P  de  foyer  A,  dont  l'axe  des  x  est  la  tangente  au  sommet.  Les 
diverses  extrémales  passant  par  un  point  A  sont  les  trajectoires  d'un  point 
mobile  pesant,  laïué  du  point  A  dans  les  diverses  directions  issues  de  c;; 
point  avec  la  même  vitesse  initiale,  et  la  parabole  P  n'est  autre  que  la 
parabole  de  sûreté.  Ce  résultat  s'explique  aisément,  comme  application 
du  principe  de  la  moindre  action  (voir  les  Traités  de  Mécanique). 

62)î.  Cas  de  plusieurs  fonctions  inconnues.  —  La  luolliodc 
du  n"  6l21  s'étend  sans  diflicuilr  ;iii  cas  où  la  ronclioii  V  dépend 
de  plusieurs  fonctions  de  la  variaMe  x  et  de  leurs  dérivées  du 
premier  ordre.  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  fonc- 
tion F{x,  )\  z,  )■',  z'),  conliiiuc  <i  adiiicltiint  des  dc-rivées  par- 
tielles continues  au  moins  jus(ju'au  troisième  ordre,  lorsque  le 
point  {x,y,  z)  reste  dans  une  réf,Mon  .R.  de  l'espace,  |)our  toutes 
les  valeurs  finies  de  )-'et  de  z' .  Soient  A (Xq,/,,.  ^o  )  el  B(^.r,  ,j)/-,,  3,) 
deux  points  quelconques  de  A  el  T  une  courhe  joijjiiant  ces  deux 
points,   située  à  r  intérieur  de  .1,   el  repiésenlée   par  les  deux 


:)bo 
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équalions  }- =:/(x),  z=J\{x),  où  /  el  /',  ap|)arlicnt)enl  à  la 
classe  (1)  dans  l'intervalle  {xq,  .r,).  A  toute  courbe  F  de  celte 
espèce  correspond  une  valeur  finie  de  l'intégrale 

J=    f    'V[x,f{x),f,{x),f{x),f\{x)\dx=   fv{x,y,z,y\z')dx. 


et  l'on  peut  encore  se  pioposer  de  déterminer  la  courbe  F  de 
façon  que  la  valeur  de  .1  soit  plus  i;rande  ou  plus  petite  |)Our  celte 
courbe  que  pour  toute  autre  courbe  de  même  espèce  infiniment 
voisine  de  la  première,  située  dans.fl,  el  joignant  les  deux  points  A 
et  B.  Pour  poser  analjtitpiement  le  problème  d  une  façon  précise, 
il  suflil  d'étendre  à  l'espace  ce  qui  a  été  dit  plus  liant  (n"  620)  pour 
le  problème  dans  le  plan  ;  nous  n'y  reviendrons  pas.  Soit  j>^  =y(:r), 
z  =  f\(x)  un  système  de  fonctions  de  classe  (I)  fournissant  un 
extreinum  de  Tintégrale  .1;  soient,  d  "autre  part,  y,  (.r),  'f\y{x)  deux 
fonctions  quelconques  de  classe  (I)  sanninant  pour  x^^Xq  el 
pour  x^.r,.  H  est  ciaii-  que  l'intégrale  obtenue  en  remplaçant^ 
par  y"(x)  +  ar,  (37).  ;  par  /,  (.r) -|- ar, ,  (.r),  esl  une  fonction  de  a 

J(a)=  y       F[x,f{x)^7.r,(x),   ...,f\{x)-\-7.r,\{x)](lx 
■'0 

fjui  doit  être  maxiniiun  ou  minimum  poui-  a  =  o,  quelles  que 
soient  les  fonctions  'i\{^x),  7,,  (^  j,  pourvu  (ju'elles  vérifient  les  con- 
ditions  énoncées.   La   formule   classique  de  dilFérentiation  donne 


''='7,  r^'' 


(x)-^  ^  T,,(a-)-r-  — -;  r,  (:r) 

OZ  OJ 


ÔV 


dz 


-,  ■f\{-'^)    àx. 


qui  de\ient,  en   iiitegianl    par  parlies  les  deux  dei-nieis  termes,  el 
tenant  compte  <les  conditions  aux  limites  pour  /,  el  r, , . 


oJ 


.(";■'•<" 


'dx\^'l 


■'■/i<-^) 


'ôz 


dx  V  ôz' 


dx. 


D'après  le  leinine  fondamental  du  n'UlU,  o.l  ne  peut  être  nul 
pour  toutes  les  fi»rines  possibles  des  fonelions  r,.  y,,,  (|ue  si  /  et/( 
sont  deux  intégrales  des  deux  ('(piations  simultanées,  analogues  à 
liMpLilion  d  ICiiler. 


<9J 


ùv      ^  /  <>F\  ^     iLi'!ï.\- 

ùy        dx  \0y' j         '  Oz        dx  \0z' / 
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Nous  (lirons  encore  que  tout  système  de  solutions  de  ces  deux 
équations  définit  une  courbe  extrémale  dans  l'espace.  En  les  déve- 
loppant, elles  s'écrivent 


=  o. 


c)2F     „         ()2F      „,      di¥      ,        ()2F     _,  ,      0'-¥  t>F 

dp2-^         dy'dz'  ^   ~  dyôy -^         OzOy'  "        Ox  d/         <)y 

d^F       „       d^-¥    „         (>2F       ,        d-'-V      ,        ')2F         'JF 
'      dy  dz  •'         ôz-  Oy  dz  -  Ozdz  ôx  ôz         Oz 

l:-    1       1  .  •  i  O'-F   0-^F         /    oi2F    \2      ,  ,    .  , 

oi  le  dcterminanl  A  =  —-r-  -—rr  —     _    ,  ,  ,       n  est  pas  nul  idcn- 
Oy'-dz^        \  Oy  Oz  )  • 

tiquement,  ces  doux  équations  peuvent  être  résolues  par  rapport 

à  y'  et  à  5",  ce  qui  conduit  à  un  système  (Tt-qualions  du  second 

ordre  de  forme  normale 

{vi)  y"=o(x,  y,  z,y\  z'),         z"  =  z^ix,  y,  z,  y\  z'). 

Par  tout  point  de  .R,  il  passe  donc  une  infinité  de  courbes 
extrémales,  mais  il  n'en  passe  qu'une  en  général  ayanl  en  ce  point 
une  tangente  déterminée,  pourvu  que  la  valeur  correspondante 
de  A  ne  soit  pas  nulle.  Si  A  ne  |)eul  s'annuler  dans  la  région  ,'tl, 
pour  des  valeurs  finies  dey'  et  de  z'  ,1e  problème  est  (\\l  régulier. 

l^'int('grale  générale  du  svstème  (l'i)  dépend  de  (pialre  con- 
stantes arbitraires  dont  on  peut  disposer,  tout  au  moins  si  les 
points  A  et  B  sont  assez  rapprochés,  de  façon  (pic  rextrémale 
passe  par  ces  deux  points,  mais  on  ne  pourrait  se  |)roposer  de 
trouver  une  extrémale  passant  par  ces  deux  points,  et  tangente 
en  A  à  une  direction  déterminée. 

On  peut  faire,  sur  le  système  (9),  des  remarques  anaIo;,'ues  à  oellos  qui 
ont  été  faites  à  propos  de  l'équation  d'Euler. 

Si  l'une  des  variables  x^  y,  z  ne  figure  pas  dans  F,  le  sYslrnie  admet, 
suivant  les  cas,  l'une  des  intégrales  premières, 

(,3)  F-y:^-.'|i;=c,      i^  =  c,      iî  =  c. 

^      '  -^    Oy  dz  Oy  Oz 

l'our  que  les  équations  (10)  et  (11)  se  lèduisont  à  dc^  identiiès,  F  doit 
être  de  la  forme  P-t-Q^'-f-  R-',  F',  Q,  K  étant  des  fonctions  de  .r,  y^  z 
qui  vérifient  les  conditions  d'intégrabilité  (I,  n"  l.'jîi). 


Exemple.  —  Soit  F  =  '-— ;  en  supiio^^iinl  qu'on  ,iit  pris  pnui- 

\/z 

axo  des  z  une  verticale  dirigée  vers  le  bas,  cette  cxprcssidii  <lf  I'  ronvicnt 

G.,  III.  m; 
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au  problème  général  de  la  brachistochrone.  La   fonction  V  ne   renfermant 
ni  X,  ni  j'.  le  système  (g)  admet  deux  intégrales  premières 


C  G 

d'où  l'on   tire  ^'=  -^)  j>' =  -^  a~ -»- Go.  Les  courbes  extrémales  sont  donc 
Gj  G2 

situées  dans  des  |)lans  verticaux  ;  on  a  vu  plus  haut  que  ces  courbes  étaient 

des  cycloïdes. 

Nous  laisserons  de  côté   le  cas  où  A  est  identii|uomenl  nul;  on  étudiera 

plus  loin  (n"'  645  et  suiv.)  un  cas  important  où   les  deux  équations  (10) 

et  (11)  ne  sont  pas  distinctes. 

624.  Cas  où  F  renferme  des  dérivées  d'ordre  supérieur.  —  On  peut 
calculer  de  la  même  façon  la  première  variation  des  intégrales  où  la  fonc- 
tion à  intégrer  renferme  les  dérivées  des  fonctions  inconnues  jusqu'à  un 
ordre  quelconque.  Soit,  pour  préciser,  F[x,  y,  y,  ...,  r'"']  une  fonc- 
tion continue,  et  admettant  des  dérivées  partielles  continues  jusqu'à 
l'ordre  n -f- ^.,  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  y,  y,  ...,  7"'  et  pour 
toutes  les  positions  du  point  ( x,  y)  dans  une  région  A  du  plan.  Mous 
dirons,  pour  abréger,  qu'une  fonction  f{x),  continue  et  admettant  des 
dérivées  continues  jusqu'à  l'ordre  n  dans  lintervalle  (xq.  x^}  est  de 
classe  (I)"  dans  cet  intervalle.  Si  la  courbe  correspondante  F  est  dans  la 
région  t'R,  l'intégrale  définie 

J=    f   '  F  [a^,/(^),/'(ar),  ...,/"' (»]rfr=    f¥\x,y,y,...,yn)]dx 

•''■'■0  ^v 

a  une  valeur  finie,  et  l'on  |)eul  encore  se  proposer  de  trouver,  parmi 
toutes  les  courbes  de  cette  es|)èce  situées  à  l'intérieur  de  A  et  joignant 
deux  points  A  et  B  de  cette  région,  celles  pour  lesquelles  l'intégrale  J  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  la  même  intégrale,  étendue  à  toutes  les 
courbes  infiniment  voisines  de  la  même  classe.  Soit  j' :=y(\r  )  une  fonction 
de  classe  (I)'*  satisfaisant  à  celte  condition;  l'intégrale  définie 

J(a)=    /       ¥[x,/(x)-i-!xri(x),  .  .  ., /'"U x) -h  xr,^"'{x)]  dx 

doit  être  maximum  ou  minimum  pour  a  =  o,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion  rjx)  de  classe  M)",   pourvu   qu'on  ait   rj x^)  =^  'r,( x^)  =^  o.  Or,  on  a 

y, y.  ...,>''"'  étant  mis  à  la  place  (\e  f(x),  f'(x),  . . .,  /'■"'(x).  Admet- 
tons que  la  fonction  cliercliée  /(x)  ait  des  dérivées  continues  jusqu'à 
l'ordre  m;  on   peut  alors  appliquer  la  formule  d'intégration   par  parties 
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dF 


dF         , 
généralisée  (I,  ri"  87  )  à  cliaqne  terme  tel  que :r/f>\x),  ce  qui  donne 


/ 


=  h-n  yP-^Hx)—  -j- r,(/'-î'(a-)-^...±  -, \yAx)\ 

/-'■'   di>   \  oF  -\     ^        , 

=p    /        -T —     -: ■     fS X)  dx. 

^7..^      dxP  lôy^P'\   '       '        ■ 

et  l'on  obtient  finalement  pour  J'(o)  une  expression  de  la  forme 
I    J'(o)  =  \Fo{x)r,{x)  ^  F,-r:{x)  +.  .  .+  F„_,  V"-»(^)]':. 
1  /'"^'         ^"^         d   /  dF\         d^    /dF\ 

u4)  ^J^.^    '"'^^^i'^^d^Kciy'J^dP^yôy)^--- 

I  °  .  d"    [   oF  -],   , 

I  -t-(— I)"-} — T     ^^. 

Fo,  Fi,  ....  F,j_i  renfermant  x,  y,  et  les  dérivées  de  ^jusqu'à  l'ordre 
an  —  I  au  plus. 

Si  l'on  prend  pour  r,(ar)  une  expression  de  la  forme  considérée  au  n"  619, 
nulle  en  dehors  d'un  intervalle  f;oi  't),  intérieur  à  l'intervalle  (Xq,  Xi),  le 
terme  tout  intégré  est  nul  aux  deux  limites,  et  l'on  en  conclut  encore  que 
la  fonction  cherchée  /(x)  doit  être  une  intégrale  de  l'équation  dilîéren- 
tielle 

ÔF         d  f  oF\  ,        ,      d"    [    àF   -] 

oy        dx\dyj  '    dx''  ^ôy"'^  \ 

Nous  appellerons  encore  fonction  extréniale  toute  intégrale  de  eelle 
équation,  et  courbe  extréniale  la  courbe  correspondante.  L'équation  (i5) 
étant  en  général  d'ordre  2/i,  les  extrémales  dépendent  de  j n  constantes 
arbitraires.  Une  extréniale  n'est  donc  pas  déterminée  par  deux  points  A 
et  B,  mais  les  valeurs  de /'(a;),  /"{x),  .  . .,  /^"~^^(x)  n'étant  assujetties 
à  aucune  condition  pour  x  =  Xq  el  x  ^  Xi,  les  valeurs  de  t/(x),  r/'{x),  . . . , 
■r^<n-i'(x)  peuvent  être  choisies  arbitrairement  aux  deux  limites.  l'our 
que  J'(o)  soit  nul,  quelles  que  soient  ces  valeurs,  il  faut,  d'après  l'expres- 
sion générale  de  J'(o),  que  les  valeurs  de  /(x)  et  de  ses  xn  —  i  premières 
dérivées  pour  x  ^  Xq  et  pour  x  =  Xy  vérifient  les  relations 

F,  =  o,         F.,  =  o,  . .  . ,         l'^,-,  =  o. 

En  ajoutant  ces  >.  n —  f.  relations  à  celles  qui  ixprimeiit  (|ue  l'extrémalc 
passe  par  les  points  A  et  B,  on  a  en  lnul  ■>. /i  rehilions  pour  déterminer 
les  2rt  constantes  dont  dépend  l'extr-iiLilf. 

On  pourrait  aussi  se  poser  un  prcil)liini'  un  pou  dillt  rrnl  en  ihcniiaiil 
les   fonctions   de   classe  (I)"    qui   donni  iii    un    oxtreinun»    de   l'iuléi^rale    J, 
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parmi  celles  qui  sont  assujetties  ù  prendre  des  valeurs  données  à  l'avance, 
ainsi  que  leurs  n  —  i  premières  dérivées,  pour  x  =  Xq  tl  x  =  Xi-  La  fonc- 
tion fjf.r)  doit  alors  être  nulle,  ainsi  que  «es  n  —  i  premières  dérivées,  aux 
deux  limites,  et  il  suffit  que  f(x)  soit  une  extrémale  pour  que  J'(o)  soit 
nul.  Les  2/1  constantes  dont  dépend  l'extrémale  sont  déterminées  par 
les  2/1  conditions  aux  limites  auxquelles  doit  satisfaire /(a:). 

On  pourrait  se  proposer  plusieurs  autres  problèmes  du  même  genre  en  se 
donnant,  oulre/(j:o)  et/(ari),  les  valeurs  de  quelques-unes  des  déiivées 
d'ordre  inférieur  à  n  pour  x  ^  x„  ou  pour  x  =  Xx.  La  fonction  f{oc)  doit 
encore  être  une  extrémale  pour  que  J'(o)  soit  nul,  et  le  nombre  des  con- 
ditions auxquelles  doit  satisfaire  celte  extrémale  est  toujours  égal  à  in. 
En  effet,  si  l'on  se  donne  la  valeur  de  f''  (xq)  par  exemple,  il  en  résulte 
une  relation  entre  les  an  constantes  dont  dépend  l'extrémale.  Si  la  valeur 
de /^f^ixo)  est  indéterminée,  ti'^'(aro)  peut  avoir  une  valeur  quelconque  et 
le  coefficient  F/,  de  T//''(ar)  dans  J'(o)  doit  être  nul  pour  la  valeur  Xq,  ce 
qui  donne  bien  une  relation  entre  les  an  constantes. 

Exemple.  —  Soit  à  trouver  le  minimum  de  l  intégrale  J  =^  j  y"'^  dx, 
^(j:)  étant  nul  pour  or  =  o  et  pour  ar  =^  i .  On  a  ici 

y(o)  =  -2.iy'{x)r;(x)]l-\-2   j    y'Hx)r,(x)dx. 

«-0 

Les  extrémales  sont  des  cubiques  y  =  P3{x)  =  px^-h  (jx-^  rx -{- s. 
SI  y(x)  n'est  assujetti  à  aucune  autre  condition,  on  doit  avoir  ^"(o)  =  o, 
y'(i)=zo.  Les  deux  points  (0,0)  et  (o,  i)  sont  des  points  d'inflexion  et 
l'extrémale  est  la  ligne  droite^  =  o.  Si  l'on  se  donne  les  valeurs  de  ^^"'(0) 
et  de^'(i),  l'extrémale  a  pour  équation 

y  =  x(x-i)[(y,-^y\)x-yio)]. 

Enfin,  si  l'on  se  donne  seulement  la  valeur  de^'(i),  l'origine  doit  être  un 
point  d'inflexion  de  l'extrémale  qui  a  pour  équation 

y  = (x^ — .r). 

2 

Dans  cliacun  de  ces  cas,  la  fonction  P3(:r)  fournit  bien  un  minimum 
absolu  de  l'intégrale,  car  si  l'on  remplace  j'  par  P3{x)  -h  oiri(x),  on  a 

J(a)  —  J(o)  =  a-    /     r"-(x)dx. 


6'2o.    Expression  générale  de  la  première  variation.    —    Nous 
allons  reprendre  le  caleul  de  la  première  varialion  dune  intégrale, 
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avec  des  lijpollièses  j)lu5  générales.  Supposons  que,  dans  l'inté- 
grale J=   /      F[x,  y.  y)  dx,  y  soit  remplacée  par  une  fonction 

de  X  et  d  un  nombre  quelconque  de  paramètres  a/,  continue  et 
admettant  des  dérivées  continues  par  rapport  à  x  et  à  ces  para- 
mètres, les  limites  jr„  et  Xi  étant  elles-mêmes  fonctions  de  ces 
paramètres.  La  valeur  de  l'intégrale  J  est  aussi  une  fonction  des  a/, 
dont  on  se  propose  de  calculer  la  diflférentielle  totale  du  premier 
ordre;  cette  diflerentielle  totale  est  appelée  la  première  variation 
de  V intégrale  J  et  on  la  représente  encore  par  oJ.  Le  calcul  de  ôJ 
n'exige  que  l'application  des  règles  classiques  de  dififérentiation 
sous  le  signe  intégral;  pour  fixer  les  idées,  nous  supjioserons  tout 
d'abord  qu'il  j  a  un  seul  paramètre  variable  a.  Soient  Xo=  '-5o(a), 
a:|  =  c3,(a)  les  expressions  des  limites  Xo  et  Xy  en  fonction  de  a; 
c3o  et  C5(  sont  des  fonctions  continues,  ayant  des  dérivées  continues 
dans  un  certain  intervalle,  (o,  11)  par  exemple.  L'une  de  ces  fonc- 
tions ou  les  deux  à  la  fois  peuvent  se  réduire  à  des  constantes; 
c'est  le  cas  auquel  on  s'est  borné  jusqu'ici.  Soit,  d'autre  part, 
y=f[x,  a)  une  fonction  continue,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées 
partielles  qui  figurent  dans  le  calcul  suivant,  dans  le  domaine  défini 
par  les  inégalités  o^  a^ //,  '^of^^c)  ^:r  ^ 'J,  (a).  Nous  supposons,  en 
particulier,  qu'on  a  le  droit  d'intervertir  l'ordre  des  dilVérentia- 
tions  dans  le  calcul  des  dérivées  secondes  et,  en  outre,  que  le 
point  de  coordonnées  [,r,y(x,  a)]  reste  dans  la  région  c-^l.  Enfin, 
nous  poserons y(j:")  =/(j7,  o).  Si  l'on  remplace  jk  \^av  f{x,  a),  la 
valeur  de  J  est  une  fonction  J(a)  du  paramètre  a  dont  la  dérivée  a 
pour  expression 

J'(a)  =    F(ar,  r,  V  ) -r       -^  i —  -r ;  — —)dx. 

Si  la  fonction  fi^x^  a)  a  une  dérivée  seconde  continue  par  rapj)ort 
à  X,  on  peut  encore  appliquer  au  second  terme  de  l'intégrab;  la 
formule  d'intégration  par  parties,  et  il  resti; 


(i6)  y(t)  = 


,,dx        ()F(>/-|'.        r"'df\dF         d  IdFW  ^ 
V  (  X,  V,  y  )  — — ■■ ,  -=-        -1-/       -^ —\  — •.M  dr. 


Le  ternie  tout  intégré  dans  le  second  iiniiilnc  peut  se  transformer 
comme  il   suit.   Soient   (,/-o,  yo)  et  (j",,  j'i  )  les  coordonnées  des 
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extrémités  variables  de  la  liyrie  d'intégration;  ces  coordonnées  sont 
des  fonctions  du  paramètre  a  qui  ont  pour  expressions 

On  a,  par  conséquent, 

«(Ko  _    àf    dxo  ^  df{x^u  rt)  _     ,    dx^  ^  àf(xo.  g) 
~dx         àxo    dx  ô%         ~-^°    dy.  Oi.        ' 

y\^  étant  le  coeflicicnt  angulaire  de  la  tangente  en  A  à  la  courbe 
d'intégration.  On  a  une  formule  toute  pareille  ])0ur  -y^,  et  Ton 
en  déduit 


(ifixo,  g)  _  dy2  _     ,   d^  àf(xt,  g)  _  dji  _     ,   dxi 

d%         ~    d%    ~'^'"    dx  '  ôx         ~    dx        -^''    di  ' 


y\  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  B  à  la  courbe 
d'intégration.  Le  terme  tout  intégré  dans  .l'(a)  est  donc  égal  à 

,.dxx    ,    /t^I''\    (dy^  ,   dxi\ 

-  F(^o,ro,ro)  ^  -(^j„(l?r  --^^  -dl)' 

en  multipliant   les  deux  membres  de  la  formule  (i()l  par  oa,  on 
obtient  l'expression  générale  de  la  première  variation  oJ, 


oJ  = 


(17)  : 


17/  '  .  '  I  ^^ 

F(^i.7i,7i)— Jil  ^ 


F"(^o,  j'oi  y'o  )  — y'o 


ôf 


o.ri 


Dans  cette  formule  Zy  est  la  dillV-rentielle  -r  oa  de  la  fonction  fi.v.  y.) 

dx  j  \        / 

elle-même,   ot,,,   o)'o,   2"*"i-   '^.l'i    désignent    les    (lillV-rentielles   des 
coordonnées  des  extrémités  A  et  B  du   cliemin   diiitt-gration  ;  la 

signification  de  f  y- ;  1    et  de  (  — -,  1    n"a  pas  besoin  d'être  expliquée. 

On  peut  aussi  écrire  la  foiniule  (18)  sous  forme  abrégée 
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on  a  J'(o)  en  divisant  les  doux  membres  par  a,  et  faisant  tendre  a 

vers  zéro;  mais,  si/(x,  a)  n'est  définie  que  pour  les  valeurs  posi- 

1             T,  /    X            1      I-      •         I                 .          J  (  a  )  —  J(  ()  )   , 
tives  de   a,  J  (o)  est  la   limite  du   (piotient  —  lorsque  a 

tend  vers  y.éio /jar  valeurs positnes  seulemcnl. 

Le  second  membre  de  la  formule  (i8)  étant  linéaire  par  rapport 
à  ùy,  ùXq^  Ôj>^05  ^^\-,  ^y\-  i'  <'^t  clair  qu'elle  s'é-tend  au  cas  où  Xo, 
Xi  et  K  sont  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  paramètres. 
On  remarquera  que  les  termes  eu  dehors  du  signe  dintéf^ration 
ne  dépendent  que  des  déplacements  iunnimenl  petits  des  extré- 
mités de  Tare  d'intégration  et  du  coeflirient  angulaire  de  la  tan- 
gente à  la  courlje  d'intégration  en  ces  deux  points. 

Par  un  calcul   tout  pareil  au  précédent,  on  obtient  pour  la  pre- 

mière  variation  de  l'intégrale  •' =  /  F(^!  J'>  ^i  y' i  ^■')(f-V,  la 
formule 

où  (xn,j-n,  ::o)  et  (^,,  Vi,  ^i)  sont  les  coordonnées  des  extrémités 
de  l'arc  d'intégration.  Si  la  fonction  F  renferme  des  dérivées 
d'ordre  supérieur,  une  suite  d'intégrations  par  parties  permet 
encore  de  mettre  oJ  sous  la  forme  d  une  somme  d'un  terme  tout 
intégré  et  «l'une  intégrale  (i('riiiic.  \ous  nous  bornerons  au  cas 
particulier  précédent. 

En  général,  l'expressiou  de  oJ  l'culeiuie  une  ml<giid<'  (b'tiiiie. 
Pour  (pie  celle  intégrale  disparaisse,  il  faut  et  il  siiflil  (pie  la 
courbe  obtenue  en  (lonnanl  aux  parantètres,  doni  (b-peiid  la 
courbe  d'intégration,  les  \aleurs  particulières  considérées,  soit 
une  courbe  extrémale.  Il  en  sera  certainement  ainsi  si  l'on  étudie 
la  varialioii  de  .1  le  Ion;.;  d'un  ;irf  de  coiiibc  cxIii-iikiIc  ipiiui  lait 
varier  d'une  manière  continue  cl,  par  suite,  /(/  pi cnncic  vaiKt- 
tion  o.ï  de  l' in  té  i:  raie  prise  le  loni;  diin  arc  (T  extrémale 
s^ exprime  Hiii(piemeiil  an  moyen  des  «léplannienls  ui finiment 
petits  des  extrémités  de  Vare. 
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Ce  llléon-me,  fontl;iiiioiilal  dans  le  calcul  des  variations,  com- 
prend (•c)inine  cas  pailicniliers  un  grand  nombre  de  résultats 
connus.  l*ar  exemple,  si  F  =  \/i^y- -\- z'-,  les  exlrémales  sont 
des  droites  et  la  formule  (19)  est  identique  à  celle  qui  exprime  la 
difTérentielle  dun  segment  de  droite  (1,  n°  84). 

lienuirqui'.  --  Si  F  e«t  île  la  forme  ^(^or^  y  ) -\- Çl{x,  y)y\  la  for- 
mule (18')  se  réduit  à 

et  le  terme  tout  intégré  ne  dépend  pas  de  la  direction  de  la  tangente  à 
l'arc  d'intégration  aux  points  A  et  B.  Il  s'ensuit  que  la  formule  (20)  est 
applicable  à  un  chemin  d'intégration  présentant  un  nombre  quelconque  de 
points  anguleux  ;  il  suffit  de  décomposer  le  chemin  d'intégration  en  plusieurs 
arcs  n'ayant  pas  de  points  anguleux,  d'appliquer  la  formule  {-lo)  à  chacun 
d'eux  et  d'ajouter  les  résultat*. 

l^orsque  la  condition  d  integrabilite  —  =  —  est  vcnlice,  la   lormule  se 
^  ^  dy        Ox 

simplifie  encore  et  1  On  a  oJ  =  (  P  cix  -t-  Q  oj^jj',  ce  qui  est  bien  d'accord 
avec  les  résultats  connus  (I,  n"  15'2).  Ces  remarques  s'étendent  à  la  for- 
mule (19),  si  F  est  de  la  forme  V ( x,  y^  z)  -^  Çl{x ,  y .  z)y' -\-  R(:Z',  y,  z)z' . 

626.  Application  au  cas  des  extrémités  variables.  Transversales. 
—  Reprenons  le  |)rol)i("'me  traité  au  n"  621,  en  supposant  mainte- 
nant que  les  extrémités  de  la  courbe  d'intégration  sont  variables. 
Soient  Go,  C,  deux  courbes  intérieures  à  la  région  A  et  Y  une 
courbe  de  classe  (I),  située  dans  <^R,  joignant  un  point  A  de  Co  à 
un  point  B  de  C(.  On  se  pro|)Ose  de  déterminer  celte  courbe  Y  de 

façon  (|ne  la  valeur  de  l'intégrale  3=1  ¥( .r.  y,  y')  dx  soit  plus 

grande  ou  plus  j^etite  que  pour  toute  autre  courbe  de  même  espèce 
infiniment  voisine  joignant  un  point  de  Co  à  un  point  de  C(.  Il  est 
évident,  tout  d'abord,  que  la  courbe  Y  doit  être  une  extrémale,  car 
la  variation  oJ  de  l'intégrale  doit  être  nulle  quaiul  on  faii  varier  le 
cliemin  d'intégration  sans  changer  b^s  extrémités,  (^ette  condition 
étant  su|)posée  remplie,  imagincHis  (pion  déforme  l'arc  diiitf'gra- 
tion  d'une  façon  roiilinue  à  parlir  de  la  |>osilioii  iiiili. de  AB,  l'ori- 
gine A  restant  fixe,  de  façon  (pie  B  se  déplace  sur  C,.  On  aura, 
poui-  ce   déplacement  infiniment  petit,   d'après  la  formule  gêné- 
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raie  (i8  )  qui  donne  ol , 

ol  =  [Fix,.  r,,  v'i  )  —  v\  f;.(>,.  ki.  y\  )]  oj-i—  ¥'y,(xi,yi,  r\  i  ok,, 

{x,,j,)  étant  les  coordonnées  du  point  B,  r,  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  en  B  à  l'extrémale;  o.r,,  oj',  les  diflérentielles 
relatives  à  un  déplacement  de  B  sur  C,.  Pour  que  Tare  AB  four- 
nisse un  extremum  de  l'intégrale,  ol  doit  être  nul,  et  l'on  a  une 
autre  condition  nécessaire  pour  l'extremuni 

(21)  [F(x,,   Yi.   r\)  —  r\F'y(-ri,  Ji,  v',  )1  ^>^i  ^  F;.,(a:,,  ^,,   >-',  )  ôjKi  =  o. 

De  même,  en  laissant  fixe  le  point  B,  et  en  faisant  décrire  au 
j)()int    V  la  courbe  Cq,  ou  ojjtienl  une  noiivrllc  condition  nécessaire 

(22)  [F(a:„,  jro,  J>'o)— yoF;/(^o,  ro,  roiJ'^'^o-*- Fv'(.ro,  Jo-  7o  ' 'V«  =  o, 

(•^0,  JKo)  étant  les  coordonnées  du  j)olnl  A,  i„  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  en  A  à  Textrémale;  oj-^,  ^)'o  les  paramètres 
directeurs  de  la  tangente  en  A  à  la  courbe  Cq. 

En  résumé,  pou/'  que  la  courbe  A\l  fournisse  un  exlreniiim 
de  r  intégrale  J,  il  faut  :  i"  que  cette  courbe  soit  une  extré- 
male ;  i°  qu'aux  points  A  et  B  les  relations  (21)  et  (22)  soient 
vérifiées. 

Le  problème  est  déterminé,  puisqu'on  a  deux  relations  pour 
trouver  les  valeurs  des  deux  constantes  arbitraires  dont  d(''|)<'ndcnt 
les  extrémales. 

Si  l'un  des  |)oints  A  ou  B  est  fixe,  la  relation  correspondante  (21) 
ou  (22)  doit  être  remplacée  par  celle  qui  exprime  que  l'exirémale  passe  par 
ce  point.  Si  la  courbe  Co,  par  exemple,  se  réduit  à  une  parallèle  à  l'axe 
desjKi  on  a  0x0=0,  et  la  condition  (22)  se  réduit  à  F^.,  (a"o,  J'o,  Xo  )==**> 
condition  qu'on  pourrait  aussi  déduire  de  la  formule  (3)'  du  n"  021,  en 
observant  que,  dans  l'iiypotlièse  où  nous  nous  plaçons,  la  valeur  de  ^  reste 
indéterminée  pour  5^  =  a"o  et  que,  par  suite,  r^{Xo)  est  arbitraire. 

Soient,  dune  façon  générale,  {x,  y)  les  coordonnées  d'un  point  M 
d'une  extrémale  F,  y'  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en 
ce  point;  Zx,  oy  les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à  une 
autre  courbe  quelconque  C  passant  parce  point.  Nous  dirons,  avec 
M.  Rnesi  r.  que  rt'xlr<'Mual(;  coupe  (ru iiSKCisalcnnnt  m  M  la 
courbe  (>,   si  x,y,y\  o.r,  oy  vériiirni  la  rrhilion 

(23)        [V(t,  jr,  y)—y\'y{x,  y,  y)  ]  oy  +  Vy{x,  j,  y')ly  =  o. 
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Avec  celle  convention,  on  peiil  dire  que  les  conditions  (21)  et  (22) 
expriment  que  Vexlrémalc  K^^  pour  fournir  unextremum,  doit 
couper  transversalemenl  les  courbes  Co,  C,,  aux  points  A  et  B 
respectii'ement. 

Dans  le  cas  particulier  où  F  est  de  la  forme  g{x^y)  \'  i  -\- y''-,  la 
condition  (23)  de\ient  g {ùx -^ y' oy)  :=  o ]  elle  exprime  que  les 
tangentes  aux  courbes  C  et  F  sont  orlhof^onales,  en  tout  point 
où  g{x,y)  n'est  pas  nul,  et  c'est  le  seul  cas  où  il  en  est  ainsi. 
Si  g{^,  y)  =  ^1  les  extréraales  sont  des  lignes  droites  et  nous 
retrouvons  ce  résultat  bien  connu  que  les  lignes  qui  donnent  un 
extremum  pour  la  dislance  de  deux  points  pris  sur  les  courbes  C» 
et  C(  respectivement  sont  des  normales  communes  aux  deux 
courbes.  On  sait,  d'ailleurs,  que  toutes  ces  normales  ne  donnent 
pas  une  solution  du  problème,  et  ceci  nous  montre  que  les  condi- 
tions obtenues  ne  sont  pas  suffisantes,  dans  le  cas  général,  pour 
que  l'arc  AB  fournisse  un  extremum  de  l'intégrale  .1. 

La  relation  (28)  étant  linéaire  en  ox,  or,  toutes  les  courbes  G 
(jui  sont  coupées  transversalement  par  une  exirémale  donnée  en 
un  point  donné  ont  la  même  tangente  en  ce  point.  Etant  donnée 
une  famille  d'extréinales  F,  dépendant  d'un  paramètre  arliitraire  a, 
telle  qu'il  en  passe  une  par  tout  point  dune  région  R  du  plan,  il 
existe  une  famille  de  courbes  C  qui  sont  coupées  transversalement 
en  chacun  de  leurs  |)oints  par  l'extrémale  de  la  famille  considérée 
qui  passe  par  ce  point.  En  ellel,  le  coefficient  angulaire  )'  de  la 
tangente  à  l'extrémale  cpii  passe  au  point  (x,y)  est  une  fonc- 
tion de  x,y,  et  la  condition  (aj)  nous  fournit  une  érpiation  dilTé- 

rentielle  du  premier  ordre  -f-  =  '^(x,  y)  pour  définir  les  courbes  C 

Nous  dirons  que  ces  courbes  C  forment  une  famille  de  courbes 
transversales. 

ln\ersement,  toute  courbe  C,  qui  n'est  pas  une  exirémale, 
appartient  à  une  famille  de  transversales.  En  elTet,  de  chaque 
point  .M  de  C,  il  [)art  une  exirémale  F,  ipii  coupe  transversa- 
lement G  en  ce  point.  [Il  peut  même  yen  avoir  jilusieurs  si  l'équa- 
tion (23)  a  plusieurs  racines  en  )',  mais  on  associera  les  racines 
qui  varient  d'une  manière  continue  quand  M  se  déplace  sur  G.] 
Les  exlrémales  ainsi  obtenues  dépendent  bien  diin  paramètre,  et 
elles  sont  transversales  à  la  courbe  (L  Les  autres  transversales  de 
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la  même  famille  s'ohlienncal  cr)  |)arl;tiit  de  G  par  la  corislruction 
suivante.  Sur  l'extrémale  issue   du    point  M  et  transversale  à  G, 

prenons  un  point  M'  tel   rpie   l'inléiîrale  -^  =   f       F(x,  y^  y'Jdx 

ail  une  valeur  donnée  R.  Lorsfpie  M  dt'crit  une  courlte  (],  M'  décrit 
une  Courbe  G',  l'une  ou  l'autre  des  deux  courbes  pouvant  se  réduire 
à  un  |)oint:  d  après  la  construction  même,  la  première  variation  oJ 
de  lintégrale  le  long  de  MM'  e>t  nulle,  et  cet  arc  A[.M'  est  transversal 
à  G  en  M.  D'après  la  formule  générale  (i8)  qui  donne  o.l.  il  doit 
aussi  t'tie  transversal  à  G'.  En  faisant  varier  la  constante  K,  on 
obtient  la  famille  de  transversales  dont  G  fait  partie.  Nous  signa- 
lerons seulement  cette  importante  proposition,  qui  généralise  les 
propriétés  bien  connues  des  courbes  paiallèles:  on  v  reviendra 
plus  loin. 

Glierebons  de  même  les  courbes  Y  de  l'espace  (pu   lournissenl 

un  extremiim  de  lintégrale  J  =    /     F(x,r,:-,  y\  z')  dx,  \es  exlvv- 

mités  A  et  B  de  la  courlx;  F  étant  assujetties  à  rester  sur  deux  sur- 
faces données  Sq,  ^{.  Il  est  évident  tout  d'abord  (pie  V  doit  être 
une  extrémale.  En  laissant  fixe  une  des  extrémités  V  ou  B,  et 
faisant  mouvoir  l'autre  sur  la  surface  correspondante,  les  diffé- 
rentielles relatives  à  un  déplacement  infiniment  petit  sur  cette 
surface  doivent  vérifier  une  relation  qu'on  obtient  en  égalant  à 
zéro  la  première  variation  ol  donnée  par  la  formule  (19).  Soient, 
d'une  façon  générale,  (5",  y,  zi  les  coordonnées  d'un  point  M 
d'une  extrémale  F,  y'  et  :;'  les  valeurs  des  déri\t''es  en  ce  point. 
I]  une  surface  quelconque  passant  [)ar  le  point  M  et 

P(  X  —  j;j -f- Q  (  Y  —  jk) -+- R  (  Z  —  ^  )  =  o 

l'équation  du  plan  tangent  à  S  en  M.  Nous  dirons  ipie  l'extré- 
male r  coupe  transversalement  la  surface  2  en  M,  si  l'on  a  les 
relations 

,    ,.  V(x,  V,  z.  y,  ^' ) —  y'P'y  ~  z'V'--        l'y        V. 

^'■'^^  p ^TT-^-rr- 

En  écriNant  (jiTon  a  identKpieinent  o.l  =  o  lorsijue.  le  point  A 
restant  fixe,  le  [)oint  B  se  (b'-pUn-e  sin*  S,  dans  une  direction  arbi- 
traire, on  obtient  pn-cisément  les  conditions  (pu  expriment  (jiie 
l'extrémale    \|{  est  transversale  en   B  à   la  surface  ï,.  et    l'un  aurait 
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une  condil  ion  ton  le  |)ar(illc  |)()ur  le  point  V.  Donc,  Vexll'émale  Ali 
doit  cuiiprr  I ians\e)-salenienl  les  surfaces  I^o  ^^  ^i  aux  points  A 
et  B  respectivement. 

On  a  encore  (|ualre  condilions  pour  délerniiner  les  (|ualre  con- 
stantes dont  dépendent  les  extiémalcs.  Si  F  est  de  la  forme 


les  conditions  (24)  exprinirnt  (|ue  l'extrémale  F  est  orthogonale  à  S. 
Les  condilions  (^4)  étant  linéaires  en  P,  Q,  R,  la  direction  de 
la  tangente  à  Textrémale  en  un  point  M  détermine  la  position  du 
plan  tangent  à  S,  de  sorte  que  toutes  les  surfaces  qui  sont  coupées 
transversalement  par  une  extrémale  déterminée  en  un  même  point 
ont  mémo  plan  tangent  en  ce  point.  Il  s'ensuit  qu'étant  donnée 
une  congrnence  de  courbes  extrémales,  telle  qu'il  en  passe  une 
par  tout  point  d'une  région  R  de  l'espace,  il  n'existe  pas  toujours 
de  famille  de  surfaces  i],  qui  soient  coupées  transversalement  par 
ces  extrémales  (II,  n"  440),  de  même  qu'une  congruence  de  droites 
n'est  pas  toujours  formée  des  normales  à  une  surface.  Mais  une 
surface  quelconque  S  fait  toujours  partie  d'une  famille  de  surfaces 
transversales,  qui  se  déduisent  de  S  par  la  même  construction  que 
dans  le  cas  du  plan.  Par  chaque  point  M  de  S  passe  une  extré- 
male r  cpii  est  transversale  à  celte  surface  ;  prenons  sur  cetlc  extré- 
male un  point  ^I'  lel  que   lintégrale  /     F(x,  j^,   ^,  y\  z')clx   ait 

une  valeur  constante  K.  Lorsque  le  point  M  décrit  S,  les  extré- 
males S  engendrent  une  congruence.  et  le  |)oint  M'  décrit  une  sur- 
face S'  cpii  est  coupée  transversalement  par  toutes  ces  extrémales. 

Remarqur.  —  Chacune  des  surfaces  S,,,  -i  peut  se  réduire  à  une  courbe 
ou  à  un  point.  Si  Zo.  JJ^r  exemple,  se  réduit  à  une  courbe  Co,  les  deux 
conditions  de  tr;insversalilé  doivent  être  remplacées  par  deux  autres  con- 
ditions, dont  I  une  exprime  que  l'extrémale  cherchée  rencontre  Go,  la 
seconde  s'cxprimant  par  la  relation 

[F(-3"o,  J'o,  -0;  Vo,  -0)— j'oF.v — ^'oFl'l  oj:-,j-i- Fj-ôjo-t- Fl'0-o=  o, 

Sa-Q,  ôj'o,  oso  étant  les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  àCoBu  point  A. 
Lorsque  Zo  se  réduit  i'i  un  point,  re\lii''male  doit  passer  |)ar  ce  point. 

G27.  Problèmes  d'extreraum  lié.  —  Dans  tous  les  problèmes  précédents, 
les  fondions   inconnues   doivent  vérifier  certaines  conditions  où   fifrurenl 
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seulement  les  valeurs  aux  limites.  Dans  d'autre*  problèmes,  «lits />;o6/ème5 
d'extreinuni  lié,  les  fonction^  inconnues  doivent,  au  contraire,  vérifier 
des  relations  où  figurent  toutes  les  valeurs  de  ces  fonctions  dans  l'inier- 
valle  d'intégration.  Quelques-uns  de  ces  problèmes  se  rHménent  aux  pro- 
blèmes dont  il  a  été  question  jusqu'ici  ou  problèmes  d'extreinuni  libre. 
Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  trouver  une  courbe  F  donnant 

un  extremum   de  l'intégrale  J  =    /        ^(x,  y,  z.  y' ,  z'  \  d.r,   parmi   toutes 

les  courbes  situées  sur  une  surface  S,  qui  joignent  deux  points  donnés  de 
cette  surface.  On  peut  imaginer  qu'on  ait  tiré  de  l'équalion  de  la  surface  z 
en  fonction  de  x  et  de  j',  et  l'on  est  ramené  au  premier  problème  examiné 
au  n"  Gi21.  Les  questions  de  ce  genre  ne  dirPèrent  donc  pas  essentielle- 
ment des  problèmes  d'extremum  libre,  mais  il  peut  être  commode  de  les 
traiter  directement,  par  une  métbode  analogue  à  celle  des  multiplica- 
teurs de  Lagrange,  pour  une  question  de  maximum  ou  de  minimum  ordi- 
naire (I,  n"  o2).  Nous  prendrons  pour  exemple  le  problème  de  la  ligne  la 
plus  courte  entre  deux  points  d'une  surface.  Soient  A  et  B  deux  points 
donnés  d'une  surface  S;  toute  courbe  T  de  S  joignant  ces  deux  points,  et 
n'ayant  pas  de  points  anguleux,  est  représentée  par  un  système  de  trois 
équations 

^=/.(0,      r=A(t),      ==A{t), 

f\if-i.fz  étant  des  fonctions  de  classe  (1)  qui  vérifient  l'équation  de  la 
surface  Çf{x,  y,  j)  =  o,  et  l'on  peut  toujours  choisir  le  paramètre  t  de 
façon  que  les  extrémités  A  et  B  correspondent  aux  valeurs  o  et  i  du 
paranïètre.  De  plus,  ces  fonctions  doivent  prendre  des  valeurs  données 
pour  i  =  o  et  /  =:  t.  Parmi  tous  les  systèmes  de  fonctions  qui  satisfont  à 
ces  conditions,  il  s'agit  de  trouver  celui  pour  lequel  l'intégrale 


=    {    /^ 


■y 


■."^dt 


,      ,      -  1  .   •  1        ,■■■      d^     fh'     '^^     \>  I 

est  niimiMum,  x  ,  Y  .z  désignant  les  dérivées  —r-t  —t- y  — p  •   lieniplacons  x, 
•^  "  dt      dl      dt 

y,  z  par  des  fonctions  '~'\(t,  a),  ^î{t,  a),  'f3(/,  a),  satisfaisant  aux  mêmes 

conditions  (\»Q  f\i  fi,  fi,  quel  que  soit  le  paramètre  a,  et   se  réduisant, 

pour   a  =  o,   aux   fonctions /i,  /j,  fz-    L'intégrale   J   devient,  après  cette 

substitution,  une  fonction  J(a)  du  paramètre  dont  la  dérivée  .1',  pour  a  =  o, 

prend  la  forme,  après  les  mêmes  transformations  qu'au  n"  t»!2r>, 

-*  0 


dt\^j.'2^yi. 
"'(1  )  '^lîi '(3 '^'^•^"'^  <'*^''  fonctions  de/  ib-  classe  (  Ij,  qui  représentent  respective- 
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1  I  ,        (^'-^l        t)^2        '^^3  r^  r  ■  Il 

ment   les  vjileurs  de  — ^j  — ^-j  — ^  pour   a  =  o.    Ces  fonctions   sont   nulles 
c>a      0%      oa 

pour  1  =  0,  tz=i,  mais  ne  sont  pas   incléj)endanles  dans   l'intervalle,   car 

elles  doivent  vérifier  la  relation 

dG  dG  (^G 

da;  Oj^  ôz 

dont  la  signification  est  évidente,  en  tout  point  de  la  courbe  V.  Pour  que 
la  relation  J'(o)  =  o  soit  une  conséquence  de  la  condition  (25),  il  faut  et 
il  suffit  (  '  )  qu'on  ait 


""i 

(               x'               \ 

éA 

'      ■'''       ^ 

dt\ 

\^ x''- -\- y"^ -^  z'-  ) 

V  \/x"^-^y'-^^  z"^  1 

dG 
dx 

k 

dG 

^^/^'2^y2^_ -'•'/ 

dG 

dz 

(26) 


Ces  conditions  expriment  que  la  normale  à  la  surface  S  coïncide  avec 

x' 
la  normale  principale  à  Y  (I,  n"  229),  car  les  rapports  ■» 

(')  Soit,  d'une  façon  générale,  Fp  Fj,  F,  des  fondions  continues  données  de  t 
dans  l'intervalle  {t^,  f,),  t^,,  tj,,  tj,  des  fonctions  de  classe  (I)dans  cet  intervalle, 
nulles  pour  l  =  t^,  t  =  <,,  et  vérifiant  une  relation  linéaire 

(A)  T.i/i-+-'^.:/2+ -^13/3=0, 

OÙ  /,,  /.,,  /,  sont  des  fonctions  continues  de  /.   Si,  pour  tous  ces  systèmes  de 

■  r'' 

fonctions  t,^,  on  a  aussi    /       (Th  F, -f- vi,  F,-)- Ti^F^)  rf^  =  o,  on  en  conclut  qu'on  a 

F  F  F 

(li)  Il  =  £2  ^  IJÎ 

/i         J-i         /s 

pour  toute  valeur  de  t  dans  l'iiilerviille  (/„,  /,).  On  salisfail,  en  effet,  à  la  condi- 
tion (A)  en  posant 

■n,  =  hA—\f3,  -r,,  =   >',/3—   >«3/p  \l  ^  ■^^^/l  —  ^m/2. 

>.,,  A;,  >ij  étant  des  fonctions  quelconques  de  classe  (I),  nulles  pour  /  =  o,  ^  =1. 
L'intégrale 


/'  VA,(K.:/3-/=F3)-h)>,(F,/,-/,F,)  +  >,,(F,/,-/,F,)] 


dt 


devant  être  nulle  pour  toutes  les  formes  possibles  des  fonctions  ),_,  on  en  conclut 
les  relations  (  B). 
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y'  z' 

'  •>  —  sont   précisément  les   cosinus  directeurs 

\  x"^ -^  y  - -k- z' -     \J  x'^-^  y'--¥  z- 

de  la  tangente.  La  courbe  cherchée  est  une  ligne  géodésifjue  {voir  plus 
loin,  n"  651  ). 

()28.  Problèmes  isopérimétriques.  —  Les  problèmes  du  type  suivant, 
appelés  prob/c/nes  isopériz/iclrigues,  ne  peuvent  être  traités  de  la  même 
façon.  Soit  à  trouver,  parmi  les  courbes  T  de  classe  (I),  situées  dans  la 
région  cR,  el  joignant  deux  points  A(a?o,^o)  ^^  I^(^^i»  J'i)  <^'e  cette  région, 

G( X,  y,  y  )dx  a  une  valeur  donnée  G, 

celles  qui  fournissent  un  extremuni  relatif  de  linlégrale 

J  =    /       F(x,y,y)fix. 

En  raisonnant  comme  au  n°  621,  supposons  que  la  fonction  y=zj'{x) 
réponde  à  toutes  ces  conditions;  soient,  d'autre  part,  T,i(ar),  7,2(3;)  deux 
fonctions  de  classe  (I;  dans  l'intervalle  (xq^  x^)  nulles  aux  deux  limites. 
Si  l'on  remplace,  dans  F(a7,  y,  jk),  y  pai'  /(^) -<- ^1^)1  (^) -+- a2'';2(^)» 
ai  et  a.,  étant  deux  paramètres  arbitraires,  l'intégrale  J  devient  une  fonc- 
tion de  ces  paramètres 

(27;  J(2i,a,)=    /       F[x,/(j7)-f-arr,i(a-)-l-a2ï/2(^),/'(a-j-+-a,T/,(a")-i-a2iri'2(a7)]c?57. 

•'0 

En  effectuant  la  même  substitution  dans  G(a",  y,  y'),  l'intégrale  J|  devient 
une  fonction  de  «i,  ri.,;  en  écrivant  que  cette  fonction  est  égale  à  la  cons- 
tante G,  on  établit  une  relation  entre  les  deux  paramétres  aj,  zo, 

(•28)  J,(a,,a,)=   f    'G[xJ{x)^aL,r,,{x)-^%.r,^{x)J'{x)+...]dx  =  C. 


La  fonction  J(ai,  0.2)  des  deux  paramètres  aj,  aj,  liés  par  la  relation  (28), 
doit  être  maximum  ou  minimum  pour  les  valeurs  ai  =  a2  =  o.  Il  faut  pour 
cela  qu'on  ait  (I,  n"  .')2) 


(>a,/o  \(>a2/o      \'>a2/o  \'->Xi/o 

Ln    translormant    les   expressions    des    dérivées       ,    •  •  •  j    comme 

\t>3:i/o 

au  n"  621,  celte  relation  peut  encore  s'écrire 
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Les  fonctions  t,i,  r^i  étant  indépendantes  l'une  de  l'autre,  la  valeur  com- 
mune de  ces  rapports  doit  être  une  constante  K  indépendante  de  Ja  forme 
de  la  fonction  T)(vF)  et,  par  suite,  on  a,  pour  toutes  les  formes  possibles  de 
la  foncliiin  r^{x),  nulle  pour  a"  =  a^o  et  pour  x  —  x^,  et  de  classe  (  I)  dans 
l'intervalle  {xq,  Xi), 

,     .  /'•'"'    ,    .Id(F-KG)         d   VdiV-   KG)]/   . 

^•'-9>       .,/.„  '^"^i — ^' ^L — ^' — ]&  =  ''■ 

La  fonction  cherchée  f{x)  est  donc  une  intégrale  de  l'équation  diffé- 
rentielle 


(3o) 


d{¥  —  KG)         d   \d(V  —  KG) 


dy 


d   \d(V  —  KG)1 


où  figure  une  constante  inconnue  K.  Les  intégrales  de  cette  équation, 
c'est-à-dire  les  extréniales  du  problème,  dépendent  de  trois  constantes, 
K  et  les  deux  constantes  introduites  par  l'intégration.  C'est  le  nombre 
nécessaire  pour  qu'on  puisse  se  proposer  de  trouver  une  extrémale  pas- 
sant par  les  deux  points  A  et  B  et  pour  laquelle  l'intégrale  Jj  prend  la 
valeur  donnée  G.  Le  problème  est  donc  déterminé  en  général.  On  peut 
remarquer  que,  quand  on  échange  les  deux  fonctions  F  et  G,  l'équation 
différentielle  du  problème  ne  change  pas,  car  cela   revient  à  remplacer  la 

constante  K  par—-  C'est  la  généralisation  d'un   fait   bien  connu   poui-  les 

problèmes  ordinaires  de  maximum  ou  de  miniinntii. 

Prenons,  par  exemple,  le  problème  isopérimétrique  proprement  dit,  qui 
a  donné  son  nom  à  cette  catégorie  de  problèmes.  Soit  à  trouver  un  arc  de 
courbe  de  longueur  donnée  S,  joignant  deux  points  A  et  H  et  limitant 
avec  le  segment  AB  une  aire  d'étenrlue  maximum.  Prenons  pour  axe  des  x 
la  droite  .\B  et  admettons  qu'il  existe  une  courbe  V  répondant  à  la  ques- 
tion et  représentée  par  une  équation  de  la  iovme  y  ^=  f{x),  ou  f{x)  tsX.  de 
classe  (I).  On  a,  dans  ce  cas. 


F=y,         G  =  v/i^y^         F-KG  =  v_K/7^:r^. 
L'équation  différentielle  (3o)  admet  l'intégrale  première  (  n°  621), 


jK  — K/i+j/^+  =  ^ ,  =C, 

d'où  l'on  tire  facilement  l'intégrale  générale 

(^a:-C'y+{y-Cr-  =  KK 

Les  extrémales  sont  donc  des  circonférences  et  l'on  est  ramené  à  con- 
struire un  arc  de  circonférence  de  longueur  S  passant  par  les  deux  points  A 
et  B.  Ce   problème  admet   une  solution  et  une   seule,   pourvu  que  S  soit 
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supérieur   à    la   distance   /  des   deux   points  A  et   H  et  inférieur  à  -/,  du 
moins  si  Ion  se  borne  aux  courbes  de  classe  (I)  {cf.  n'"  64o,  031). 

62!>.  Première  variation  d'une  intégrale  double.  —  Soit  V{x,y.  z^p,  q) 
une  fonction  des  cinq  vaiiables  indépendantes  x,  y,  z.  p.  q .  continue  ainsi 
que  ses  dérivées  partielles  jusqu'à  celles  du  troisième  ordre,  lorsque  le 
point  (x,  y,  z)  reste  dans  une  région  A.  de  l'espace,  et  pour  tout  système 
de  valeurs  finies  de  p  et  de  g.  Considérons  une  courbe  fermée  F,  située 
dans  ciR,  dont  la  projection  sur  le  plan  des  xy  est  une  courbe  fermée  sans 
point  double  C.  Soit  z  =  f(x,  y)  l'équation  d'une  surface  S  située  ilans 
la  région  A;  pour  que  cette  surface  S  passe  par  la  courbe  F,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  fonction  f(x,  y)  soit  assujettie  à  prendre  une  succession  de 
valeurs  données,  lorsque  le  point  ix,  y)  décrit  la  courbe  C.  Si  en  outre 
cette  fonction  est  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  lorsque  le  point  {x,y)  décrit  la  région  A  du  plan  des  xy,  limitée 
par  la  courbe  C,  et  sur  cette  courbe  elle-même,  nous  dirons  que  la  fonc- 
tion /(^,y),  et  la  surface  S,  sont  de  la  classe  (1)  dans  A.  Remplaçons 
dans  F  les  variables  ;;,  p,  q,  par  /{x.  y),  J'j.  et  J'y  respectivement  :  le 
résultat  est  une  fonction  continue  dans  A,  et  l'intégrale  double 


(3ij 


—  I      P(^,y>^:P,q)<J-^4}' 


a  une  valeur  finie  pour  toute  surface  S  de  classe  (1).  On  peut  se  proposer 
pour  cette  intégrale  double  un  problème  absolument  analogue  à  celui  que 
nous  avons  étudié  pour  les  courbes,  en  cherchant  si,  parmi  les  surfaces  S 
de  classe  (I),  passant  par  la  courbe  F,  et  situées  dans  M,  il  en  existe  une 
pour  laquelle  l'intégrale  {3i)  a  une  valeur  plus  petite  que  pour  toute 
autie  surface  satisfaisant  aux  mêmes  conditions. 

Désignons  d'une  manière  générale  par  r, (ar,  ^)  une  fonction  de  classe  (I) 
dans  A,  et  s'annulanl  tout  le  long  de  la  courbe  G.  Si  z  =/(a-,  y)  est 
l'équation  dune  siiiface  de  classe  (I)  passant  par  F,  l'équation 

est  l'équation  d  un  faisceau  de  suifaces  passant  par  F.  et  la  fonction 
J(aj=    /     /    V\3:,  y,  f(x,  y  )-h  cL-r^ix.  j'  ),  f'j.-i-  ir,'^,  f'y-^  7.ri\  \dx  (/y 

du  paramètre  a  doit  être  minima  p(jur  a  =-=  o,  i|nilii'  que  ^oil  la  fnrme  <l«' 
la  fonrlion  r,(j7,  j').  H  faut  donc  que  la  première  variation  oJ  soit  nulle. 
La  formule  habituelle  de  diiïéreiiliation  «ous  le  -igné  intégral,  qui  ■i'ri.Mid 
sans  difficulté  aux  intégrales  doubles,  donnr 


(3.)  oJ  =  aj    /     I  _  r,ix^y)+-  r,^^  -  ,, 


(Ix  dy, 


G.,  III. 
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z.  />,  q  devant  ôtie  leiupliicées  |)ar  y"(^,  _;'), /^,  /jrespecliveinent  après 
la  (li(!'éi  eiitialion.  Supposons  que  la  fonction  y(;r,  j')  admette  des  dérivées 
partielles  du  second  ordre,  continues  à  l'intérieur  de  C;  la  formule  de 
Grcen  nous  donne  alors  (I.  n"  iâé.) 


•■j.-Tj 


à   ld¥\ 


£r,(:r,  y)  ^  ^0=ff^   [c  ^  +  r.(^,  J.  ^^  y^,^^  , 


clx  dy, 


et  puisque  la  fonction  r,  ( :f,  ^' )  est  nulle  tout  le  long  de  C,  on   peut  rein- 

dF 
placer  l'intégrale  double  de  t]'^  —  par  l'intégrale  double  du  produit 


changée  de  signe,  b^n  opérant  de  même  avec  la   dernière 
de  la  formule  (32),  on  voit  qu'on  a  encore 


intégrale  double 


'">  ^>-.fl:^<-^^^-m} 


"  C^^yrOy 


dy  \dq  } _ 


l'oiir  que  oJ  soit  nul,  pour  toutes  les  formes  possibles  de  la  fonc- 
tion 'r,{x,  y),  il  faut  et  il  suffit  que  le  coefficient  de  ^^^{x,  y)  sous  le  signe 
intégral  soit  nul.  En  effet,  supposons  par  exemple  ce  coefficient  positif 
dans  le  voisinage  d'un  point  (a,  b)  intérieur  au  contour  C;  soit  p  un 
nombre  positif  assez  petit  pour  que  le  cercle  Gn  de  rayon  p,  déciit  du 
point  (a,  b)  comme  centre,  soit  à  l'intérieur  de  C,  et  que  le  coefficient 
de  'r,{x,  y)  soit  lui-même  positif  à  l'intérieur  de  Gp.  Si  l'on  prend 
pour  i]{x,  y)  la  fonction  définie  de  la  manière  suivante  :  i"  tj  =:  o,  à 
l'extérieur  de  Gp;  i"  à  l'intrrieur  de  Gq, 

il  est  évident  que  o.l  sera  j)osilif.  Pour  que  la  fonction  f{x,  y)  donne  un 
minimum  de  l'intégrale  J,  il  faut  donc  que  cette  fonction  f{^i_)')  soit  une 
intégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 


(34) 


ÔV 

dx  \  ()p  / 

d    /àV 
dy  [ô^ 

ôz 

analogue  à  l'équation  d'Euler  (5). 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour 
l'équation  (34)  et  le  contour  G,  c'est-à-dire  à  trouver  une  intégrale  de 
cette  équation,  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
prenant  une  suite  de  valeurs  données  sur  ce  contour.  La  méthode  par 
laquelle  on  a  obtenu  l'équalion  (34)  n'est  du  reste  que  l'extension  de  la 
méthoiie  de  Kiemann  pour  établir  le  principe  de  Dirichlet  (n"  f)12). 


l'exemple.  —  La  recherche  de  la  surface  d'aiic   tnininia,  passant   j)ar  un 
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contour  donné,  comluit  à  clierclier  le  minimum  de  l'intégrale  double 


J  I    y/i-i-/y^-T-qU/.rdy 


L'équation  aux  dérivées  partielles  correspondante  est 

OU,  en  développant. 

(35  j  r(i-^  '/-)  -h  t(l  -^ p-)  —  ipqs  =  o. 

Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  rayons  de  courbure  principaux 
est  nulle.  Les  surfaces  intégrales  sont  les  surfaccr  à  courbure  moyenne 
nulle,  ou  surfaces  minirna. 

Remarque.  —  On  a  supposé,  pour  passer  de  l'équation  (37)  à  l'équa- 
tion (33),  que  la  fonction  inconnue/(a7,  y)  avait  des  dérivées  continues  du 
second  ordre.  L'objection  de  Dubois-Reymond  ne  peut  être  levée  comme 
au  n°  021  (voir  Exercices^  p.  656). 


IL  —  SliCONDE  V.VIIIVTIO.N.  —  CoMUTIUNS  NECESSAIRES 
POUR  L'EXTHE.Ml  M. 


Toute  exLréinale  ne  donne  pas  nécessairenieul  un  inaxiinuin  ou 
un  minimum  d'une  inlégrale  J,  comme  on  l'a  drjà  observé  à  plu- 
sieurs reprises.  Cette  extrémale  doit  satisfaire  à  d'autres  condi- 
tions, dont  les  plus  simples  s'obtiennent  en  ex[)rimanl  que  la 
seconde  variation  a  un  signe  constant.  Nous  établirons  ces  condi- 
tions pour  le  premier  probirnuî  traité  au  n"02l,  el,  pour  ne  pas 
interroni[)re  1.»  suite  des  raisonnements,  nous  présenleions  d  abord 
une  remarque  rpii  sera  souvent  utile. 

())U).  Remarque  préliminaire.  —  Soit  j)' =  cf  (.r)  une  foncli{)n 
continue  dans  un  intervalle  (.r„,  j:-,  ),  dont  la  dérivée  'f' {-r)  pré- 
sente dans  cet  intervalle  un  nombre  fini  de  discontinuités  de 
première  espèce  (1,  n"  t)).  La  courbe  V  représentée  par  l'équa- 
tion yz=z'j,i^x)  |)résenlc  un  certain  nombre  de  |)oinls  anguleux, 
mais  aucune  des  tan<;enl(;s  n'est  parallèle  à  l'axe  dos  )-.  Nous 
dirons  pour  abi(''|;cr  (pic  la  fonetutn  C5(./)  et  la  courbe  1"  sont  de 
classe  (H).   Si   la  eouib(*  I"  est  située  dans  la   it'i;ioii    H   (pii   a  «'lé 
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définie  plus  haut  (n"  Gl20).  liiilégrale 

J'=    /       F[t,  (i(x),  '^'{x)\dx  =    I    V(x,y.y)dx, 

c'esl-à-ilire  la  snimne  des  intégrales  dans  chaque  intervalle  pailiel 
où  <^' {x)  est  continue,  a  une  valeur  finie.  Cela  posé,  nous  allons 
montrer  qu'iV  est  possible  de  troiner  une  fonction  f{x)  de 
classe  (I),  prenant  les  mêmes  valeurs  que  '-^{x)  pour  x  =  Xj^ 
et  pour  X  =  Xf,  et  telle  que  l  intégrale 

J=    ^    ^V\x,f{^x\f{x)\dx 

diffère  de  J'  d^ aussi  peu  quon  le  voudra. 

En  d'autres  termes,  on  jjeul  Irouxer  une  autre  courbe  F,  sans 
points  anguleux,  ayant  les  mêmes  extrémités  que  F',  située  dans 
le  domaine  ^R,  et  telle  (jue  la  différence  des  valeurs  des  intégrales 
le  long  des  courbes  F  et  F'  soil  moindre  en  valeur  absolue  (jue 
tout  nombre  positif  donné  t. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  '•^' {x)  ail  un  seul  point  de 

Kig.    101. 


discontinuité  c  entre  Xç^  et  Xi.  La  courbe  qui  représente  la  varia- 
tion de  to' {x)  se  compose  de  deux  arcs  de  courbe  AE,  i)B,  qui  ne 
se  rejoignent  pas.  Soient  li  un  nombre  positif  tel  (jue  <■  —  A  et  c  -h  li 
soient  compris  entre  Xq  et  jt, ,   F  et  G  les  deux   points  de  cette 
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courbe  d'abscisses  c  —  h  et  c  —  //;  joignons-les  par  une  ligne 
brisée  FHG,  ayant  un  sommet  H  sur  EU,  le  point  H  étant  choisi 
de  telle  (açon  qu'en  désignant  [)ar  ta^x)  1  ordonnée  de  celle  ligne 
brisée  on  ait 


/  T.{x)  dx  ■=   I      o'(x)  dx  -T-   I         o'(x)dx. 


1-1-/'  /,C  ,,  c+/i 

il  sullit  pour  cela  de  prendre  sur  DE  le  point  H  d'ordonnée 


(36,   ;  =  ^ 


I      o'(T)dx-h    r        'Ji'{x)dx\ 


'  (  c  —  /i)  -H  ©'  (  C  -1-  //  ) 


f-,e  point  H  étant  choisi  de  celte  façon,  soit '|(j7)  une  fonction 
auxiliaire  qui  coïncide  avec  '-:>' {jc)  dans  les  intervalles  (^y,  c  —  A), 
{c -{- h,  Xf)  et  avec -(x)  dans  l'inlervidle  (c  —  h,  c -'r  h).  Cette 
fonction  est  continue,  et  la  fonction 


f{x)  —  'y(xo)  ^   j     <hix)dx 

•«0 


qui  est  continue  et  admet  une  dérivée  continue,  entre  :ro  et  jc,, 
coïncide  avec  '-^[x)  dans  les  intervalles  (j^q?  c  —  /t),  [c -{- h,  x,). 
La  courbe  F,  représentée  par  ré(|uation  jv' =7  (.3?),  se  déduit  de  T' 
en  remplaçant  la  portion  conqDrise  entre  les  deux  points  d'abs- 
cisses c —  h  et  c  -{- hi  où  se  trouve  le  point  anguleux,  par  deux  arcs 
de  parabole  qui  se  raccordent  en  un  point  d'abscisse  c,  et  dont 
chacun  est  tangent  à  F'  à  l'autre  extrémité.  Pourvu  que  le  nombre  h 
soit  assez  petit,  les  ordonnées  des  deux  courbes  F  et  V  diffèrent 
d' aussi  peu    (ju^on    le  veut^  dans   l'intervalle  (c — h,    c-\-li). 

En  elfel,  d'nprès  la  formule  (3G),  ^  tend  vers  'i— ^  °  ^^ -^ 

lorsque  h  lond  vers  /a'I'O.  Si  'f'(^)  reste  compris  entre  deux 
nombres  V  et  O  lorsque  x  varie  de  x„  à  j:,,  ç  sera  lui-même  com- 
pris entre  ces  deux  nombres  si  h  est  assez  |i(tit  et  il  en  sera  de 
même  de  ~{x)  dans  l'intervalle  {c  —  h,  c -\- h).  Or,  on  a,  dans 
cet  intervalle, 

/{x)  —  '^(x)^   I      ■K(x)dx  —  ['»{x)  —  ^(c~h)] 
el   chacun  des  deux   ternu-s  de   celte  dilléren(  e  pcui   èir»;   rendu 
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iiKjindie  que  loiil  nombre  donni'-.  Il  s'ensuit  qu'on  peul  aussi 
supjioser  la  eourbe  V  dans  le  domaine  cR.  Cela  posé,  soit  M  une 
limite  siq)éiieure  de  |F(-c,  y,  y')\  lorsque  le  point  [x,  y)  reste  dans 
le  domaine  ,'fl,  et  que  r'  reste  compris  entre  P  et  Q.  Il  est  clair 

<|ue  la  difï'éreuce  entre  les  valeurs  de  l'intégrale    /  ¥[x^  y,  y')  dx 

le  long  des  courbes  F  et  V  est  inférieur  en  valeur  absolue  à  4  M  A, 
et  il  suffira  de  prendre  li  tel  (jii'oii  ail  4'^l/i<;â  pour  que  cette 
dift'érence  soit  inférieure  à  e.  Le  raisonnement  serait  le  même 
pour  une  courbe  ayant  y>  points  anguleux.  En  particulier,  si  l'in- 
tégrale J'  n'est  pas  nidie  pour  une  fonction  '■^^{x)  de  classe  (II), 
on  |)ciit  trou\er  une  fonction  /(x)  de  classe  (I),  prenant  les 
mêmes  valeurs  que  '-^{x)  aux  deux  extrémités  de  l'intervalle,  pour 
laquelle  l'intégrale  J  aura  le  même  signe  que  J'. 

Une  autre  consécpience  est  la  suivante.  Soient  1"  et  F'  deux 
courbes  ayant  les  mêmes  extrémités,  situées  dans  ,'fl,  et  de 
classe  (1)  et  (II)  respectivement.  Si  l'intégrale  J'  le  long  de  F'  est 
plus   petite  que  l'intégrale  .1   le  long  de  F,   la  courbe  F  ne   peut 

fournir  un  tniniinum  dbsolu  pour  l'intégrale    /      F(.r,  r,  y')dx, 

même  si  l'on  se  borne  aux  courbes  de  classe  (I).  Si  dans  tout 
voisinage  de  F  on  peul  irouvei-  une  courbe  F'  de  classe  (II)  telle 
<]ue  l'intégrale  .1'  le  long  de  F'  soit  inférieure  à  .1.  la  courbe  F  ne 
peul  pas  nt)n  plus  fournir  un  minimum  relatif. 


(331.  Condition  de  Legendre.  —  Soit  y  =  f(^x)  une  solution 
de  lécpialiiin  d'Euler,  appartenant  à  la  classe  (I)  dans  l'inter- 
valle  {xo,  Xf).    Si    dans  l'intégrale   J^    /      F(x,  y,  y')(/x    on 

remplace  y  par /(cr) -f- ay,  (.r),  on  a  vu  que  la  première  varia- 
tion 5.1  était  nulle  pour  toutes  les  formes  possibles  de  la  fonc- 
tion '>](x)  de  classe  (I),  s'annulanl  poui  les  deux  valeurs  Xo  et  x,. 
Foui-  (jue  celle  exlrémale  donne  un  exUemum  de  l'Intégrale  J,  il 
laul,  en  oulie,  que  la  seconde  variation  ô-.I  ait  le  même  signe  pour 
toutes  les  formes  jiossibles  de  la  fonction  /](x).  JNous  établirons 
des  coûdilioiis  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  o-.l  soil  positive, 
ce  (pii  correspond  à  \\n  minimum. 

En  aj)pliqiiant  de   nouveau   la   formule  de   diUcrenlialion   sous 
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le  signe  intégral  à  rinlégralo  (.'^V  il  vient 

(■37.)  o'-J  =  a-    /        [l'r^x)~iQr,(x)r,'(x)-^RT,'^x)]dT, 

l\  (^,  Pi  désignant  les  fonctions  de  x  qu'on  obtient  en  rempla- 
çant i'  pnv  f(x)  et  r'  par  /'(x)  dans  les  dérivées  partielles  F^,, 
F^j..,  F^^s.  D'après  les  hypotlièses  qui  ont  été  faites,  ces  trois  fonc- 
tions P,  Q,  R  sont  continues  dans  l'intervalle  (.ro,  a',).  Legendre 
transforme  celte  expression  de  o-J  comme  il  suit.  Soit  (r(.r  i  une 
fonction  de  la  classe  (I)  dans  l'intervalle  (,ro,  Jf,):  on  a,  quelle 
que  soit  celte  fonction, 

/       ("i'fJi'  t^'  -i-  f,'-  "''  )  dx  =  [r,-  iv]   '  =  o, 

puisque  r,(xo)  ^=t^[Xi)  =z  o.  et  l'on  peut  encore  écrire  1  expres- 
sion de  o-.I 

(38  )  o2j  =  -r^    f      [{P  ■+-  «v')r,2^  2(Q  -i-  w)rj;^  Rr/^]  r/x. 


Choisissons  maintenant  la  fonction  iv  de   façon   que  le   coeffi- 
cient de  dx  soit  un  carré  parfait,  c'est-à-dire  de  façon  qu'on  ;iit 

(39)  (Q-i- ip)-^— H(P-T-«P'')  =  o, 

il  \  ient  enfin 


(4o) 


et  l'on  voil  (pie  le  signe  de  R  doit  |ouer  un  r(Me  iniportaiil  dans  la 
discussion. 

Nous  déduirons  dabord  de  cette  expression  de  o-J  une  contli- 
tion  nécessaire  obtenue  par  Legendre  :  Pour  qiir  la  seconde 
variation  o-J  soit  positive  ou  nulle  pour  toutes  les  formes  pos- 
sibles de  la  fonction  r\[x),  il  est  nécessaire  que  R(»c)  ne  soit 
négatif  pour  aucune  valeur  de  x  dans  V  intervalle  {xo.  Xy). 

Supposons,  en  edet,  (pi'oii  ail  R(c)<^o,  c  étant  compris 
entre  Xç,  et  x,  ;  on  peut  |)rendre  un  nombre  positif  //  assez  petit 
pour  (pie  R( J^)  soit  négatif  pour  c  -^  li'-.x'lc  -\-  h .  L't'tpiatioii  (^(i  ) 
montre  que  la  dérivée  seconde  f"{x)  est  continue  dans  l'in- 
tervallc    (r  —  //,    c -\- h),    et,    par    suite,    les    fonction^    I',    (^>.    Il 
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admellent  aussi  des  dérivées  conliiincs  dans  le  même  Intervalle. 
On  peut  ilonc  appliquer  à  l'équalion  dilFérentielle  (Sg)  le  théo- 
rème i;énériil  de  Cauchy  (H,  n"*  ii88,  3'.)1  ),  et  l'on  en  conclut  qu'elle 
admet  une  infinité  d'intéi;rales  continues  dans  le  voisinage  de  la 
valeur  x  =  c.  Soit  iv(x)  une  de  ces  intégrales,  et  soit  (Ho,  Çi)  un 
intervalle  comprenant  c  et  assez  petit  pour  que  R(^)  soit  négatif 
et  iv(x)  continue  dans  tout  cet  intervalle  {xo<.  io<  ^  <C  ^i  < -^i  )• 
Considérons  la  fonction  'f\{x)  définie  de  la  manière  suivante  : 
i"  r,  (.r)  =  o,  pour  ^0  = -^  =  50  ; 

2°  ri(x)  =  {x  —  ^o)-i^  —  ^i)-e  ' '■  pour  ;o  =  -2^=  il  ; 

3"    T|(j7)  =  o   pour  ^f^.xSXi. 

On  voit  facilement  que  la  valeur  correspondante  de  o-J  est  du 
signe  de  R(^)  dans  lintervalle  (ço?  ii)?  c'est-à-dire  négative.  La 
condition  de  Legendre  est  donc  nécessaire,  et  l'on  doit  avoir 
R(j:)^o  dans  tout  rinter\alle  (xo,  Xf).  Laissant  de  côté  le  cas 
où  l'équation  ^{x)  =  o  aurait  des  racines  dans  cet  intervalle  ('), 
nous  supposerons  désormais  qu'on  a 

(4')  R(37)>o         |)Our         Tq^x^Xi. 

11  semble  évident,  d'après  la  formule  (^o),  que  la  seconde  varia- 
lion  o-J  est  |)ositive  ou  nulle  pour  toutes  les  formes  possibles  de 
la  (onction  'fi{x)^  lorsque  la  condition  de  Legendre  est  remplie. 
Mais  il  est  à  remarquer  que  la  transformation  effectuée  sur  S-J 
n'est  applicable  que  si  la  fonction  iv(x)  est  continue  dans  l'inter- 
valle {xq,  X,).  11  faut  donc  être  assuré  que  l'équation  différen- 
tielle (Sg)  admet  une  intt'grale  continue  dans  tout  cet  intervalle 
pour  que  la  conclusion  soit  légitime. 

Remarquons  que  l'intégrale  y  (a:)  peut  être  prolongée  dans  un 
inteivalle  (  X,,,  Xq),  Xo  étant  <^X(,,  puis<|ue  K(.în)  n'est  |>as  nul. 


(  '  )  Si    F>(x)    est    nul    dans    tout    l'inlervaile    (x„,  x^),    i>n    lire    de    l'équa- 
lion (89)  H'  =  —  Q,  et  la  seconde  variation  a  pour  expression 


s=j  =  at'  1     \p  —  (y)-f,- 


dx. 


l'onr  «|ue  ô-.l  ail  un  signe  constant,  il  faul  et  il  sultil  que  P  —  Q'  conserve  le 
ni<>me  signe  dans  tout  l'intervalle.  La  remarque  s'applique  par  exemple  au  cas 
où  !>■  «si  de  la  forme  F  =  ay''^-  y.byy';  il  y  a  une  seule  extrémale  j>^-  =  o. 
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Celle  intégrale  peut  da  même  être  prolongée  dans  un  intervalle 
(Xf,  X|),  X,  étant  !>:r|.  Les  fonctions  P,  Q,  R  sont  rotitinues 
et  admettent  des  dérivées  continues  dans  l'intervalle  (  Xq,  X,  ),  et 
l'on  peut  supposer  aussi  liix )  >>  o  dans  cet  intervalle. 

03l2.  Condition  de  Jacobi.  —  L'é(|uation  (  3())  est  nue  équation 
de  Piiccali  ;  on  peut  doui;  la  ramener  à  une  équation  linéaire  du 
second  ordre  (II,  n°iOl2).  Posons  d'abord  Q  +  (v  =  —  K:;;  l'équa- 
tion (  3(>)  est  remplacée  par  une  équation  de  même  forme 

o       1^'  Q'— P 

dont  l'intégrale  générale  est  comme  on  la  vu  (II,  p.  426")  z  =  —f 

u  étant  l'intégrale  générale  de  Téqualion  linéaire  introduite  |)ar 
Jacobi,  qui  n'est  autre  que  l'équation  d'Euler  correspondant  à  la 
fonction  F  =  PM--h  2Q//w'H-  R w'-, 

C  43  )  ^V(u)  =  u" -h   —  «'h —  u  —  o. 

I /intégrale  générale  de  l'équation  (h))  est  donc 

J  oul(,'s  les  intégrales  de  l'équation  de  Jacobi  sont  continues 
dans  l'intervalle  (^t'o,  Xi)  et,  pour  que  l'équation  (-^ç))  admette 
une  intégrale  (v  continue  dans  cet  intervalle,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'équation  (J\-^)  admette  une  intégrale  u{x)  ne  s'annulant  pas  dans 
ce  même  intervalle. 

Cette  condition  est  suffisante  pour  cjue  la  seconde  variation  8-J 
soit  positive  |)Our  toutes  les  formes  possibles  de  la  fonction  'r^{x). 

En  efl'et,  soit  u(x)  une  intégrale  particulière  de  l'équation  de 
Jacobi  ne  s'anniilnnl  pas  pour  .ro^  .a:^^:, .  Prenons  pour  H'i/a:)  la 
fonction  correspoii(l;inie  (  \/\);  l'expression  (4o  )  de  o-J  devient  (') 

(4>)  o2.|  —  a-    I        ■ ■ —  d.r. 


(  '  )  Ce  résultat  s'cxplif|ue  yisùiiicnl  en  oljscrvanl  <|ue  si  iv  csl  une  inlégriile  <ic 
l'équation   ('ig),  on  a  idcnliquciiienl,  a  étant  une  fonction  continue, 

I       (  l'r,  -t-  -i  Qvi'  -H  i{  T,'-  )  dx   -    1      '  lu  T,'  —  sïi  )'  dx. 

'    ''0  *    'il 
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Il  (Si  clair  (juc  o-J  ne  peul  èlrc  négatif;  pour  que  o-.l  fût  nul,  il 
faudrait  qu'où  ail  r/M  —  u'-f\^=o  en  tous  les  points  de  l'inter- 
valle (a^o,  ^i),  ou  yi  =  C/^,  ce  qui  est  impossible  puisque  ''■|(^) 
est  nul  aux  deux  limites  de  l'intervalle,  tandis  c|ue  u(x)  ne  l'est 
pas.  En  déliuitive.  la  seconde  variation  o-.I  est  positive,  pour 
tontes  les  formes  possibles  de  la  fonction  r^(x),  si  l'équation 
de  Jacobi  {  \'.\)  a  une  intégrale  qui  ne  s^ annule  pas  dans  l'in- 
tervalle {xq,  .r,),  les  limites  comprises. 

Cette  condition  peut  se  transfornier  en  appliquant  les  théorèmes 
de  Slurm  sur  les  équalions  linéaires  (II,  p.  4^5)  note).  Soit  Uy  [x) 
une  intégrale  de  l'équation  de  Jacohi  s'annulant  pour  x^x^. 
Cette  intégrale  peul  avoir  d'autres  zéros  dans  Finlervalle  (j7o?  ^i)j 
soit  x'^  la  racine  la  plus  rapprochée  de  x^,  comprise  entre  jcq  6t  X,. 
Nous  poserons  x„=X,,  si  U\{x)  ne  s'annule  pas  entre  Xq  et  X,. 
Cela  posé,  pour  que  l' équation  de  Jacobi  admette  une  inté- 
grale particulière  ne  s'annulant  pas  pour  x^'^x^Xy,  il  faut  et 
il  suffit  qu'on  ait  x^  <C  x[,. 

La  condition  est  nécessaire.  En  effet,  si  l'on  a  x'^^<iXt,  toute 
intégrale  de  l'équalion  (4j)  ^  "ne  racine  com|)iise  entre  X(,  et  J"'^, 
el  cette  racine  est  forcénienl  comprise  entre  x^  et  x,. 

La  condition  est  suffisante  (').  Supposons,  en  effet,  .r,  << -c,,, 
et  soit  x-i  un  noml)re  compris  entre  Xy  el  x\^{^x y<^X2<ix'f^). 
[^'intégrale  U2{x)  cjui  est  nulle  pour  x^=^X2  ne  peut  s'annuler 
entre  x^  et  Xi ,  puisque,  dans  ce  cas,  «,  [x)  devrait  s'annuler  aussi 
entre  x^  et  x'^\  elle  ne  s'annule  pas  non  plus  pour  x:=X(,., 
puisqu'elle  est  distincte  de  m,  (a?).  Nous  laissons  de  coté  le  cas 
où  ;r)  =  x„,  dont  la  discussion  est  un  peu  plus  délicate. 

En  résumé,  lorsque  les  deux  conditions  de  Legendre  et  de 
Jacobi  sont  vérifiées  à  la  fois  :  i"  R(:r)  >o  pour  XQ'y-.t'lxy  ; 
2"  Xx<Cx'^\  la  seconde  variation  o-.l  est  /tositive  pour  toit  tes  les 
formes  possibles  de  la  fonction  r^{x). 

Il  s'ensuit  que  toute  solution  de  l'équalion  linéaire  r{  =  'fT,  doit  annuler  la  pre- 
mière variation  de  l'intégrale  du  premier  membre,  c'est-à-dire  être  une  solution 
de  l'équalion  de  Jacobi;  <o  est  donc  la  dérivée  log;ii-itiimique  d'une  intégrale  de 
cette  équation  {cf.  n°  40"2). 

(  '  )  On  pourrait  aussi  raisonner  par  continuité  sans  supposer  connu  le  théo- 
rème de  Slurm.  Si  la  première  racine  de  m,  (x)  supérieure  à  a7„  est  au  delà 
de  x^,  prenons  une  intégrale  s'annulant  en  un  point  voisin  x^ — h{/i  >  0).  Si  h 
est  assez  petit,  la  première  racine  supérieure  à  x^  sera  aussi  supérieure  à  ar,. 
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On  a  démontré  plus  liaul  f|ue  la  coiidilion  do  Le;j;endrc  était 
une  condition  nécessaire  pour  «pic  o-.l  soil  toiijoins  positif.  11 
nous  reste  à  prouver  que  la  conditiijii  de  Jacobi  esl  aussi  une 
condition  nécessaire.  11  suffit  pour  cela  de  montrer  que  si  l'on 
a  x\<^Xi,  on  peut  trouver  une  fonction  '/-.(x)  de  classe  (II)  dans 
rinlervalle  (.ro,  X|  ),  sannulant  pour  :r  =  .Tq  et  pour  x^=.r^,  et 
lelle  que  l'expiession  (3j  )  correspondanle  soit  néf;alive  (n"  630). 
On  obtient  une  telle  fonclion  par  la  inélhode  de  Davhoux-Erd- 
man.  Appelons  toujours  //,(\r)  une  intégrale  de  réf|uatioii  (  i3  ) 
admettant  les  zéros  Xq  et  .r'^,  et  soit  v{x)  une  autre  intégrale  san- 
nulant  pour  une  valeur  x-^  comprise  entre  x'^  et  .a;,,  (pii  n'est  pas 
un  zéro  de  iti{x).  La  dilïerence  m,  —  v  a  aussi  un  zéro  c  entre  x^ 
et  x\y  Cela  étant,  soit  'r\{x)  une  fonction  continue  définie  de  la  ma- 
nière suivante  :  i"  r, (^)  =  «,  (a^)  \ioyxT  x^^'^x'^c;  2."  r\{x)=^  v{x) 
pour  c'^x'£x2',  3°  -r^ix)  =■  o  pour  X2'$.x'^x^.  Getle  fonction  est 
de  classe  (II),  car  la  dérivée  r^' [x)  est  discontinue  aux  deux 
points  X  =  c,  X  =  x-j. 

Dans  tout  intervalle  (çi,  Ç2)  où  'ri{x)  est  continue,  ainsi  que  sa 
dérivée,  on  a,  d'après  une  intégration  par  parties  facile, 

f     (Hr,2+ v.Qr,//-t-  Rr,'2)^.z-=[r,(0r, -t-Kr,';]^—    /       Rr,W(r,)  cLv, 

et  le  second  membre  se  réduit  au  terme  tout  intégré  lorsque  '/\{x) 
est  une  intégrale  de  l'équation  de  Jacobi.  Appliquons  la  formule 
précédente  à  cliacun  des  intervalles  (.^o,  c),  (c,  x-,),  (x-i,  Xt)  en 
prenant  jjour  r,  (.r)  la  fonction  qui  a  élé  (b'dinie  loiil  à  riieiiro.  Il 
vient  ainsi 

\     r     H' T,2  +  2 Q T,/)'  ^  H  r/î )  dx 

f  =\Ui(x)(qUi-  1'»"',  )|';.^-4-[tMQt^^  Rt'')lr'> 

et,  comme  //,  (c )  =  <'('"),  le  second  membre  se  r<''(luil  à 

\\{c)\u\ic)i>(c  )  —  v'(c)u,(c)]. 
Mais  on  déduit  de  l'écpialion  (  |.'>)  elb'-mrinc  la  rclalion 

u\{T)i'(.r)  —  (''(.r)tii(T)  =  1^77")' 

le  facteur  K  étant  cunslant  et,  par  siiilc,  !  intégrale  delinie  (.{(ij  a 
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le  signe  de  K.  (  )r,  ce  facteur  K  est  égal  à  — Ui(  jr.^)ç' (x2)^{J^-2), 
et  Ion  peut  choisir  arbitrairement  le  signe  de  v'  (x.,)  puisque  ^'(j") 
est  l'une  quelconque  des  intégrales  qui  admettent  x.^  pour  zéro.  La 
variation  seconde  o-J  peut  donc  être  rendue  négative  par  un  choix 
convenable  de  rt{x). 

Ainsi,  les  conditions  de  Legendre  et  de  Jacobi  sont  à  la  fois 
nécessaiies  et  suffisantes  pour  assurer  le  signe  de  la  variation 
seconde  dans  l'intervalle  {xq,  Xi). 

Nous  prendrons  ces  conditions  au  sens5^/"/c^,  et  nous  laisserons 
de  coté  l'étude  du  cas  où  R(a7)  s'annulerait  sans  changer  de  signe 
entre  Xq  et  J7,,  et  du  cas  où  l'on  aurait  x\^^=  x,. 

6)^3.  Interprétation  géométrique.  Foyers  conjugués.  —  Inéqua- 
tion lint'-aire  (  \3)  se  présente  aussi  quand  on  cherche  les  solutions 
de  I  é(pialior)  d  Euler  (6),  infiniment  voisines  de  l'extrémale  con- 
sidérée j' =y(a^).  Si  la  condition  de  Legendre  est  vérifiée,  c'est- 
à-dire  si  F.,'.„[j7,  f{^),  f'{x)]  reste  positif,  entre  ^o  et  a;,,  on 
peut  diviser  tous  les  termes  par  le  coefficient  de  y"  et  l'équation 
d'Euler  prend  la  forme 

(47)  y  =  *(--î",  r.  y); 

la  fonction  <I>  étant  continue  et  admetlant  des  dérivées  partielles 
continues  [d'après  les  hypothèses  faites  sur  F(x,  ^^,y')  au  n"  620J 
lorsque  x  varie  de  Xo  à  a:,,  et  que  les  dillerences  y  —  f{-^)i 
y' — y'(^)  restent  assez  petites  en  valeur  absolue.  Nous  avons  vu 
(n"  461)  que  l'équation  (4;)  admet  alors  une  infinité  de  familles 
d'inlégrales  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire  A,  j^  =  &(j:,  À), 
la  fonction  o{x^  À)  se  réduisant  'df(x)  pour  A  =  o.  De  plus,  cette 
fonction  est  continue  et  a  des  dérivées  partielles  continues  o',.,  c^x, 
'j) , ,  '-s'rï,  lorsque  x  varie  de  Xq  à  ./•,  pourvu  que  |À|  soit  inférieur 
à  un  nombre  positif  assez  pelit  A(,  (  M.  La  dérivée  '•^•,\J-\  o)  satisfait 
à  une  éfpialioii  linéaire  du  second  oidre.   qii  on  oblicnl  en  diffé- 


(')  Nous  avons  raisonné  au  Chapitre  XXIII  (  n°  iGi)  sur  un  syslénie  de  deux 
équations  du  premier  ordre,  mais  il  est  clair  que  les  conclusions  s'clendent  à 
l'équation  (  f\-j  )  qu'on  peut  ramener  a  un  système  de  cette  espèce,  en  posant  y'  =  -. 
Si  la  fonction  F  est  analytiqm^  en  y  et  y',  comme  c'est  le  cas  dans  la  plupart 
des  applirations,  on  peut  prendre  aussi  pour  »(x,  /.)  une  foncliou  analylii]uo 
de  A. 
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reuliant  j)ar  rappoiL  à  A  les  deux  membres  <Je  l'éqiialion  (47)  '^i' 
l'on  a  remplacé  y  par  '-2(^,  a)  et  faisant  ensuite  A  =  o  dans  le 
résuilat.  Cette  équation  linéaire  est  Véquation  aux  variations 
relative  à  la  solution  particulière  y  =  /(x).  En  appliquant  ce 
calcul  à  l'équation  d'Euler(6),  en  supposant  y  remplacé  par  'f  (^,  a), 
on  obtient  pour  l'équalioii  aux  variations 

d^F  d-:>  à'- F      d^-z>  d  [   d'-F    d-^        d-^F     ù'-o   ] 


dy-  ÔK        <fy<^y'  docOX        dxiôyOy'  dX        dy'-  ôxOX] 

Faisons  dans  cette  équation  a  =  o;  elle  devient,  en  posant 
if  ='f>,(^:  o), 

P{x)u(x)-hQ{x)u'{x)  =  —  ](^(x)u(x)  ^  ï{(x)u'{x)\ 

et  nous  retrouvons  ré(juation  {^■> )•  Celte  relation  entre  les  deux 
équations  (<>)  et  (4^)  nous  donne  une  interprétation  i^éomél!i(|ue 
simple  de  la  condition  de  Jacobi. 

(Considérons,  en  effet,  la  famille  d'extrémales  issues  du  point  A 
et  voisines  de  la  première.  Elles  sont  représentées  dans  tout  lin- 
tervalie  (o^oi '^i  ^  par  une  équation  y  =  C2(.r,  à),  où  C3(jr,  a)  satis- 
fait aux  conditions  que  nous  venons  de  rappeler,  et  où  l'on  a  de 
plus  '^{xq,  '/.)  =  /(xn),  '■^',.(xo,  ).)  ^=''k  -i-f  (xo).  Ea  première  de 
ces  relations  montre  (|ue  x  =  Xo  est  une  racine  de  i'éipiatioii 

(48)  9)(x,  oj  =  o; 

or,  les  racines  de  cette  équation  soni  les  abscisses  des  points  d  in- 
tersection de  l'extrémale  j'=y(j?),  qui  correspond  à  la  valeur  "a  =  o 
du  paramètre  avec  l'extrémale  infiniment  voisine  issue  du  point  A, 
c'est-à-dire  des  points  de  contact  de  cette  extrémale  V  avec  la 
courbe  enveloppe  de  celte  tamillf  d'extrémales.  Une  parlie  de 
cette  enveloppe  >e  réduit  au  point  A  lui-même,  [..es  autres  points 
de  contact  sont  appelés  foyers  conjuij^iics  du  point  A.  Comme 
'2\(x,o)  est  précist'UH'nl  une  intégrale  Ui{x)  de  ItMpialion  de 
.lacobi  qui  s'annul».-  pour  j;  =  :ro,  la  racine  immédialement  supé- 
rieure x\^  est  l'abscisse  du  premiei-  foyer  conjugué  A'  de  A  à  dioile 
de  ce  point,  et  la  condition  de  Jacobi  exprime  (pie  l'extrrniili'  W 
de  Varc  d^ extrémale  AB  doit  être  située  entre  le  point  A  et 
le  premier  foyer  eonjugué  à  droite. 
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Il  y  a  réciprocité  entre  les  foyers  conjugués,  puiscjue  les 
abscisses  de  ces  points  sont  les  racines  d  une  même  intégrale  de 
IV'fuialion  aux  xanations. 

b3i.  Exemples.  —  Reprenons  les  exemples  du  n"  622  où  F  est  de  la 
forme  y^  \/ 1  -^y''-  La  condition  de  Legendre  pour  le  minimum  est 
toujours  satisfaite.  Si  ^  z=f{x)  est  l'équation  d'un  arc  d'extrémaie  passant 

par  les  deux   points  A   et   B  d'abscisses  Xq,  X\^  y  =='/./( '^  j  est  aussi  une 

fonction  extrémale.  quelle  que  soit  la  constante  /..  On  aura  donc  une  solu- 
tion de  l'équation  aux  variations  (n"  462)  en  prenant  la  dérivée  par  rapport 
à  X  de  cette  intégrale  (*),  et  posant  ensuite  X  =  i  dans  celte  dérivée,  ce 
qui  donne  u=:f{x)  —  x/'(x).  Pour  que  cette  intégrale  ne  s'annule  pas 
entre  les  limites  Xq,  a^i,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ne  puisse  mener  de  l'origine 
aucune  tangente  à  l'arc  d'extrémaie  AB.  Comme  on  peut  prendre  pour 
origine  un  point  quelconque  de  Ox.  on  en  conclut  que  la  condition  de 
Jacobi  est  satisfaite,  s'il  y  a  sur  l'axe  Ox  des  points  par  lesquels  ne 
passe  aucune  tangente  à  l'arc  d'extrémaie  AB.  Il  en  est  toujours  ainsi, 
d'après  la  forme  de  la  courbe,  si  a  est  négatif,  comme  dans  le  problème 
de  la  bracliistochrone. 

Si  a  >  o,  l'arr  AB  tourne  sa  convexité  vers  Ox,  et  l'on  peut  transformer 
la  condition  comme  il  suit.  Soient  A'  et  B'  les  points  de  rencontre  de  Ot 
avec  les  tangentes  en  A  et  B  à  l'extrémale,  et  T  le  point  de  concours  de 
ces  tangentes.  Si  ce  point  T  est  au-dessus  de  Ox,  il  est  clair,  d'après  le 
sens  de  la  convexité  de  AB,  que  par  un  point  du  segment  AB',  on  ne  peut 


(')  D'une  façon  générale,  si  l'équation  d'Euler  admet  une  transformalion  infini- 
tésimale (II,  n°'  396-397),  de  toute  intégrale /(a;)  on  pourra  déduire  une  inté- 
grale infiniment  voisine,  el  par  suite  une  solution  de  Icquation  aux  variations 
correspondante.  Les  exemples  suivant  se  rattachent  aux  cas  classiques  d'abais- 
sement de  l'ordre  d'une  équation  différentielle. 

1°  F  ne  contient  pas  y;  si  f{x)  est  une  extrémale,  f{x)  -^"k  est  aussi  une 
intégrale  de  Téqualion  d'Euler,  quel  que  soil  \,  et  par  suite  u  =  i  est  une  solu- 
tion de  l'équation  aux  variations.  La  condition  de  Jacobi  est  toujours  satisfaite. 

2°  F  ne  contient  pas  x.  Si  f{x)  est  une  extrémale,  /(ot-hX)  est  aussi  une 
extrémale,  et  par  suite  f'{x)  est  une  solution  de  l'équation  aux  variations.  La 
condition  de  Jacobi  est  vérifiée,  si,  en  aucun  point  de  l'arc  Ali,  la  tangente 
n'est  parallèle  à  Ox. 

ii"  Si  F  est  lioniogéne  en  y  ely\  le  premier  mcnd)re  de  l'éijuation  d'Euler  est 
homogène  en  y,  y',  y",  et  par  suite  toute  intégrale  f{x)  est  solution  de  l'équation 
aux  variations  correspondante.  La  condition  de  .lacohi  est  vérifiée,  si  l'arc 
d'extrémaie  ne  coupe  pas  Ox. 

/(°  Si  F  est  homogène  en  x  et  y,  le  calcul  du  texte  prouve  que  la  condition  de 
Jacobi  est  vérifiée  pour  un  arc  d'extrémaie  AB,  si  la  tangente  en  aucun  point  de 
cette  extrémale  ne  passe  par  l'origine.  Dans  chacun  de  ces  cas,  la  condition 
signalée  est  seulement  suffisante,  mais  non  nécessaire. 


II.    —    SECONOE    VAUJATION.    —    CONDITIONS    l'Ol  R    l-EXTUEML  M .  SqI 

mener  aucune  tangente  à  cet  arc.  Au  contraire,  si  le  point  T  est  au-rlessous 
de  l'axe  des  x,  par  tout  point  du  segment  A'B'  passent  deux  tangentes  à 
l'arc  AI5.  Ayant  pris  pour  origine  un  de  ces  points,  l'éffuation  de  Jacobi 
admet  vine  intégrale  particulière  /(ar)  — xf'{x)  qui  a  deux  zéros  entre  x^ 
et  X\.  Toute  autre  solution  a  donc  au  moins  un  zéro  dans  cet  intervalle. 
En  résumé, /?OMr  que  ta  condition  de  Jacobi  soit  satisfaite^  il  faut  et  il 
suffit  que  les  tangentes  à  l'arc  d'exlrémale  aux  points  A  et  B  se  coupent 
au-dessus  de  Ox.  C'est  la  généralisation  d'une  propriété  bien  connue  de 
la  chaînette  (Lindelof-Moigno,  Calcul  des  variations).  Cette  condition 
est  toujours  satisfaite  si  les  deux  points  A  et  B  sont  situés  du  même  oùlé 
par  rapport  au  point  le  plus  bas  de  l'extrémale. 

L'interprétation   géométrique  du  numéro  précédent  permet  aisément  de 

conlirmer  ce  résultat.  Dans  le  cas  où  F  est  de  la  forme  y^  \/ \  -+-y"-,  on  a 
vu  (  n°  622)  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  d'Euler  est  de  la   forme 

a  et  ^  étant  deux  constantes  arbitraires.  On  obtient  une  famille  d'extré- 
males  à  un  paramètre  en  établissant  une  relation  entre  a  et  p.  I^es  coor- 
données d'un  point  commun  à  deux  courbes  infiniment  voisines  de  la 
famille  vérifient  aussi  l'équation 


=  y  ['''^zn 


doij' 


d'où  l'on  lire  ^  — x  ^^  -v- »  ce  qui   prouve  que  les  tangentes  à  une  extré- 
y  dot. 

maie  aux  |)oints  de  rencontre  avec  une  extrcmale  infiniment  voisine  de  la 

même  famille  rencontrent  l'axe  Ox  en   un   même   point  d'abscisse f- • 

d% 

En  pari  iculicr,  si  la  famille  d'cxtrêmalcs  est  formét;  par  les  cxtrémales  issues 

d'un  point  A,  on  en  conclut  que  les  tangentes  à  une  extrémalc  en  deux 

foyers  conjugués  concourent  en  un  point  de  Ox  (Bolza). 

Si  a  ■<  o,  par  un  point  T  de  Oa?  on  ne  peut  mener  plus  d'une  tangente  à 
un  arc  d'i;xtréiuale  situé  tout  entier  au-dessus  de  Ox  :  W  n'y  a  donc 
jamais  sur  cet  arc  deux  foyers  conjugués,  et  la  condition  de  Jacobi  est 
toujours  satisfaite. 

Si  a  >  o,  les  cxtrémales  lournenl  Jeni-  convexité  vers  Ox  et  d'un  point 
di;  cet  axe,  on  peut  mener  deux  tangentes  et  deux  seulement  à  une  extré- 
male  quelconque.  Les  points  de  cette  cxirêmale  sont  donc  «leux  à  deux 
conjugués,  deux  loyers  conjugues  étant  toujours  séparés  par  le  point  le 
plus  bas  de  l'extrémale.  Il  est  clair  aussi,  d'a|)rés  la  convexité  de  la  courbe 
que,  si  les  tangentes  en  A  et  B  se  coupent  au-dessus  de  Ox,  le  foyer 
conjugué  de  A  n'est  i)as  sur  l'arc  AB,  tandis  qu'il  est  sur  cet  arc  si  les 
tangentes  se  coupent  au-des'^ous  de  Ox.  Lorsqu'il  passe  deux  cxtrémales 
par  deux  points  A  et  lî,  l'une  d'cdies  tou(-lie  l'enveloppe  des  extrémalo 
issues  de  A  entre  les  points  A  et  B,  tandis  (|uc  l'autre   touclie  cette  enve- 
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loppe,  soit  an  delà  du  point  B,  soit  en  deçà  du  point  A.  I.a  condition  de 
Jacobi  n'est  vérifiée  que  pour  celle-là.  Par  exemple,  dans  le  cas  de  la 
chaînette  (yî^.  loo),  c'est  l'arc  de  cliainelte  hoinothétique  de  l'arc  terminé 
en  M  qui  satisfait  à   la  condition  de  Jacobi. 

63o.  Insuffisance  des  conditions  précédentes.  —  I^es  conditions 
de  Legendre  et  de  Jacohi  ne  suffisent  pas  pour  assurer  !<■  niiniimmi 
de  l'intégrale  J.  En  elFet,  nous  navons  coni|)aré  la  valeur  de  l'in- 
tégrale qui  correspond  à  la  fonction  j^  =  /( a;)  qu'aux  valeurs  de 
la  même  intégrale  correspondant  aux  fonctions  d'une  famille 

dépendant  dun  seul  paramètre  arhilraire,  tandis  que,  dans  le  pro- 
blème tel  qu'il  a  été  posé  (n"  620)  on  doit  comparer  la  valeur  de  J 
pour  y=if[x)  à  la  valeur  de  J  pour  lensemble  des  fonctions  de 
la  forme  j)^  =/(:r)  +  to(.r),  co(x)  étant  une  fonction  quelconque 
de  la  classe  (I),  assujettie  seulement  à  vérifier  les  conditions  (i). 
La  seule  conclusion  qu'on  puisse  déduire  de  félude  (pu  piécède 
est  la  suivante.  Soit  (o(x)  une  fon(;lion  quelconque  de  classe  (IV 
vérifiant  les  conditions  (i).  L'équation 

représente  un  faisceau  de  courbes  F  qui  restent  dans  la  région  c'He 
(|uand  on  fait  varier  a  de  o  à  i .  Pour  a  =  o,  on  a  la  courhe  T^  qui 
a  pour  é(|uati()n  y  =zj\x)^  et  j)0ur  a  ^  i  la  courbe  Fi  <[iii  a  pour 
équation  jK  =/(-^) -|- t^(^)-  La  valeur  J  (a)  de  linlégralc  J  corres- 
pondant à  la  fonction  J{x)  -^  y.ti)(x)  est  une  fonclion  de  a  qui 
commence  par  croître  lors(pi'on  fait  varier  a  à  j^arlir  de  zéro,  mais 
rien  ne  permet  d'aflirmer  que  celle  fonction  J(a)  va  constammonl 
en  croissant  lorsque  a  cioU  de  o  à  i,  aussi  petit  (pie  soit  le 
nombre  c  qui  définit  la  région  ,'Rç. 

Voici  iiu  exemple  ([ui  montre  bi(;ii  nclli'nuMit  rinsiiClisaiice  dos  condi- 
tions oJ  =  o,  o'-J  >o  pour  assuiei'  le  minimum.  Soit  V  ::=  y'^  ^  y"'^  ;  pre- 
nons a^o  =:  j'o  =  o,  j^i  =  I ,  j'i  =  o.  Les  courbes  extrémales  sont  des  droites, 
et  la  fonclion  extrémale  répondant  aux  conditions  aux  limites  est  f{x)  =  o. 
On  [)cnl  voir  dircîclement  fpio  la  seconde  variation  est  positive,  car  on  a 
dans  ce  cas 

0- J  =  a-    /      ». r/2  dx; 
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pour  qu'on  eût  o-J  =  o,  il  faudiait  avoir  ri'(a:)  =  o,  et  par  siiile  r,(x)  =  o. 
Pour  la  fonction/(j7)  =  o,  on  a  J  =  o,  et  nous  allons  montrer  qu'on  peut 
trouver  une  fonction  t<}(.r)  de  classe  (I),  satisfaisant  aux  conditions 

O)  (  o  )  =  10  (  I  j  =  o,  I  O)  (  X  )  I  <<  î 

pour  o  <  X  •<  I,  cl  telle  que  rintL';,^ralc 

,  1 


J, 


O)'-  -i-  oj'3  j  dx 


ait  une  valeur  négative.  Soit,  en  effet,  a:  une  constante  positive  inférieure 
à  un.  La  fonction  ui(x,  x)  définie  de  la  manière  suivante  :  i"  u»(ar,  a)  =  ax 


;   •>"  lùix,  x)=  id  —  X)  — ; —(i  —  X)-   pour 


pour    0^37  <  I 

I -^37:^1  est  de  classe  i\)  dans  rintervalle  (o,  i  ).  L'équation 


y  =  <o(.r,  a) 

représente  une  courbe  Al'B   furmce  d'un   segment  de  droite  AI'  issue  de 
l'origine  et  d'un  arc  de  parabole  l'B  tangent  à  celle  droite  en  Pet  tangent 

Flg.     102. 


en  B  à  la  droite  de  coeflicient  angulaire  — 2;  celle  fonction  (o(.r,  a)  est 
continue  et  tend  vers  zéro  avec  a,  mais  sa  dérivée  w'j.f.r,  a)  est  discontinue 


po 


ur   37  =  1,    a  ==  o.    L'intégrale    J(a)=:    /     (m- -^  m'^)  dx    e-t     inliniment 


petite  avec  a,  mais,  à  cause  de  la  disconl  innilé  de  ii)'j.{x,  a),  on  n'a  plus  le 
droit  d'appliquer  la  formule  de  dilférentialion  habituelle  et,  par  suite,  on 
ne  peut  pas  affirmer  que  J'('o)=().  Nous  allons  vérifier  au  contraire 
que  J(a;  est  un  inlininirui   petit  dti  ftieinier  ordre.  1* Une  pari,  l'inlcgralc 

le  long  de  A  F'  est  un  iiilininirni  imiIi  iIu  second  01  die  (7--+-  ot')  (  1 ). 

Quant  à  I  intégrale  le  long  de  l'Iî,  ou  peut  I  «ci  irr,  <;n  jiosant  ./  =  1 c, 


\(oL -^ ■,)z -  'I''; <h 


G.,  in. 
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'}.  y.  'i. 

et   la   partie   principale  est — •  On  a   donc  J'(o)  =  —  ->  et  J(3t)  a  une 

valeur  négative  pour  des  valeurs  de  a  voisines  de  zéro.  Cet  exemple  'nontre 
bien  la  nécessite  de  considérer  des  variations  d'une  forme  plus  générale 
que  celles  qui  ont  été  envisagées  jusqu'ici  ('). 

Remarque.  —  Dans  queKiues  cas  simples,  les  conditions  de  Legendre 
et  de  Jacobi  sont  suffisantes  pour  assurer  l'extrcmum.  Supposons,  par 
exemple,  Y  ^=  ay- -r  ihyy -^  cy'^\  l'équation  d'Euler  est  alors  linéaire 
en  7'.  y\  v', 

(49)  c{x)y"^c'y'^{h' —  a)y  =  o 

et  l'équation  de  Jaeobi,  qui  est  indépendante  de  l'extrémale  considérée  f{x), 
est  identique  à  l'équation  précédente.  La  condition  de  Legendre  pour  le 
minimum  sera  vérifiée  si  c(a7)  est  positif  de  a?o  à  a^i.  La  condition  de  Jacobi 
le  sera  aussi  si  l'équation  (49)  admet  une  intégrale  ui^x)  ne  s'annuiant  pas 
dans  cet  intervalle.  Ces  conditions  sont  suffisantes,  car  si  l'on  pose 

y  =f{x)^l.r,K.x), 
on  a  (n"  632), 

J(a)-J(o)=-^       c{x)[^ --^-\   dx, 

expression  essentielleixient  positive,  même  si  la  condition  de  Legendre 
n'est  vérifiée  qu'au  sens  large.  Si  a  =  />  =  o,  c  :=  i ,  on  retrouve  un  résultat 
déjà  établi  directement  (I,  n"  120). 

r^renons  encore  l'exemple  suivant  de   ^L  Weierstrass.  Soit  à  trouver  la 

valeur  minimum  de  l'intégrale  J  =    /        (a:--i- X*)j''2  (/x  prise  le  long  d'une 

Combe  F  de  classe  (I)  joignant  les  deux  points  A  et  B  de  coordontiées 
( — I.  a)  et  (i,  b).  L'équation  d'Euler  admet  l'intégrale  première 

(^--À-)y=G 

et  l'intégrale  générale  est,  en  supposant  X  7^  o, 

j  =  C,-<-  C2  Arc  tangy  . 


(')  Pour  (onstater  l'insuflisance  des  conditions  de  Legendre  et  de  Jacobi,  il 
suffit  de  vérifier  f|Uf  i'inlêi;ralc  /  (  j''- -Hjk'^  )  t/jr,  le  long  de  la  ligne  brisée  AQB, 
a    une   valeur  négative   si    a   est   assez   petit  (  n"  ()30)    Or  cette   intégrale   a    pour 

valeur Le    premier   exeinpie   de  rc    genre   est   dû    à    Sclieder 

(  Hadamaud,  p.  ^i-46). 
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Les  constantes  Ci  et  Go  étant  déterminées  par  les  conditions  aux  limites, 
on  trouve  pour  la  fonction  chercliéey(.r  ), 

X 

.\rc  tangY 
a  -{-  h        h  —  a  °  X 

•^  'i  v.        .  I 

Arc  tan^r 

°A 

On  voit  aisément  que  les  conditions  de  I^egendre  et  de  Jacob!  sont 
vérifiées.  En  effet,  R  =  aCar^n- À2)  et  l'équation  de  Jacobi  admet  l'inté- 
grale u  =  i  (n"  634,  note).  La  fonction  f{x)  donne  donc  un  minimum 
absolu  de  l'intégrale. 

Les  conclusions  sont  tout  à  fait  différentes  si  X  =  o.  L'intégrale  générale 

de  l'équation  d'Euler  est  dans  ce  cas  y  =  — '  -f-  Co  ;  il  n'existe  donc  aucune 

extrémale  de  classe  (I)  joignant  les  deux  points  A  et  B  sauf  dans  le  cas 
banal  oii  l'on  aurait  ^  =  a.   Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  borne  infé- 

rieure  de  l'intégrale  J  =    /        x-y'^dx  est  égale  à  zéro;  si   nous  prenons, 

en  effet,  pour  y  la  fonction  précédente  qui  fournit  le  minimum  quand 
X  n'est  pas  nul,  il  vient 


4(Arc  tang^j    - -i     ^ 


l'intégrale  du  second  membre  est  |)lus  petite  que 


/. 


dx  2   .  I 

=  V  Arc  tang- 


X'-+-K-        X  "X 


On  a  donc  J  <  —>  expression  qui  tend  vers  zéro  avec  A. 

2  Arc  tangy 

D'un  autre  côté,  il  est  évident  que,  quelle  que  soit  la  courbe  F  de 
classe  (I)  joignant  les  deux  points  A  et  B,  la  valeur  de  l'intégrale  J  prise 
suivant  cette  courbe  ne  peut  être  nulle.  Cet  exemple  montre  bien  nette- 
ment comment  il  peut  ariiver  qu'une  intégrale  n'ait  pas  de  valeur  minimum, 
tout  en  étant  bornée  inférieurement,  et  montre  l'insuffisance  du  raisonne- 
ment de  Kiemann  et  des  raisonnements  analogues  {w"  .'il2). 

6IÎ6.  Condition  de  "Weierstrass.  La  fonction  \\.  —  l'ne  iioiivclle 
condition  nécessaire  pour  rexlremiim  a  été  obtenue  par  Weiei- 
strass  en  comparant  la  valeur  de  l'int('}^rale  prise  suivant  l'arc 
d'exlréinah;  AU  à  l'inlf'^ralc  prise  le  long  d'un  clietnin  inlîniinent 
voisin,    mais   cou|).iiil    I  ;iir    AI)    sou-^    un    ;inj;lc    tlillt'rciil    de    zéro. 
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Conservons  les  mêmes  nolalions  el  les  mêmes  hypollièses  que  dans 
les  paragraphes  précédents.  Prenons  un  point  P  de  l'arc  AB,  de 
coordonnées  (j".,,  y^  ),  et  soit  y  =/»  (x)  l'écjuation  d'une  courbe  C| 
passant  au  point  P,  la  l'onction  y",  étant  continue  et  admeltant  des 
dérivées  du  premier  et  du  deuxième  ordre  continues  dans  l'inler- 

l'ig.   io3. 


valle  (.r^ — A',  Xo+A);  soit  Q  un  point  de  C,  dabscisse  x-2 — h, 
h  étant  un  nombre  positif  inférieur  à  ^(^0  <  -^2  —  ^i  <i  •X^2<i  •^'\  )• 
Posons 

(-)(  X,  h)  =  (x  —  Xo)  - — ^ ■        -, 

x^  —  Il  —  a~o 

et  considérons  l'arc  de  courbe  ÂQ  {fi^-   io3)  qui  a  pour  équation 

y  —  J\x) -^  ii}{x^  h),         .r-oia-Sa^a — h. 

I^orsquc  h  tend  vers  zéro,  il  est  clair  que  la  ligne  AQ  a  pour  limite 

l'arc  AP,  et  l'intégrale    /      F(j",j^,  y')dx  est  une  fonction  de  h. 

•    (AU) 

I(/i),  dont  la  dérivée  a  pour  expression,  pour  //  =  o, 

I'(")  =  \y',  -f\  (•^2)]F;.(a:2,  y.,  y',  )  -  F{x,,  y,,  y',^, 

d  après  la  fonmiU;  génériile  (18)  (n"  6!2o),  car  Tare  AP  est  un  arc 
d'extrémalc  et  les  coordonnées  de  l'extrémité  variable  Q  sont 


d Où  l'on   tire 


x  =  x.î—h.         y=./i(xi  —  h), 
ox  --  —  0//,         8y  —  — /',  (  J-o  )  o/j  ; 


y'.^  représente  le  coeflicicnt  angulaire  de  la  tangente  en  I'  à  l'extré- 
male  AP.  Soit  de  même  \\(li)  l'intégrale  prise  le  long  de  l'arc  QP 


=    f    '  V[x,f,(x),f\{x)]dx 
•^.1-,-// 
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la  dérivée  I,(o)  est  évidemment  F[j"2,  y.y-,  /,'-^i)]  ^^^  P^*'  suite, 

en    désignant   par  «.!(//)    l'intégrale    /       ¥(x,  ^\  y')  f/x,   on  peut 

•  '  \i,»i>. 
écrire 

/>2  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  C,.  Le 
second  membre  de  cette  formule  est  une  fonction  des  quatre 
variables  Xjy,y',  />,  qui  joue  un  rôle  essentiel  dans  la  théorie  de 
Weierstrass;  on  la  représente  par  la  lettre  E, 

(5o)  E(x,y;y,p}  =  ¥{x,y,  p)  —  V(x,  y,  y' )  —  ( p  —  y' )¥'y( x,  y,  y') 

et  la  formule  [irécédènte  peut  s'écrire 

^5i)  {^^j^  =  'E{x..y.i:y'^,p.y). 

De  cette  relation  on  déduit  aisément  une  nouvelle  condition 
nécessaire  pour  le  minimum;  nous  l'appellerons  la  condition  de 
Weierstrass.  Pour  que  la  courbe  considérée  AB  rende  r inté- 
grale .ï  nii/t//n/tm.  il  est  nécessaire  que  la  fonction 

E[x,f{x):,f{xK  p\ 

ne  soit  négative  pour  aucune  valeur  finie  de  />,  lorsque  x  varie 
de  x„  à  X,.  Nous  exprimerons  cette  condition  d'une  façon  abrégée 
en  disantque  la  fonction  ]1{.T,  y',  y' ■,  p)  ne  peut  devenir  négative 
en  aucun  point  de  l'arc  \l>,  |iour  une  valeur  finie  de  p. 

En  effet,  supposons  que,  |)Our  un  point  l^  de  l'arc  AB,  de  coor- 
flonnées  ( x-,,  Xs)?  et  pour  une  valeur  finie  /n  de />,  on  ait 

\i{x.,,  y 2  ;  y'.,,  m  )  <  o. 
Prenons  pour  la  courbe  G,  la  courbe  avant  pour  équation 

y  =  fi  .r  )  -f-  (  ///  —  r  j  )  (  X  —  .r,  I. 

qui  est  tangente  au  point  1'  à  la  droite  de  coefficient  angulaire  ///. 
La  fonction  .!(//)  considi'-n-o  tout  à  l'Iieurc  (|(ii  (■orres|)Oiid  à 
cette  forme  de  la  fonr^tion  y,  (./)  a  sa  dérivée  négative  pour  //  =  o. 
On  [)eut  donc  trouver  un  nombre  positif  /  siiflisamnient  petit 
pour    qu'on    ail   J(  l)  <^.]{o)    et,     par    coiisécpienl,    on    aura    un 
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chemin  \QPB  {fig-  io3)  tel  que  la  somme  des  intégrales 

/      ¥{x,y,y)dx-^   f    F{x,y,y)ffx-h   1      F(x,y.y)dx 

soit  inférieure  à  la  valeur  de  liulégrale  J  le  long  de  l'arc  AB  de  la 
courbe  exlréniale.  Cela  suffit,  comme  on  l'a  fait  remarquer  (n°  630), 
pour  prouver  que  la  courbe  AB  ne  donne  pas  un  minimum  de 
l'intégrale  J,  même  si  l'on  ne  considère  que  des  courbes  de  classe  (I) 
joignant  les  deux  points  A  el  B  et  infiniment  voisines  de  l'arc  AB. 
Nous  pouvons  donc  ajouter  aux  condilions  déjà  obtenues  la 
condition  suivante  :  on  doit  avoir 


(52) 


E(a7,  j';  y,/>)^o, 


pour  toute  valeur  finie  de  p,  tout  le  long  de  L'arc  AB. 

Le  signe  de  l'inégalité  devra  être  changé  pour  le  maximum. 

Remarque.  —  On  a,  d'après  la  formule  de  Tajior, 

(53)  E{x,y-y,p)=  ^^~.(^'  F".v4^,J,y-+-e(^-y)),         o<0<i, 

et  il  est  clair,  d'après  cela,  que  la  condition  de  Weierstrass  est  cer- 
tainement vérifiée  si  la  dérivée  seconde  F^..(jc,  )',  u)  n'est  jamais 
négative  pour  un  point  quelconque  de  l'arc  AB  et  pour  toute 
valeur  finie  de  u.  Mais  celte  dernière  condition  n'est  pas  néces- 
saire pour  (pie  la  condition  (;>2)  soit  satisfaite. 

On  peut  remarquer  que  la  condition  de  Weierstrass  donne  la 
condition  de  Legendre  comme  cas  particulier.  En  effet,  le  rapport 

■xEix,  y;  y',  p)  .•     •        i.       .     ■    ,•  i     .—    \    i-"-   /  i\ 

— ,         ,J        a  pour  limite,  d  aptes  la  iorinule  {j2),  V  y^.{x,  y,  y  ) 

yy       p  ) 

lorsque  /;  tend  vers  y' .  Si  la  condition  (Ô3)  est  vérifiée  pour 
toute  valeur  finie  de  /;,  on  a  donc  aussi  F^, ^o  tout  le  long  de 
l'arc  AB. 


r^our  F  z=  y'-  -\-  y^^  el  pour  lexlrémale  particulière  ^  =  o,  on  a 
E=  p"-  ^p^  =  p'^i  p  -^  I  ), 

el    si    l'on    i)rencl  />  =  — '2,    E   esl   négatif,    ce    qui   est   bien    conforme    au 
résultat  obtenu  directement  (n°  633). 

La  condition  de  Weierstrass  esl  ellc-iuéme  insuflisante  pour  assurer  le 
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minimum,  comme  le  montre  l'exemple  suivant  de  M.  Bolza.  Soit 

F  —  ay''^  —  4  byy'^  -^  ibxy"*^ 

a  tl  b  étant  des  constantes  positives.  L'équation  d'Kuler  correspondante  est 

y"{i ri  —  ^4  byy'  -i-  i^b xy'^  )  =  o, 

et  les  lignes  droites  sont  des  courbes  cxtrémales.  Considérons  les  deux 
points  .Vf 0,0)  et  B  (  I  ,0);  la  ligne  droite  >/  =  o  qui  joint  ces  tieux  points 
est  une  courbe  cxlrémale,  pour  laquelle  les  conditions  de  Legendre  et  de 
Jacob!  sont  satisfaites.  Il  en  est  de  même  de  la  condition  de  Weierstrass, 
car  la  fonction  E(x,  y;  y\  /?),  qui  a  pour  expression 

^(^^y;y^P)  =  (y—p)'[('-  —  ^byy'-i-6bxy'-^-{-^b{Ty'—y)p^i.bTp'^], 

se  réduit  à  p-(  a  -h  nbxp-)  pour  ^^=0,  et  reste  positive  quand  x  varie 
de  o  à  I.  Cependant  cette  droite  ne  donne  pas  un  minimum  de  J.  En  effet, 
si  l'on  prend  l'intégrale  le  long  d'une  ligne  brisée  APB,  les  coordonnées 
du  point  P  étant  deux  nombres  positifs  h  et  k,  on  voit  aisément  qu'on 
peut  prendre  pour  h  un  nombre  positif  assez  petit  pour  que  la  valeur  de 
l'intégrale  le  long  de  la  ligne  brisée  soit  négative,  aussi  petit  que  soit  k. 
On  en  conclut  que  la  droite  AB  ne  peut  fournir  un  minimum  (n^firjO). 

Soit  encore  F  =  ;- ;  les  extrémales  sont  des  droites  et  la  fonction 

I  H-y2' 

i,ix,y,y,p)-  ^,^^,^(,^y,^, 

On  voit  que  E  peut  changer  de  signe  lorsque/)  varie,  à  moins  que  y'  ne 
soit  nul  tout  le  long  de  l'extrémale,  qui  est  alors  un  segment  de  droite 
parallèle  àOx.  Il  est  évident  que  cette  extrémale  fournit  un  maximum 
|)Our  l'intégrale;  toute  autre  extrémale  ne  peut  fournir  ni  maximum,  ni 
minimum. 

Quand  on  multiplie  F{x,y,y')  par  une  fonction  g{x,y),  la  fonc- 
tion i*^(x,  y; y',  p)  est  multipliée  par  le  même  facteur.  Si  donc  E  peut 
changer  de  signe  pour  un  système  de  valeurs  données  de  x,  y,  y',  il 
en  sera  de   même  d(!   la   fonction   obtenue    en    multipliant  par    fi-  à   moins 

que  g(x,y)  ne  soit  mil   en   ce   point.  Par  exemple,  si  l'on  a  F  = ^—7^ 

les  seules  extrémales  qui  puissent  satisfaire  à  la  condition  de  Weieistrass 
sont  des  parallèles  à  Ox,  ou  des  courbes  qui  vérifient  l'équation  ^  =  o. 
Dans  le  cas  particulier  où  fi(x,y)=:x,  la  région  Si.  étant  la  portion  du 
plan  à  droite  de  Oy,  il  est  évident  que  tout  segment  de  |)arallèle  à  Ox 
donne  pour  l'intégrale  une  valeur  plus  grande  que  toute  autre  courbe  de 
classe  (I)  ayant  les  mêmes  extrémités,  (^e  sont  les  seules  extrémales  qui 
puissent  vérifier  la  condition  de  Weierstrass  et,  par  conséiiiicnl ,  les  seules 
qui  fournissent  un  exlremum. 
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(i'M.  Théorie  de  Clebsch.  —  La  méthode  de  Jncolji  a  tié  t-ti-iuliio  par 
Clebscli  au  cas  d'ini  nomhre  quelconque  de  fonctions  inconnues.  \ous 
indiquerons  rapidement  la  suite  des  raisonnements  pour  n  =  2,  en  insis- 
tant surtout  sur  les  diiTérences  qui  distinguent  ce  cas  du   cas  déjà  traité. 

Soient^  ^=/(x),  z  =  o(.r)  les  équations  d'une  extrémale  F  pour  linté- 

grale  délinie  J  =    /       F ( x,  y,  z,  y',  z' )  dx:  /{  x)  el  c|.(5')  sont  des  fonctions 

de  classe  (I  )  dans  un  intervalle  (Xq,  X,  )  qui  comprend  l'intervalle  {xq,  ar,  ). 
Soient  T,(j?),  ^(j'jdeux  fonctions  de  cette  classe  dans  le  même  intervalle, 
s'annulani  pour  x  =  x^),  x  =  arj.  En  remplaçant   )'  et  z  par 

/(x) -\- OLr,(x),     z(x)-'.-x^x) 

respectivement  sous  le  signe  d'intégration,  J  devient  une  fonction  J(a) 
dont  la  première  variation  est  nulle  pour  toutes  les  formes  possibles  de  r,,  Z, 
de  la  classe  considérée,  tandis  que  la  variation  seconde  a  pour  expression 


(54) 


l    52 J  =^-    f      G(r,,  r,r/,  r)rf.r 


GCi^l.  ^,  f,',  w'j  étant  une  forme  quadratique  en  r,,  "Z,  r/,  ^'  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  de  x  qu'on  obtient  en  remplaçant,  dans  les  déri- 
vées secondes  de  F,  y,  -S,  .r',  -z'  pary(.r),  o(x),  f'(x).  o'{x).  En  généra- 
lisant l'artifice  de  Legendrc,  nous  pouvons  écrire  o-J  d'une  infinité  de 
façons  sous  la  même  forme 

(55)  3U=:a-^   f    '[G(-^i,  ^   ^'-  ri-ft^-Cl,  r,  r/,  •::)\dx, 

•'"a 

en  ajoutant  à  (i   une  autre   forme   :^  =  -y-  (A"^,'-  -^  2  ir»  -^  v^^^  où  )..  <x.  v 

ax  '      '  ' 

sont  des  fonctions  quelconques  de  classe  (])  dans  l'intervalle  (Xo,  Xi). 
Nous  chercherons  à  déterminer  ces  fonctions  >>,  ;x,  v,  de  façon  que  la  nou- 
velle forme  quadratique  G  -1-  ^  se  réduise  à  une  somme  de  deux  carrés  de 
fonctions  linéaires  de  tj,  ^,  y/,  !^',  multipliés  par  des  facteurs  ne  dépendant 
que  de  X.  Nous  supposerons  B*  —  AG  ji^o;  comme  g"  ne  renferme  pas  de 
termes  en  r/-,  r/Ç',  ^'2^  on  devra  avoir,  en  remplaçant  les  lettres  r,  et  ^  par 
les  lettres  u  et  f  respectivement,  une  identité  de  la  foimc 

I   G(  »,  v,  II',  v'j-hfi'iu,  v,  II',  r' ) 

(  jG  )    J  =  \{U  />  1  «  7  1  l'  )2  -i-  2  li  (  u'  —  Pli/  l/iV  )  i  (•'  —  f).,  u  —  t/i  V  ) 

{  -f-C((''— /?2"  —  72^')-) 

Pt'  '/i'/'2,  ^2.  «'tant  des  fuiictions  do  .r.  D'après  la  théorie  générale  des 
formes    quadratiques,    pour   (|ue    G -r- A'    puisse    être    décomposée    comme 
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lindique  la  formule  (  jC»),  il  faut  et  il  suffit  que  les  quatre  relations 


=  o, 


)  ou  Ov 

I     T-^—    =  O,  ; =  O 

;  du  "l 

soient    vt-rifiées    identiquement    quand    on    v    remplace    u'    et    t'    par   les 
expressions 

''58  1  n' =  piit -^  (/ii\         (■'  = /72  "  — '/■>''. 

Si  l'on  regarde  u  et  p  comme  des  fonctions  inconnues,  on  peut  dire 
encore  que  les  équations  (J7)  doivent  admettre  toutes  les  solutions  du 
système  (58)  et,  comme  ces  équations  sont  linéaires,  il  faut  et  il  suffit 
qu'elles  admettent  pour  intégrales^  deux  systèmes  particuliers  distincts 
d'intégrales  des  équations  (58).  •; 

On  peut  évidemment  remplacer  le  système  (57)  par  le  système  équi- 
\  aient 

=  o,  ; =;  o, 


du 
(  5-  /  { 

oG        _^/j^'\_  ^ 'L(  —  \- 

car,  d'après  sa  définition  même,  la  forme  auxiliaire  g  vérifie  les  deux  con- 

...         <)g  d  l  dg\  ()g  d  ( dg\ 

ditions  -^ 7-  (  -^     =0,-2.  — .  — —  (  _2-     =  o.  Les  deux  dernières  equa- 

Ou        dx  \  ()u  /  c/c         dx  \  ov  I 

lion»  du  nouveau  système  (5-/  sont  deux  équations  linéaires  du  second 
ordre,  qu'on  ohlieiidrail  encore  en  cliercliant  les  extrémales  infiniment 
voisines  de  l'extrémale  considérée.  Supposons,  en  effet,  que  les  fonc- 
tions j' =/(a7,  <),  z  =  o{x^  t)  forment  un  système  d'intégrales  des  équa- 
tions (9)  du  n"  623,  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire  /,  et  se  réduisant 
îi  f(x)  et  o(x)  respectivement  pour  /  =  o,  les  fonctions  f\{x,  o),  ^\{x^  o) 
vérifient  deux  équations  linéaires  qui  se  déduisent  des  équations  (9)  par 
la  méthode  générale  du  n"  4-62.  En  effectuant  les  calculs,  on  vérifie  immé- 
diatement que  ces  deux  équations  aux  \ariations  sont  identiques  aux  deux 
dernières  équations  (5-)'. 

Les  coefficients  ^1,  «yi.  pi,  «y.,  soni  donc  ilétermims  par  les  relations 

(    a',  =p,«,-Hr/,c,.  t>',  =/^., //,-+-  y,  r,, 

I     n,—  PiU2->-  rjiV...  l'i  =  P2"î-~  'Ji^'l, 

(«1,  f,  ),  (  Ui,  V.,)  étant  deux  s\«tèmes  parliruliers  d'intégrales  des  équa- 
tions aux  variations 

()G         d    /  <jG\  hG         d    /âG\ 

dl/  d.r  \  <///  ÔK-  dr  \  r)v  I 

Ayant   clioisi  p^,  i/^.  p-,,  (p,   di*   relie   faton.  pour  ili'Iermiiiei    les   coeffi- 


oit\        au  y 
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cienls  X,  |jl,  v  tie  la  forme  g-,  il  reste  à  écrire  que  les  deux  systèmes  de 
solutions  («i,  i'i)  et  («,•  ^^2)  vérifient  les  quatre  relations 


(61) 


G,-,  ffi  désignant  les  formes  G  et  ^  où  l'on  a  affecté  les  lettres  «  et  v  de 
l'indice  /.  On  a  ainsi  quatre  équations  linéaires  pour  déterminer  ).,  [Ji,  v, 
et  par  suite  une  condition  de  possibilité  doit  être  vérifiée.  Cette  condition, 

qu'il  est  aisé  d'obtenir  en  développant -—i  ,  -^  j   •••>  prend  la  forme 
'  '^^         ou\     ih'\ 

_    ,  dGx  dGi  dG-i  <)G. 

(62)  «2    — r   -f-  To   ■ Wi    — ; Il    -—7-    =  o. 

C)ll\  C)l',  C«2  '^"•2 

On  obtiendra  donc  toutes  les  identités  de  la  forme  (56),  en  prenant 
deux  systèmes  particuliers  d'intégrales  (/<i,  t'i),  («2,  v-i)  des  équations 
aux  variations  (60),  satisfaisant  à  la  condition  (6'2),  et  tels  que 

D(3")  =   Ui  To    —  »2^'l 

ne  soit  pas  identiquement  nul,  puis  en  déterminant  pi,  </i,  p>,  q-i  par 
les  relations  (^g). 

il  est  inutile  de  s'occuper  du  calcul  de  X,  iji,  v,  car  ils  disparaissent  du 
résultat  final. 

Deux  systèmes  d'intégrales  («i,  Pj),  («2.  ^i)  satisfaisant  à  la  condi- 
tion (6a)  sont  dits  associés.  Il  existe  une  infinité  de  systèmes  associés.  On 
tire,  en  effet,  des  équations  (60) 


dGi          ,   oGi 

«0 h   U',     —r- 

âui          ^  ôu\ 

dx^ 

1       dGs\ 
"2  T-r    ' 

dG 

et,  par  suite, 

'-  "^  ~  dx\^  dv'J 


d   \       ^G^  dG.)  àGi  ôGi  .   ôGi  ,   ()G, 

dx  (       au  i  c>p,  \  c>j/i  dt'i  OM,  dt». 

Le  second  membre  ne  changeant  pas  quand  on  permute  les  indices  i  et  i, 
d'après  les  propriétés  des  formes  quadratiques,  on  a  donc 

d  \       ùGi  c)G,  >)G,  dG^i 

-7—  {  "ï  -: — r  -+-  ^'i  — r  —  "1  — r  —  ''1  r  ;  =  o, 

dx  {    ^  du\  ^  di-\  du',  '   Oi'.,  \         ' 

d'où  l'on  lire  immédiatement  une  intégrale  première  du  système  (60). 
Pour  avoir  deux  systèmes  associés,  il  suffira  donc  de  prendre  les  valeurs 
initiales  des  intégrales  aj,  i»,,  u^,  v^  et  de  leurs  dérivées  premières,  de 
façon  que   la  relatiou  (62)  soit  vérifiée  |)Our  une  valeur  particulière  de  x. 


II.    —    SECONDE    VARIATION.    —    CONDITIONS    POUR    LEXTREMLM.  6o'i 

On  salisfîiii  à  celle  condilion  de  la  façon  la  plus  simple  en  prenanl  deux 
systèmes  distincts  d'intégrales  («|,  Vi),  (m»,  v^),  qui  soient  toutes  nulles 
pour  une  valeur  particulière  c  de  la  variable.  Le  déterminant 

D<-(  X  )  =:  11^  i-.,  —  i)  Ui 

ne  peut  être  identiquement  nul  quels  que  soient  ces  deux  systèmes,  car  la 
dérivée  seconde  h"c(T)  est  égale  à  ■>.(u\v'j — f'i"'î)  pour  x  —  c,  et  il 
suffira  de  choisir  les  valeurs  initiales  des  dérivées  pour  x  =  c  de  façon 
que  u\  ^"',  —  u'<,v\  ne  soit  pas  nul  pour  celle  valeur  de  x.  Soient  (mj,  Pj), 
{  «2,  tj)  deux  systèmes  associés  de  cette  espèce;  tous  les  autres  systèmes 
associés  formés  d'intégrales  nulles  pour  x  =  c  sont  des  combinaisons 
linéaires  de  ces  deux  systèmes,  et  le  déterminant  Dc(x)  est  le  même,  à  un 
facteur  constant  près,  pour  tous  ces  systèmes.  Il  suit  de  là  que  les  racines 
de  l'équation  Dc( x)  =  o  sont  déterminées  quand  on  se  donne  le  nombre  c 
qui  est  racine  double  de  cette  équation;  lorsque  c  varie  dans  l'inter- 
valle (\ù,  X)).  les  racines  de  Drix)  =  o,  situées  dans  le  même  intervalle, 
varient  aussi  d'une  manière  continue. 

Si  .M  est  le  point  de  l'extrémale  F  d'abscisse  c,  les  point*  de  la  même 
extrémale  dont  les  abscisses  sont  les  autres  racines  de  Dc(^')  =  o  sont  dits 
les  ybrer.v  conjugués  du  point  M. 

L'interprétation  géométrique  est  analogue  à  celle  qui  a  été  donnée 
au  n°  633.  Soient  7  =/(a7,  X,  ij.),  z  =  (d(x,  X,  ,u)  les  intégrales  du  sys- 
tème (9)  qui  prennent  les  valeursy  (c),  «p(  c)  pour  x  =  c,  tandis  que  leurs 
dérivées  ont  les  valeurs  initiales/'(c) -+- X,  o'(c)-r-[>..  Ces  fonctions  sont 
continues  et  admettent  des  dérivées  partielles  continues  lorsque  x  varie 
de  Xo  à  X,,  |)Ourvu  que  |a|  et  |a|  restent  inférieurs  à  une  certaine  limite 
(  n"  iOI  ).  Les  équations  précédentes  représentent  le  faisceau  des  extré- 
males  issues  du  point  M  de  Y  d'abscisse  c.  Ces  extrémales  forment  une 
congruence  et  chaque  extrémale  touche  la  surface  focale  de  cette  con- 
gruence  (II,  n"  436)  en  un  certain  nombre  de  points  dont  les  abscisses  sont 

les  racines  de  l'énuaiion  ^  /.  '   '     =  o.  lin  particulier  l'extrémale  V  touche 
•  D(/.,  |ji) 

la  surface  focale  aux  points  dont  les  abscisses  sont  données  par  l'équation 
'^^»3)  />,(-^'  '^1  oj'f';i.^J-,  O,  o;— /'a(x,  O,  o)'^)(j",  o,  01=0. 

Mais  \/;Sx,  o,  o),  ?p>.(J7,  o,  <))[  et  )f'^ix,  o,  o),  ':f'^(T,  o,  o)\  forment 
deux  svstémes  de  solutions  des  équations  aux  variations,  qui  sont  nulles 
pour  X  =  c.  L'équation  (63)  est  donc  identique  à  l'équalion  I)<.(j-)  =  o,  et 
par  suite  les  foyers  conjugués  du  point  M  sont  les  points  de  contact  de 
l'extrémale  Y  avec  la  surface  foc  a  If  de  la  congruence  formée  par  les 
extrémales  issues  de  M. 

Ces  préliminaires  posés,  les  conditions  de  Legendre  et  de  Jaiidii  *e 
généralisent  de  la  façon  suivante  : 

Pour    que    la    variation    seconde    o'^.l    soit   /lositiic  pour   toutes    tes 
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formes  possibles  des  fonctions  r^(x),  ^(ar),  il  faut  et  il  sufjit  que  la 
forme  quadratique  kz--^  t.^  zt -~- Ct-  soit  définie  et  positive  pour 
toute  valeur  de  x  comprise  entre  Xq  et  .ri,  et  que  tous  les  foyers  conju- 
gués  du  point  A  soient  à  Vextérieur  de  l'intervalle  (a^o,  a*,  ). 

Il  est  aisé  île  voir  que  ces  conditions  sonl  suffisantes.  Supposons  en 
elVel  que  l'équation  D.,„(a?)=o  n'ait  aucune  racine  >  a^o  tV^X\.  On  peut 
toujours  prendre  un  nombre  positif  h  assez  petit  pour  que  l'équa- 
tion Dj-„-a(^)=o  n'ait  elle-même  aucune  racine  >■  Xo — /'  et  "~X\\  on 
peut  aussi  supposer  a^o  —  A  >  Xq.  Soient  (mj,  t-i),  («2,  v^)  deux  systèmes 
associés  de  solutions  des  équations  aux  variations,  formés  d'intégrales  qui 
s'annulent  toutes  pour  ar  =  a^o  —  h.  Le  déterminant  u^v-i —  u«V\  ne  s'annule 
pas  dans  l'intervalle  (a"o,  a^i },  les  limites  comprises,  et  les  coefficients /'i. 
fl\-  Pii  lit  déduits  des  relations  (Sg),  sonl  continus  dans  cet  intervalle.  L;i 
formule  (55)  nous  donne  alors  l'expression  de  o-J  au  moyen  d'une  inté- 
grale dont  l'élément  est  une  forme  définie  positive  dans  tout  l'intervalle 
d'intégration.  On  a  donc  o^J  >  o.  Pour  avoir  o^J  =  o,  il  faudrait  prendre 
pour  Tj  et  Ç  un  système  de  solutions  des  équations  (58)  s'annulant  aux 
deux  limites  x^^  et  X\.  Il  n'y  a  pas  d'autre  système  que  r,  =  ^  =  o,  satis- 
faisant à  ces  conditions  dans  l'iiypothèse  envisagée  ('). 

Les  conditions  précédentes  sont  nécessaires.  Prouvons  par  exem|)lc 
que  A  ne  peut  être  négatif  pour  aucun  point  de  l'intervalle  (a^o,  ^i)- 
Supposons  en  effet  qu'on  ait  A(cXo,  c  étant  compris  entre  Xq  et  Xi.  On 
peut  alors  trouver  un  intervalle  (^o,  ?i) '"enfermant  c  et  assez  petit  pour  que 
dans  cet  intervalle,  A(x)  soit  <  o.  et  qu'il  existe  deux  systèmes  asso- 
ciés («j,  t'i),  (moj  Vi),  d'intégrales  des  équations  (6o)  tels  que  Uiv^ — «^ii 
ne  s'annule  pas  dans  l'intervalle.  Les  coefficients  /J|,  «jtj,  p^^  q^  seront 
alors  continus  dans  cet  intervalle  et  il  suffira  de  prendre  pour  fi  tl  Z  des 
fonctions  de  classe  (I)  entre  Xq  et  Xi,  nulles  en  dehors  de  l'inter- 
valle ($0)  ^i)  et  satisfaisant  à  la  relation  ^'  —  p-2r, — q^^  =  o.  Il  est  clair 
qu  on  aura  o^  J  ■<  o.  On  démontrerait  de  même  qu'on  ne  peut  avoir  C  <  o, 
ou  AG  —  B-<  o  en  aucun  point  de  l'intervalle  {xo,  Xo).  Gomme  par  hypo- 
thèse, B- — AG  ne  s'annule  pas  entre  Xo  et  Xi,  on  doit  donc  avoir  dans 
tout  l'intervalle  (xo,  arj),  A  >  o,  G  >  o,  AG  —  B^  >  o. 

La  nécessité  de  la  condition  de  Jacobi  se  démontre  de  même  en  prou- 
vant que,  s'il  y  a  un  foyer  conjugué  de  A  entre  A  et  B,  on  peut  trouvei' 
une  ligne  de  classe  (I)  joignant  ces  deux  points  et  donnant  pour  .1  uni' 
valeur  moindre  que  T  (voir  Haoamard,  j).  35)  et  suiv.). 

Ges  conditions  ne  sont  pas  encore  suffisantes  pour  assurer  l'extromum. 
En  effet,  le  raisonnement  du  n"  6;i(>  peut  être  repris  presque  mot  pour  mot; 


(')  Le  laisonnemenl  prouve  plus  généralement  quOn  a  o-J  >  <>,  si  les  confli- 
lions  (le  Lcgendre  sont  satisfaites,  et  s'il  existe  deux  systèmes  associés  d'intégrales 
(les  (Mjuations  (6o)  tels  que  «,*.,  u^i\  ne  s'annule  pas  entre  x„  et  x,,  ni  pour 
ces  limites. 


m.    —    CIIASII'S    II  K\TUK.M\Ui;?.    —    CONUITlilNS   si  FRISANTES.  (io5 

en  comparant  la  valeur  ilo  l'intégrale  prise  le  long  d'un  arc  d'exlré- 
maie  AC  pris  sur  V  à  la  valeur  de  l'intégrale  J  prise  suivant  un  chemin 
infiniment  voisin  coupant  l'arc  AC  sous  un  an^le  constant  non  nui.  on 
obtient  une  nouvelle  condition   nécessaire  pour  le  minimum.  La  fonction 


(64) 


E(J",  y,  -;y,  -■';  u.  c) 

=  F(T.y,  z,  u,  v) —  F{t,  y,  z,  y',  -s'i  — (  u  —y')F'y  —  (''  —  -')F; 


ne  peut  prendre   de  valeur  néi;atue  le  Ions;  de   F,  pour  des  valeurs 
Jinies  de  u  et  de  i\ 


III.  —  CHAMPS  D'EXTHKMALES.  —  CONDITIONS  SL  I- FISANTES. 

Nous  allons  maintenant  établir  un  système  de  conditions  suffi- 
santes pour  assurer  le  minimum.  Ces  conditions  sont  ba>ées  sur 
la  considération  des  champs  d' ex tré maies  (\A  eierstrass),  on  fais- 
ceaux spéciaux  (Hadamard  ). 

638.  Définition  d  un  champ  de  courbes  extrémales.  —  Nous 
désignerons  pour  abréger  par  ()'  toute  courbe  extrémale,  et  nous 
dirons  que  tout  système  de  courbes  Cj',  dépendant  d'un  paramètre 
arbitraire,  forme  un  faisceau.  {Jne  |)ortion  connexe  et  (inie  du 
plan  CO,  située  dans  la  région  .tl.  forme  ui}  champ  de  courbes 
extrémales^  ou  plus  simplement  un  chcunp,  s'il  existe  un  faisceau 
de  courbes  extrémales,  tel  qu  il  passe  une  courbe  du  faisceau  et 
une  seule  j^ar  chaque  point  de  (0.  le  coeflicienl  angulaire  //(.r,  >') 
de  la  tangente  au  point  (x,  y)  à  la  courbe  (/  du  faisceau  cpii  passe 
par  ce  point  étant  une  fonction  continue,  et  adinetlaiil  des  déri- 
vées partielles  continues  u'j.  et  u'^  dans  (0.  Les  courbes  du  faisceau 
sont  alors  les  courbes  intégrales  de  I  étpialion  dillV-icnticlle  dn 
premier  ordre  j'':^  u(^x,y)\  de  celle  f''(piali()n  on  dt'diiil 

i)u       Ou     ,       du        ou 

Y   =  —  H Y  =  —  -^ u{x.  v). 

•^  Or         Oy  -^  Ox         Oy  -^ 

\'a\  portant  le-;  valeurs  de  y  et  de  y"  dans  r<''(pialion  d  i^uicr, 
on  obt  leiil  l.i  ni, il  ion 

O'^V  (Ou       Ou     \         o^^Y  «2 F         oV 


O'-v      ou         ou       \ 
^      '  Ou^  ^  Ox        oy 


Oy  Ou  Ox  Ou         Oy 

y'  étant  rem[)lacé  par  i/  dans   K(x,  y^  y' ),  el  celle  condition  doit 
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être  vérifiée  pour  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
champ  CD.  La  fonction  u{x^  y)  doit  donc  être  une  intégrale  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  ((>5),  conliuue  ainsi  que  ses 
dérivées  partielles  dans  (0.  Inversement,  si  l'équalion  (65)  admet 
une  intégrale  conlinuc  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  ii\.  et  m'  ,  dans  une  région  (0.  cette  région  est  un  cliarnp  car 
l'équalion  diflerenlielle  jk'^=  m(^,  y)  définit  un  faisceau  de  courbes 
extrémales,  tel  qu'il  en  passe  une  et  une  seule  par  chaque  point 
de  tO. 

Soit  ^'o  un  arc  de  courbe  extrémale,  joignant  le  point  A(a7o,  j)'o) 
au  point  B(a:,,  _;>^,  ),  et  représentée  par  l'équalion  j^  =/(:r),  la 
fonction  /"(.r)  appartenant  à  la  classe  (I)dans  l'intervalle  (xq,  :r,  ). 
Considérons,  comme  plus  haut,  le  domaine  .^hc  compris  entre  les 
deux  droites  x  =  Xq,  x  =:  x^^  et  les  deux  courbes  Y,  ^  f  i^x)  +  i, 
Y2  =  f{x)  —  £.  Nous  dirons  que  l'arc  (Jo  appartient  à  un  champ, 
s'il  est  possible  de  prendre  le  nombre  s  assez  petit  pour  que  la 
région  Af  soit  un  champ,  l'une  des  extrémales  du  faisceau  étant 
la  courbe  (jo  elle-même.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit 
que  ré(|uation  linéaire  (65)  admette  une  intégrale  continue  ainsi 
que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dans  Aj,  et  se  réduisant 
k/'(x)  quand  on  y  remplace}^  par/(jr)  ('). 

Tout  arc  rVextrémale  pour  laquelle  les  condiiions  de 
Legendre  et  de  Jacob i  sont  vérifiées  dans  l'intervalle  {xq,  Xi) 
appartient  à  un  champ.  iNous  avons  vu,  en  effet,  en  étudiant  la 
signification  géométrique  de  la  condition  de  Jacobi  (n"()3i{)  que 
l'équation  d'Euler  admet  alors  une  infinité  d'intégrales  œ(x,  )>), 
dépendant  dun  paramètre  arbitraire  X,  se  réduisant  à  f{x) 
pour  ).  =r  o,  ei.  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

i"  '-^(.r,  À)  est  continue  et  admet  des  df'-rivées  partielles  con- 


(  '  )  Ce  problème  est  indélerminé,  car  les  équations  y  ■=f{x),  u  —  f'{x)  repré- 
sentent, comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer,  une  caractéristique  de  l'équalion 
linéaire  (65).  Soient  (a;,,  y^)  '^^  coordonnées  d'un  point  de  Ç/j.  Si  la  fonction  I- 
est  analytique  en  x,  y,  y',  comme  c'est  le  cas  habituel,  f{x)  est  aussi  une 
fonction  analytique,  et  l'cquation  linéaire  (65)  admet  une  infinité  d'intégrales 
liolornorphes  dans  ledumainedu  point  (x,,  >',)  se  réduisant  à/' (x),  pourj»'  =/{x). 
Il  faut  de  plus  que  l'une  d'elles  soit  régulière  dans  toute  la  région  cR^,  pour  que 
celte  région  soit  un  champ.  Les  méthodes  du  calcul  des  limites  de  Caucliy  per- 
mettent de  démontrer  qu'il  y  en  a  une  infinité  si  les  conditions  de  Legendre  et 
de  Jacobi  sont  vérifiées  (voir  Annales  de  Toulouse,  a»  série,  t.  \III.  p.   '|5S). 
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tinues  du  premier  et  du  second  ordre  lorsque  x  varie  de  x^'a  Xx^ 
et  X  de  —  A"  à  4-  A",  /.■  étant  un  noMil)re  positif. 

2°   La  dérivée  'f>(.r,  o)  est  dillérenie  de  zéro  pour  j?o  = -^^  = -^i- 
Nous  allons  montrer  que  celte  fonction  'f  (  j',  ).)  définit  un  champ 
auquel  appartient  la  courbe  extrémale  AB. 

En  effet,  'f>. (J?,  o)  ne  s'annulant  pas  quand  x  varie  de  Xq  à  X), 
on  peut,  puisque  la  dérivée  '^lix^  a)  est  une  fonction  continue  des 
deux  variables  x  et  A,  assijjner  un  nombre  positif  ■:  tel  que  '^'-i.ix^  A  ) 
ne  s'annule  pas  non  plus  dans  le  domaine  A  défini  par  les  inéga- 
lités JTo^JJ^^i,  — o£a^o.  (^uant  on  fait  varier  :r  de  J^o  ^  ^\ 
et  A  de  — 0  à  +  o,  le  point  m  de  coordonnées  [j7,  >- ^  cp(j:,  a)] 
décrit  une  certaine  région  <'»l'  entourant  (Jo  et  limitée  par  les 
droites  x  =  x^^^  x  ^  Xi,  et  par  les  deux  courbes  y  =  '-p(^,  —  p)- 
y=:'^(^x,  H-  o).  Xoiis  allons  montrer  que  par  tout  point  de  cette 
région  Si'  il  passe  une  courbe  et  une  seule  de  la  famille  considérée. 
En  effet,  supposons,  |)our  fixer  les  idées,  'fi(x,  a)  >>  o  dans  A';  si 
l'on  donne  à  x  une  valeur  (ixe  X2,  comprise  entre  Xo  elXx ,  el  f|u'on 
fasse  varier  A  de  —  p  à  -h  p,  (f{X2-)  a)  va  en  croissant  de  '-^{xo,  —  p) 
à  '^{xo,  p),  et  le  point  de  coordonnées  [.To,  'f{^2j  >*01  ^J^crit  un 
segment  de  droite  P,  Vo-,  parallèle  à  0^'.  A  chaque  valeur  de  X2 
comprise  entre  ^0  et  x^  correspond  ainsi  un  segment  de  droite 
P,  Po,  et  quand  X2  croît  de  X(^  à  o^,,  le  segment  P(  Pj  décrit  une 
certaine  région  du  pUui  qui  est  la  région  A'.  On  voit  immédia- 
tement, d'après  ce.  mode  de  génération,  qu'à  tout  point  (x,  y) 
de  t'R.'  correspond  une  valeur  délerniinée  de  A,  comprise  entre  —  p 
et  +  0  ;  soit  a  :^  '^{x,  y)  cette  racine.  La  dérivée  'f>.(-Z'»  X)  n'étant 
pas  nulle  pour  la  valeur  A  = 'i>(j7,  y),  il  résulte  de  la  théorie 
générale  des  fonctions  implicites  (I,  n"  36),  et  des  hypothèses 
qui  ont  été  faites  sur  la  fonction  csf^r,  À),  que  cette  fonction  'l^x^y) 
est  continue,  el  admet  des  dérivées  partielles  continues  dans  la 
région  A'.  D'autre  part,  le  coefficient  angulaire  u(x^  y)  de  la 
tangente  à  la  courbe  du  faisceau  considf'-ré  (jui  |>asse  en  un  |)oint 
(x,  y)  de  A'  est  égal  à  'fj.<.r,  ).  )  =  'f.,|-''  'H-^'  J')]-  l*n">q"*^  'es 
dérivées  du  second  ordre  de  'v  sont  continues,  et  (|ue  -ii  admet  des 
dériv(''es  du  premier  oidrc  (|ui  sont  elles-mêmes  continues,  il  s'en- 
suit que  u(x,  y)  ailmci  luissi  des  dérivées  partielles  u\.  et  m' , 
continues  dans  A' .  Getle  région  A'  est  donc  un  c  liamp. 
Soit  maintenant  t  la  borne  inférieure  des  deux  fonctions 
'i(  X,  0  )  —  'f  J",  (II,     ç(.r,  o)  —  c;(a-,  —  p  } 
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lorsque  x  varie  de  x^^  à  x^.  Ce  nombre  e  est  positif,  |)uis(|ue  les 
deux  ("onctions  précédentes  sont  conliniies  et  ne  peuvent  s'annuler 
dans  l'intervalle  (xq,  r,).  Le  domaine  A^  défini  par  les  inéga- 
lités jCo=-'^  =  -^i!  f{^)  —  ^'~y=f{x)-'r~  est  donc  compris  tout 
entier  dans  le  domaine  A'  et  par  suite  .'ilj  est  un  champ  entourant 
l'arc  (,'o. 

In veisciiii'iil,  l'existence  diiii  cliaiii|)  eiilouriml  (j'u  cnliaine  la  condition 
de  Jacobi.  Soit,  en  effet,  u{jc,  y)  une  intégrale  de  l'équation  (65),  continue 
dans  ce  champ  ainsi  que  ses  dérivées  ii'j-,  u'y^  et  telle  qu'on  ait 

f'{x)  =  u\x,f{x)\. 

f^'intégraie  y  —  9(^7  ^0  de  l'équation  cliil'crenliclle  y'  =  u{x^  y  )  qui  prend 
la  valeur  ^0+  ^  pour  x  =  Xq  est  une  fonction  continue  des  variables  x  el\, 
et  admet  des  dérivées  continues,  lorsque  x  varie  de  Xo  à  a"|,  pourvu 
que  \k\  reste  inférieur  à  un  nombre  positif  A'.  La  fonction  r  =  î;^  (^r,  o), 
qui  prend  la  valeur  \  =^  i  pour  x  ^^  Xq  est  une  solution  de  l'équation  aux 
variations  ^ {x)  =^  u'y\x ,  f{x)\^{x).  Cette  fonction  \(x)  ne  s'annule  pas 
dans  l'intervalle  (a?o,  Xi)  et  il  est  clair  que  c'est  aussi  une  solution  de 
l'équation  aux  variations  (43),  puisque  cp(.r,  \)  est  une  intégrale  de  l'équa- 
tion d'Euler. 

Mais  il  est  à  remarquer  que  l'arc  (j'o  peut  appartenir  à  un  champ  sans 
(jue  la  condition  de  Legendre  soit  vérifiée.  Supposons,  par  exemple,  F  =  xy'-. 
Les  parallèles  à  l'axe  des  x  forment  bien  un  faisceau  d'extrémales,  et  la 
condition  de  l^egcndre  n'est  pas  satisfaite  pour  le  segment  ( —  1 ,  -f-  i  )  de 
l'axe  des  x. 

On  pourra  prendre  par  exemple,  pour  (ormcr  le  cliamp,  le 
faisceau  des  extrémales  voisines  de  ()'o  issues  (Tiin  point  -V.  dabs- 
cisse  Xo,  silué  à  gauche  de  A  sur  le  prolongement  de  l'exlrémale. 
et  assez  voisin  de  A  pour  que  le  premier  lover  conjugii.';  de  d. 
soit  à  droile  de  B.  Si  j^  =  cp(jc.  A)  est  li-cpialion  de  ce  faisceau, 
nous  avons  vu  (n"  633)  que  la  fonction  'j(:r,  A)  satisfait  bien  aux 
conditions  |)ri'cédenles.  On  |)rend  aussi  quelquefois  le  faisceau 
spécial  conslitué  par  les  cxtri-inales  voisines  de  (['^  issues  du 
poml  A  lui-mémc,  mais  il  passe  alors  une  inlinih'  d  (^xlri-males 
par  ce  point  A,  ce  (pii  iniroduit  des  reslriclions  dans  certains 
énoncés. 

Dans  les  exemples  tiailis  |)lus  haut  (n'fi.li),  on  aperçoit  aisément  un 
champ  d'extrémales  dont  l'arc  Ali  l'ail  partie.  La  condition  de  Jacobi  étant 
satisfaite,  soit   O   un    point   de   l'axe   des  x  |)ar  lecpiel   on   ne  peut    mener 
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aucune  tangente  à  l'arc  AB.  On  peut  alors  trouver  sur  le  prolongement  de 
l'extréiuale  deux  points  A'  et  B'.  à  gauche  de  A  et  à  droite  de  B  respective- 
ment, tel  que  toute  demi-droite  OL,  située  dans  l'angle  A'OB',  rencontre 
l'arc  A'B'  en  un  point  et  en  un  seul.  Les  arcs  homothétiques  de  A'B'  par 
rapport  au  point  O  forment  évidemment  un  champ  d'extrémales  entourant 
l'arc  AB. 

639.  Théorème  de  Weierstrass.  —  l.es  conditions  de  [^egciidre 
et  de  Jacobi  étant  supposées  vériliées  pour  un  arc  d'extrémale  Ço, 
la  région  Aç  est  un  champ  entourant  l'arc  (j'o,  pourvu  que  le 
nombre  positif  £  ait  été  pris  assez  petit.  Toute  courbe  F  de 
classe  (I),  située  dans  le  champ  A^,  et  joignant  les  deux  points  A 
et  B,  est  représentée  par  une  écpiation 

la  fonction  (x>{x)  étant  de  classe  (I)  dans  linlervalle  (x^,  Xf)  et 
satisfaisant  aux  conditions 

(o(a7o)  =  o,         oj(xi)=:o,         |aj(.r)|<£         pour         a'o<x<<^i. 

Pour  que  l'extrémale  ()'o  donne  un  miniiiiuin,  l'intégrale  in  doit 
être  plus  petite  que  l'intégrale  Jr,  quelle  que  soii  la  forme  de  cette 
courbe  F,  pourvu  qu'elle  satisfasse  aux  conditions  énoncées.  La 
difficulté  du  problème  lient  en  grande  piirlie,  il  est  facile  de  le 
concevoir,  à  ce  qu  on  a  à  comparer  les  valeurs  de  deux  intégrales 
définies  prises  suivant  deux  chemins  difl'érenls.  Weiersirass  est 
parvenu  à  exprimer  la  dilïerence  de  ces  deux  intégrales  par  une 
seule  intégrale  définie  prise  le  long  du  chemin  F.  Nous  indique- 
rons d'abord  la  marche  très  simple  de  M.  Hilbert  pour  parvenir  à 
la  formule  de  Weierstrass  (').  Elle  repose  sur  le  lemme  suivant  : 

Soit  (0  un  champ  de  courbes  cxt  ré  maies  :  si  u(x,  y)  est  la 
fonction  qui  correspond  à  ce  champ  (n''()3S),  l'intégrale  curvi- 
ligne 

(66)       1=    \   []^{x,  y,  II)  — uV'„{x,y,  u)\dx-^-¥'Jx,y,  u)dy, 

prise  le  long  d' une  courbe  fermée  (luelcunt/uc  située  dans  le 
champ,  est  égale  à  zéro. 

(')  D'après  M.  \V.  Ermakoll'  {Journat  de  Mal/ienialii/ues,  G'  série,  t.   I,  190J, 
p.  97),  celte  mélliodc  aurait  aussi  été  employée  par  Weierstrass  dans  ses  leçons. 

G.,  III.  3(, 
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En  eilel,  la  condition  pour  que  celte  intégrale  soit  nulle  est 
exprimée  par  la  rclalioti 

dF  d-^F  r)u  &^F  _    d-^F  à'^F  du 

ôy  Oy  Ou  (ly   àu'^        0.r  du         au-  0.t 

qui  est  identique  à  l'équation  (65)  à  laquelle  satisfait  la  fonc- 
tion u{x,  r). 

Appliquons  la  formule  d'Ililberl  au  contour  fermé  composé  de 
l'arc  d'extrémale  Ço  et  de  la  courbe  F,  u(x,  y)  étant  la  fonction  qui 
corres|)ond  au  champ  c'Rj.  Le  long  de  (Ja  on  a  u[x,  /(x)]  =f'(x) 
et,  par  suite,  cette  formule  nous  donne 

/    F(x,y,y')dx=   /      [F(x,  y,  u) -h- (y' —  u)F'„(  x,  y,  u)]  dx, 

les  deux  intégrales  étant  prises  dans  le  sens  voulu,  x  croissant 
de  Xok  X,.  On  en  déduit 

Jr  —■'.,■  =    /  \F(x,  y,y')  —  F(x,y,  u)  —  (y'  —  u)F'„(x,  y,  u)\dx, 

c'est-à-dire,  d'après  la  définition  de  la  fonction  E  (n"  636), 

(67)  Jr  — J(,'   =    /   \^{a-,y:  u,y')dx; 

c'est  la  formide  de  Weierstrass  que  nous  voulions  obtenir.  Dans 
cette  formule,  y'  désigne  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
à  r,  tandis  (|ue  u(x,  y)  est  le  coeflicient  angulaire  de  la  tangente 
à  la  courbe  (j  du  cliamp  (jui  j)asse  au  point  (x,y). 

6i0.  Conditions  suffisantes.  —  On  sera  assuré  du  signe  de  la 
différence  Jr  —  J(.'  si  la  fonction  E(:c,  y;  u,  p)  des  trois  variables 
indépendantes  x^y^  p  conserve  un  signe  constant  pour  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  du  domaine  .îl^  et  pour  toute 
valeur  finie  de  /?;  u  est  supposé  rem|)lacé  dans  E  par  la  fonc- 
tion ?/(a7,  j')  qui  convient  au  cliamp  considéré.  Vax  particulier,  si 
cette  fonction  est  constamment  j)ositive  dans  cette  région,  on 
a  Ji'>»J('  et  nous  pouvons  énoncer  la  proposition  suivante  :  La 
courbe  exlréniale  Ç)'o  donne  un  mininuini  de  V intéf^^ralc  J  si  la 
fonction  E(j:,  j>';  u,  p)  csl  positive  pour  tout  point  (x,  y)  du 
domtiinc  Jlj  et  pour  toute  valeur  finie  de  p. 
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Pour  reconnaître  si  celte  condition  est  satisfaite,  il  faut  d'abord 
avoir  calculé  la  fonction  u{x,  y)  qui  convient  à  un  cliainj)  parti- 
culier d'exlrémales,  comprenant  ()'o.  On  peut  remplacer  cette  con- 
dition par  une  autre,  qui  est  moins  générale,  mais  d'une  applica- 
tion plus  commode,  car  elle  n'exige  pas  le  calcul  de  la  fonction 
u(a:,y).  Nous  avons,  en  effet,  d'après  la  formule  de  Tavl<jr. 

(68)  )  E(a:-,^-  u,  p)=  ^^^=^F;  =  [a',7,  u^^Hp-u)] 

=  ('/>  — <t)-G(j',  >-; /)) 

et  la  fonction  E(x,  y;  u,  p)  sera  certainement  positive,  si  la 
dérivée  seconde  ¥\,i{x^  y,  p)  est  positive  pour  tout  |)oint  (:r,  y) 
du  domaine  Ac  et  pour  toute  valeur  Unie  de  p.  On  en  déduit  aisé- 
ment un  système  de  conditions  suffisantes  pour  que  la  courbe 
extrémale  (j'o  donne  un  minimum  de  1  intégrale  J. 

Soit  C  une  courbe  fermée  quelconque  entourant  ({^  et  n'avant 
avec  (Jo  aucun  point  commun;  la  région  du  plan  intérieure  à  C 
constitue  un  domaine  de  lare  (Jo  et  il  est  clair  que  le  domaine  A^ 
sera  intérieur  à  celui-là  pourvu  qu'on  prenne  t  assez  petit.  Si 
une  certaine  condition  est  vérifiée  |)Our  le  domaine  intérieur  à  C, 
elle  l'est  donc  a  fortiori  pour  A^.  Cela  f)osé,  la  courbe  (/o  l'cnd 
minimum  l' intégrale  J  si  la  dérivée  seconde  Y"yi[x,  y,  p)  est 
positive  dans  un  certain  domaine  de  l'arc  {jo  pour  toute  valeur 
finie  de  />,  et  si  Von  a  x^  <C  x^. 

En  effet,  F^.,[.r,  f{x),  /'(.r)]  =  R(.r)  est  alors  positif  de  Xq 
à  Xi  ;  la  condition  de  Legendre  est  donc  satisfaite.  La  condition  de 
Jacobi  l'est  aussi  par  livpollièse,  et  l'on  j)eut  trouver  un  rinnnp  A^ 
entourant  ()'o,  où  la  fonction  E  est  positive  pour  toute  Nalcur  finie 
de/>,  d'après  la  formule  (08).  On  a  donc  toujours  Je  <<-ï|- 

Ivemarquoiis  «pie  les  conditions  précédentes  ne  forment  pas  un 
système  de  conditions  nécessaires.  11  peut  arriver,  en  elle!,  que  la 
fonction  G(x,  j",  p)  soit  positive  dans  tout  le  cliamp  A^  pour  toute 
valeur  finie  de/?  sans  cpTil  en  soit  de  même  de  F,  ,(j",  y,  />)  (  n"  ôll  ). 

Reiiiar<jues.  —  Soil  (^  une  e\lr(;inale  qucliinique  du  faisceau  spécial 
considéré;  u{x,y)  est  le  coeflicienl  angulaire  «le  la  tangente  à  celle  exlré- 
malc  au  point  (x,y)  «'u  champ.  Si  la  fonction  VA.r,y\  u,  p)  est  positive 
dans  tout  le  cliainp  pour  loule  valeur  finie  de  />,  la  condition  nécessaire 
pour  le  niiniiniim  du  ii"  G'JG  est  vérifiée  aussi  pour  I  exiréuiale  'j.  On  obiicnl 
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donc  la  condition  su/usante  de  Weierstrass  en  exprimant  que  la  condition 
nécessaire  est  vérifiée  par  toutes  les  extrémales  du  faisceau  considéré 
dans  le  champ.  Il  est  clair  que  cette  condition  nécessaire  peut  être  vérifiée 
pour  l'eMrémale  (jo  sans  l'être  pour  les  extrén)ales  infiniment  voisines. 
On  conclut  aussi  de  cette  remarque  que  tout  arc  d'extrémale  Ç  du  faisceau 
spécial,  situé  à  l'intérieur  du  champ,  fournit  aussi  un  minimum  de  l'inté- 
grale, car  la  condition  suffisante  de  Weierstrass  est  aussi  vérifiée  pour  cet 
arc  d'extrémale  qui  appartient  au  même  faisceau  que  ()'o. 

Il  est  clair  que  la  condition  suffisante  de  Weierstrass  entraîne  la  condi- 
tion de  Legendre  tout  au  moins  au  sens  large  (n"636).  Comme,  d'autre 
part,  l'existence  d'un  champ  suppose  la  condition  de  Jacohi  (n"  638),  on 
peut  dire  (\n'un  arc  d'extrémale  Ço  fournit  un  minimum,  si  cet  arc 
appartient  à  un  champ  pour  lequel  la  condition  suffisante  de  If  eier- 
strass  est  vérifiée.  Lorsque  F  ne  contient  pas  y,  les  deux  conditions  de 
Weierstrass  (condition  nécessaire  et  condition  suffisante)  se  réduisent  à 
une  seule.  On  peut  prendre,  en  effet,  pour  u(x,  y)  la  valeur  de  f'(x)  en 
un  point  de  (j'y,  ce  qui  revient  à  considérer  le  faisceau  spécial  formé  par 
les  extrémales  qui  se  déduisent  de  (Jo  pai'  une  translation   parallèle  à  O^. 

Exemples.  —  i"  Dans  l'exemple  de  AI.  Bolza  (n°  636)  où 

P  =y-(a—^byy-t--2bxy^), 

on  peut  prendre  //  =  o.  Le  faisceau  spécial  est  constitué  par  les  parallèles 
à  Ox,  et  la  fonction  E{x,y:  u,  p)  est  égale  à  p-{a  —  \byp-^ibxp'^). 
Sur  l'arc  d'extrémale  formé  par  le  segment  fo,i)  de  Ox,  on  a  bien  E^o, 
mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  extrémales  infiniment  voisines  du 

faisceau.  Kn  effet,  si  l'on  prend  j'  =^  ~  ,  p  =  ^—,  x  ayant  une  valeur  posi- 
tive inférieure  à  un  cl  à  — —,  la  fonction  E  est  négative. 
■2.  a 


2°  Supposons  encore  F  =  g(x.,  y)^i  -H  y'-.  On  a  ici  Y 'y.  —  g{i  -^^'")  ^» 
et  cette  dérivée  est  du  signe  de  g{x,  y).  Si  les  conditions  de  Legendre  et 
de  Jacobi  sont  vérifiées,  g{x.,  y)  est  positif  tout  le  long  de  ()'o;  on  a  donc 
aussi  g{x.,  y)~^  o  dans  un  domaine  entourant  (/y  et,  par  suite,  ¥[-  est 
positif  dans  tout  ce  domaine  pour  toute  valeur  finie  de  y' .  La  courbe  (j'o 
fournit  donc  un  minimum  de  l'intégrale.  La  conclusion  s'applique,  en 
particulier,  aux  exemples  du  n"  ()22. 

fiil.  Minimiun  fort  et  minimum  faible.  —  Si  en  un  poinl  dabs- 
cisse  X  de  Ja  coiirhe  F,  la  valeur  de  y'  dillèrc  1res  peu  de  /'(x), 
comme  u{x,y)  est  lui-inèmo  très  peu  dillV-rent  dc/'(a7),  il  s'en- 
suit que  la  dillérence  it-'rh{y — u) — f  {^)  est  elle-même  1res 
petite,  et   d'après   la   lurniide    (68)  E(j;,  y.   it,  y)  aura  le  même 
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signe  que  ¥l,[x,  f(x),  /'(x)^.  Cette  remarque  conduit  tout  natu- 
rellement à  introduire  une  nouvelle  distinction. 

Soit,  dune  façon  générale,  a)(j7,  y.)  une  fonction  continue  ainsi 
que  sa  dérivée  première  io\.(x,  a),  dans  l'intervalle  (xq,  x,)^  s'an- 
nulant  quel  que  soit  y.  pour  x^Xq  et  pourx=:  x,,  et  se  rédui- 
sant identiquement  à  zéro  poura:=o. 

Nous  dirons  que  to(:r,  a)  est  une  variation  faible  si,  à  tout 
nombre  positif  e.  on  peut  faire  correspondre  un  autre  nombre 
positif  0  tel  qu'on  ait.  pour  Xq^x^Xx, 

<69)  Iwfx,  a)|<î,     |w^(x,  a)|<£, 

pourvu  que  [a|  soit  inférieur  à  o.  Par  opposition,  on  dit  que  oji  x,  a) 
€st  une  variation  foi'te,  si  la  première  de  ces  conditions  seulement 
est  vérifiée,  c'est-à-dire  si  à  tout  noml)re  j)Ositif  t  ou  peut  faire 
correspondre  un  autre  nombre  positif  o  tel  qu'on  ait 

\iji\x,  a;i  •<  £         pour         •a?o=^  =  ^i, 

pourvu  que  |a|<<o,  la  valeur  de  |ti>^(.z",  a)|  n'étant  assujettie  à 
aucune  condition  lorsque  a  tend  vers  zéro. 

Les  variations  considérées  plus  haut,  qui  sont  de  la  forme  aY,(j:) 
sont  des  variations  faibles,  quelle  que  soit  r,(x  );  il  suffit,  en  efiet, 
qu'on  ait  M[a|<<£,  M  désignant  la  valeur  maximum  de  |r,(.r)| 
et  de  |y/(^)|  dans  l'intervalle  (xq,  ^'i),  pour  que  les  deux  inéga- 
lités (69)  soient  vérifiées. 

Au  contraire,  la  variation 

.       \(X  —  Xq){x  —  Xx)'\ 

oi{x,  1)  =  asm     — , 

où  /i  >»  I ,  est  une  variation  forte,  car  on  a 

,                     I           r  (•./■  — .?•„')(>•  —  ./•,  il 
^^'^^'  ^'=  ^TT'^''*!  7^' y  >.r-x^-x^) 

et  l'on  peut  toujours  trouver  des  valeurs  de  a  moindres  en  valeur 
absolue  que  tout  nondjre  positifs,  pour  lesquelles  [(o',.(.r,  a)|  est 
plus  grand  (pie  tout  nonibic  donn»'-. 

Cette  distinction  est  facile  à  saisir  sur  les  courbes  elles-mêmes. 
Considérons,  en  ell'et,  les  deux  courbes  d'ct  V  repi('>-ienlées  par  les 
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deux  équalions 

et  faisons  correspondre  les  points  de  ces  deux  courbes  cpii  ont 
même  abscisse.  La  distance  de  deux  jioints  correspondants  sur  les 
deux  courbes  est  inférieure  à  ;  pourvu  (|ue  |a|  soit  <  o,  sans 
quil  V  ait  lieu  de  distinguer  si  la  variation  est  faible  ou  forte. 
Mais,  Kirsque  la  variation  tii[x,  a)  esl/aible,  non  seulement  deux 
points  correspondants  sur  les  deux  courbes  sont  infiuiment  voisins, 
mais  Tangle  des  tangentes  aux  deux  courbes  en  ces  points  est 
infiniment  petit.  Il  n'en  est  plus  de  même  si  la  variation  (i)(^,  a) 
est  forte;  dans  ce  cas,  l'angle  des  tangentes  aux  deux  courbes  aux 
points  correspondants  ne  tend  pas  en  général  vers  zéro,  comme  on 
peut  le  vérifier  sur  l'exemple  précédent. 

On  fait  une  distinction  analogue  pour  le  minimum.  Nous  dirons 
que  la  courbe  extrémale  Çjo  donne  un  minimum  faible  pour  l'in- 
tégrale J,  s'il  existe  un  nombre  positif  t  tel  que  Vintégiale 


£ 


F[x.,f(x),f'{x)\dx 
soit  moindre  que  V intégrale 

I       Y[x,  f(x)  -+-  m(x),  f'ix)  -h  w'(ar)]  dx, 

pour  toutes  les  formes  possibles  de  la  fonction  to(a?),  qui  est 
de  classe  (I)  dans  V  intervalle  [xq,  Xs)  et  assujettie  à  vérifier 
les  conditions 

w(j:o)  =  o,  w(ar,)  =  o,  |io(a7)|<£,  |w'(a')|<î, 

pour  Xo^x^Xi . 

Par  opposition,  on  dit  que  la  courbe  extrémale  )' =/"(^)  donne 
un  minimum  fort,  si  elle  satisfait  à  la  condition  énoncée  au  début 
de  ce  Chapitre  (n"  020).  On  comprend  aisément  d'après  cela 
pourquoi  les  conditions  de  Legendre  et  de  Jacobi  sont  insuffi- 
santes pour  assurer  le  minimum  fort,  puisqu'on  obtient  ces  con- 
ditions en  raisonnant  uniquement  sur  des  variations  faibles.  Au 
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contraire,  la  condition  de  Weierstrass  (n°  636)  a  été  obtenue  en 
considérant  une  variation  forte. 

Théorème.  —  Un  arc  dextrémale  (j,,,  pour  lequel  les  con- 
ditions de  Legendre  et  de  Jacobi  sont  vérifiées,  fournit  ciu 
moins  un  aiimmum  faible  pour  rintégrcile  J. 

En  effet,  par  hypothèse,  la  fonction  R(\r)^  F,...[.r,/(j7),y"(x)] 
a  une  valeur  positive  lorsque  x  croît  de  Xq  à  Xi.  La  fonction 
Fy,(x,  y,  y')  étant  continue,  on  peut  donc  trouver  un  nombre 
positif  0  tel  qu'on  ait 

¥"y.[x,  f{x)  +  h.  f(x)  +  A]  >  o, 
[)0ur 

Xo^.rSxi, 

pourvu  que  \h\  et  \/c\  soient  inférieurs  à  o.  Soit  F  une  courbe  voi- 
sine de  (Jq  représentée  par  l'équation  ^■  =f(x)  -i-  (i)(x);  nous 
devons  prendre,  dans  la  formule  (<J8),  en  y  remplaçant/;  \ydv  y', 
u-k-^H  y  —  u)  =  u[x,f(x)  ■+-  w(a-)]-i-  0  ]/'{x)-h  to'  (x)  —  u[x,/(x)  -h  oi(x)][, 
ce  qu'on  peut  écrire,  en  observant  que  u[x\  f(x)]^=^f'ix),  et  en 
désignant  par  0,  un  nombre  compris  entre  zéro  et  un, 

f'(x)^Oi^'(x)^(i  —  Q))u[x,f{x)^oi(x)]  —  u[x,fix)\\ 
=  f'(x)  -+-  (iix}'(x)  -+-  (i  —  0)  oj(x )u'y[x,  f{x)  -^  0|  m{x)]. 

Soit  !JL  une  limite  supérieure  de  \u\.\  dans  un  certain  domaine 
de  (j'o.  Prenons  un  nombre  positif  s  tel  que  £(i  +  \x)  <!  o  ;  si  |to(.r)| 
et  |a)'(a:)|  sont  inférieurs  à  s  de  Xq  à  .r,.  on  a 

tout  le  long  de  la  courbe  F,  et  par  conséquent  ki  lonclion 

K  (  X,  y  ;  y',  u  ) 

est  positive  tout  !<•  hjn^dc  cette  courbe.  La  (lin<  rtiicr  .l|  —  .1,'  oi 
donc  positive,  d'après  \\\  formule  (6-  ). 

La  proposition  établie  à  la  lin  <Im  pai  ai;i  apln-  précédent  peut  de 
même  être  énoncée  comme  il  mi  il  : 

Théouème,  —  Un  arc  d^extrémale  \\o,  potir  lequel  les  condi- 
tions de  Legendre  et  de  Jacobi  sont  vérifiées^  fournil  un  mi- 
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NiMUM  roKT pour  r intégrale  J,  si  la  dérivée  seconde  Fy,(û:,y,p) 
reste  positive  pour  toute  valeur  finie  de  p  dans  un  certain  do- 
maine entourant  (/o- 

Exemples.  —  \"  Soit  F  =zy^{y'  —x)"-.  On  a 

d¥ 

()2  F  ,  ,  „ 

_—  =i2/2_iay  _,_2  =  i2(jK  —  ni  ){y  —  m  ), 

Cly  i 

'  „    .  '  1 

m'   étant   compris   entre  o  et      >   et    m     étant   compris   entre  -et    i.    Les 

courbes  extrémales  sont  des  lignes  droites,  et  tonte  droite  de  coefficient 
angulaire  m  appartient  à  un  champ  formé  par  les  droites  parallèles; 
la  valeur  correspondante  de  la  fonction  u{x,  y)  est  u{x,  y)  =  m.  Etant 
donnés  deux  points  A  et  B  du  plan  des  xy^  la  ligne  droite  AB  est  la  seule 
courbe  extrémale  joignant  ces  deux  |)oints;  celte  courbe  satisfait  toujours 
à  la  condition  de  Jacobi,  mais  la  condition  de  Legendre  n'est  vérifiée 
que  si  le  coefficient  angulaire  m  de  la  droite  AB  est  inférieur  à  m'  ou 
supérieur  à  m" . 

Soit  S^i  le  domaine  défini  plus  haut,  relatif  à  la  courbe  extrémale  AB  ; 
ce  domaine  est  un  champ  pour  lequel  on  a  «(a?,  y)  =  m.  La  fonc- 
tion Y-.{x^y\  m.  p)  de  VVeierstrass  a  pour  expression 

\l{x,  y:  m,  p )  =z  ( p  —  my^[p^+  -ipi m  —\)-{-{7?i  —  i)(3m  —  i  )] 
=  (  />  —  /«  )2  [  (  /5  —  rti  —  I  /-  -4-  2  m  (  m  —  I  )  ]  ; 

cette  fonction  est  positive  pour  toute  valeur  finie  de  p,  pourvu  que  m  soit 
négatif  ou  supérieur  à  i,  et  dans  ces  deux  cas  seulement.  Nous  sommes 
donc  conduits  aux  résultats  suivants  : 

1°  Si   l'on   a   /n  <  o,   ou   »«  >  i ,   la   droite  AB    donne  un  minimum  fort 

pour  l'intégrale  J  =    /      y'iy'  —  i)-dx.  il  en  est  encore  de  même  si  m  =  o, 

ou  si  m  =  I,  car  la  valeur  de  l'intégrale  .1  le  long  de  la  droite  Afi  est  nulle 
dans  ces  deux  cas,  tandis  qu'elle  est  positive  pour  toute  autre  courbe  de 
classe  (I),  joignant  les  deux  points  A  et  B. 

9°  Si  l'on  a  o  <  m -<  m',  ou  m"<m<i,  la  droite  AB  donne  un  mi- 
nimum faible  pour  l'intégrale  J. 

3"  Knfin,  si  l'on  a  ni'^m^m",  la  droite  AB  ne  donne  ni  un  minimum 
fort,  ni  1111  minimum  faible,  puisque  la  condition  de  Legendre  n'est  pas 
satisfaite. 

Cet  exemple,  dû  aussi  à  I\L  Bolza.  conduit  à  une  remarque  intéressante. 
Nous  voyons  que  la  fonction  E(x,  y;  m,  y')  est  positive  pour  toute  valeur 
finie  de  ^'',  lorsque  m  est  négatif  ou  supérieur  à  i,  quoique  la  dérivée 
seconde  Fyt:=  i2(y' — ni')(y' — m"^  ne  soit  pas  positive  pour  toute  valeur 
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finie  de  y'.  La  condition  Fyî>-  o  n'est  donc  pas  une  condition  nécessaire 
pour  qu'il  y  ait  un  minimum  fort  (n"  640;. 

2"  Soit    F=   r-   On    a    remarqué    plus  haut    que   la  condition    de 

Weierstrass  ne  peut  être  vérifiée  que  |)0ur  les  parallèles  à  l'axe  des  t. 
Toute  autre  extrémale  ne  peut  donc  fournir  un  exlremum  fort.  Comme  la 
condition  de  Jacobi  est  toujours  vérifiée,  puisque  u  =  i  est  une  solution 
de  l'équation  aux  variations  (  n'  034,  note),  il  y  aura  exlremum  faible  si  la 
condition  de  Legendre  est  vérifiée,  c'est-à-dire  si  (3j'-  —  i)x  conserve  un 
signe  constant  le  long  de  l'extrémale  considérée. 

642.  Interprétation  de  la  méthode  de  Weierstrass.  —  A  chaque 
solution  u(x,y)  de  léqualioii  (65)  correspond  une  fonction  0(  or,  j') 
vérifiant  les  deux  relations 

(70)  —  =  Fix.  y,  u)-  uF„{x,y,  u),        -—  =  F„(x,  y,  u)\ 

Weierstrass  a  présenté  sa  méthode  sous  une  forme  un  ])f'u  diffé- 
rente, qui  met  en  évidence  la  signification  de  cette  fonction  h{x,y). 
L'équation  h(x,  y)=  C  représente  I  intégrale  générale  de  l'équa- 
tion différentielle 

(71)  [Flx,y,  u)  —  uF'u(t,  y,  i<  )\  dx -\-F',Jx,  y,  u)dy  =  o, 

qui  définit  précisément  les  courbes  transversales  (n°  626 j  du  fais- 
ceau d'exlrémales  considéré,  pour  lequel  on  a  j'' =  u{x,y). 

Soit  •'  la  transversale  qui  passe  par  un  point.  E  de  1  arc  AB  ou 
pris  sur  le  prolongement  de  cet  arc.  Prenons  sur  celte  transver- 
sale un  arc  DF,  dont  les  extrémités  sont  de  part  et  d'autre  de  E, 
assez  petit  pour  que  ¥{x,y\  u)  ne  s'annule  pas  le  long  de  DF  et 
que  les  extrémales  qui  coupent  transversalement  DF  soient  dans 
le  champ  (').  Nous  pouvons  alors  limiter  le  champ  par  les  deux 
extrémales  (j'',  (/',  issues  des  points  Y)  et  F  et  par  deux  segments 
de  droite  x  =  x,^^  x^x^  yfif:.  io4).  l^ar  chaque  point  M  de  ce 

(')  Nous  laissons  de  coté  le  cas  exceptionnel  où  V{x,  >',  // )  serait  mil  tout  le 
long  de  ^j.  La  transversale  issue  de  E  se  confondrait  alors  avec  ()„.  On  peut  tou- 
jours écarter  ce  cas  puisqu'on  peut  ajouter  à  V  une  expression  quelconque  de  la 

dv        ùv 

forme h  -r—  y'  sans  elianscr  le  problrmc  (  n"  1)21  ),  cl   il   suffira  do  disposer 

ôx        oy 

de   f(a:,  y)   de    façon    à    éviter   ce    cas  exceptionnel.   On    peut    même    disposer 

de  v{x,  y^  Aç.  façon  à  avoir  pour  transversale  une  courbe  choisie  arbilraireiiienl, 

par  exempli-  la  droite  x  =  x^. 


fil  8 
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cliam|)  passe  une  exlrémale  Cj  du  faisceau  qui  coupe  iransversa- 
leineot  y  en  un  point  délerminé  m  de  DE.  Comme  cas  parti- 
culier, il  peut  se  faire  que  la  courbe  y  se  réduise  à  un  point  J\^ 
pris  sur  le  prolongement  de  AB;  le  faisceau  est  alors  constitué 
par  les  exlréinales  issues  de  ce  point.  Cela  étant,  soit  \J(jc,y) 

rintëgrale  définie    /  F{a:,  y,  y')  dx  prise  le  long  de  lare  m  M  d.; 

l'extrémale  Cj  qui  passe  au  point  M,  à  partir  du  point  m  où  elle 


Fi-,  m',. 


coupe  V  transversalement;  \J(.r,y)  est  une  fonction  bien  définie 
pour  tout  point  du  champ  et,  d'après  la  formule  générale  (i8')  qui 
donne  la  première  variation  (n"  625),  sa  difTérenliellf'  totale  d\J 
est  identique  à  dh.  Comme  la  fonction  h{x,y)  nest  définie  qu'à 
une  constante  près,  nous  pouvons  j)rendre  h  =  l](x,y). 

Soitr  une  courbe  quelconque  de  classe  (I)  située  dans  le  champ 
et  joignant  les  deux  points  A  et  13.  On  a  la  suite  d'égalités  évidentes 


jp_j(,^    (  Y{x,y,y)dx-    1     dH  =   /   )F{x;j^,y)dx  — 


f/9 


el,  en  remplaçant  c/O  par  sa  valeur  nous  retrouvons  la  formule  de 
Weierstrass.  Le  raisonnement  ne  dillV-re  pas  au  fond  du  premier, 
mais  nous  voyons  la  signification  de  la  fonction  auxiliaire  h{x^  y) 
qui  intervient  dans  la  transfornialion  de  Jr —  ''(i'^- 

Connaissant  un  système  de  solutions  des  deux  équation-  (701.  on   peut 
mettre  la  fonction  ¥{x,  y,  y')  sous  la  forme 


{!->) 


F(jr,  y,  y'  t 


dx 


H y  -^-  (j{x.  y.  y 
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la  fonction  G(x,j-,y)  et  sa  dérivée  Gj.,  s'annulant  quand  on  remplace/' 
par  ii( X,  y).  Inversement,  si  par  un  moyen  quelconque  on  a  mis  la  fonc- 
tion F  sous  la  forme  (~.>),  où  0  ne  dépend  que  de  x  et  de  r,  et  où  G(x,y,y' ) 
et  G'y(x,  y,  y')  s'annulent  pour  jk'=  u{x,  y),  les  courbes  intégrales  de 
l'équation  J-' =  M(a7, /)  forment  un  faisceau  d'extrémales,  et  le*  courbes 
^{x,  y)  =  G  sont  les  tran^iversales  de  ce  faisceau.  En  effet,  si  l'on  diiïé- 
rentie  les  deux  membres  de  l'identité  (72)  par  rapport  à  r  ,  et  qu'on  rem- 
place ensuite  y'  par  u  dans  les  deux  relations,  on  retrouve  précisément 
les  formules  (70).  La  fonction  E(x,  y;  u,  y')  relative  à  ce  faisceau  d'extré- 
males est  identique  à  la  fonction  G(x,  y;  y' )  elle-même. 

On  remarquera  que,  si  0  se  réduit  à  une  constante,  F  se  réduit  à  G,  et 
l'équation  différentielle  (7 1)  des  couibes  transversales  est  vérifiée  identi- 
quement. 

G43.  Équation  des  familles  de  transversales.  —  En  éliminant  u  entre 
les  deux  équations  (70),  on  obtient   une  équation  aux  dérivées  partielles 

dont  l'intégration  permettra  de  former  toutes  les  familles  de  courbes  trans- 
versales. En  effet,  à  toute  solution  ^(x,  y)  de  cette  équation  correspond 
une  fonction  u(x,  y)  satisfaisant  aux  deux  relations  (70)  et  par  suite  à 
l'équation  (63  ). 

Les  courbes  intégrales  de  l'équation  y' =  u(x^  yt  forment  donc  une 
famille  d'extrémales,  dont  les  courbes  ^{x,y)  =  C  sont  les  courbes  trans- 
versales. La  récipioque  est  immédiate,  et  nous  avons  la  proposition  sui- 
vante :  Si  fi{x,y)  eut  une  intégrale  de  l'équation  {~'^},  les  courbes 
b(x,  y)  ^  G  forment  une  famille  de  transversales,  et  on  les  obtient 
toutes  de  cette  façon.  Gomme  on  l'a  déjà  observé  (n°62G),  une  famille 
de  transversales  est  définie,  si  l'on  se  donne  une  courbe  de  cette  famille. 
Ceci  est  bien  d'accord  avec  le  théorème  général  d'existence,  car  une  inté- 
grale de  l'équation  (yS)  est  déterminée  quand  on  se  donne  sa  valeur  (qui 
est  ici  une  constante  quelconque)  tout  le  long  d'une  courbe  du  plan  des  xy. 

L'intégration  de  l'équation  (73)  se  ramène  à  l'intégration  de  léquation 
d'Euler  (  n"  0:21)  et  réciproquement.  Nous  allons  montrer,  en  elVet.  que  les 
courbes  extrémales  sont  les  projections  sur  le  plan  des  xy  des  carac- 
téristiques de  l'équation  (~'i). 

Soit  y=f(x)  l'équation  d'une  extrémale  CJ;  on  a  déjà  fait  remar- 
quer (p.  606,  note)  que  la  courbe  gauche  F  ]y  =f(x),  u  =f'(x)[  était  une 
courbe  caractéristique  pour  l'équation  en  //.  En  d'autres  termes,  il  existe  une 
inlinité  d'intégrales  «  =  F(.r,  j)se  rt-duisant  à /'(r)  quand  on  rem|dace  k 
|);ir  f(x).  A.  chacune  de  ces  fonction-;  u  coi nspoml  uni'  intégrale  de 
l'équation    en    0,    qui    sera   complètement   déterminée   si    Ion   se   donne   sa 

valeur  0^  en    un    point  M»  île   (1;   les  valeurs   de  'J,  -— ,  -—sont    donc   les 
'  "  c>  1  dx    dy 


€20  CHAPITRE   XXXIV.   —   CALCUL   DES   VARIATION?. 

mêmes  pour  toutes  ces  intégrales  le  long  de  (),  d'après  les  formules  (70). 
Il  s'ensuit  qu'elles  sont  tangentes  tout  le  long  d'une  courbe  T'  de  l'espace 
(t,  y,  0)  qui  se  projette  suivant  la  courbe  (J  sur  le  plan  des  xy.  Cette 
courbe  l"  est  donc  une  caractéristique  de  l'équation  (73),  et  l'on  démon- 
trerait de  la  même  façon  qu'inversement  toute  caractéristique  de  l'équa- 
tion en  0  se  projette  sur  le  plan  des  xy  suivant  une  caractéristique  de 
l'équation  en  »,  et  par  conséquent  suivant  une  courbe  extrémale. 

Posons,  pour  abréger,  n  =  -— >  7  =  r—:  les  équations  différentielles  des 
■  ■:>     '  /         àx     ^        oy 

caractéristiques  de  l'équation  (73)  sont 

dx        (/«J»  dy  _  c»*  '^P  _        '^*  dq  _        <J<Î> 

^'^^      Tt^'d^'         It^'dq'         1i~~~dx'         'dt^~ôy' 

en  désignant  par  t  une  variable  auxiliaire.  L'intégration  de  ce  système 
canonique,  en  tenant  compte  de  la  relation  <!'  =  o,  est  équivalent  à  l'in- 
tégration de  l'équation  d'Euler.  Si  l'on  connaît  une  intégrale  ^{x,y^  a)  de 
l'équation  (73),  dépendant  dune  constante  arbitraire  a,  différente  de  celle 
qu'on  peut  toujours  ajouter  à  une  solution,  6(0-,^,  a)  ^- b  est  une  inté- 

srrale  complète,  et  1  équation  -—  -^  c  =  o,  ou  a  et  c  sont  deux  constantes 

arbitraires,  est  l'équation  générale  des  courbes  extrémales{i\,  n°448). 


Si  l'on  a  F  =  g{x.  y)  \/  \  -1- j''-,  léquation  en  0  est 

-(f:)'  =  U'(^.r)P. 


dx )     '   \dy J 


Sur  toute  intégrale  5  =  6(ar,  jk),  les  caractéristiques  sont  les  lignes  de 
plus  grande  pente.  Le  réseau  formé  par  les  courbes  de  niveau  z  —  const. 
et  les  lignes  de  plus  grande  pente  se  projette  sur  le  plan  des  xy  suivant 
un  réseau  formé  d'un  faisceau  d'extrémales  et  de  leurs  trajectoires  ortho- 
gonales. 

644.  Cas  de  deux  fonctions  inconnues.  —  L'interprétation  précédente 
de  la  niélhode  de  Weierstrass  permet  de  l'étendre  aisément  au  cas  de 
n  fonctions  inconnues;  nous  raisonnerons  encore  en  supposant  n  ^1.  La 
définition  d'un  champ  d'extrémales  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  qui  a 
été  donnée  pour  n  =  i.  Une  région  (fc>  de  l'espace  est  un  champ  s'il  existe 
une  famille  d'extrémales  dépendant  de  deux  paramétres  (ou  congruence 
d'extrémales)  telle  qu'il  passe  une  extrémale  de  cette  congruence  et  une 
seule  par  tout  point  de  (i?,  les  coefficients  angulaires  u{x,  y,  z),  v{x,  y,  z) 
de  la  tangente  à  l'extrémale  qui  passe  au  point  (x,  y,  z)  étant  des  fonctions 
continues  qui  admettent  iles  dérivées  partielles  continues  dans  ©.  Lorsque 
les  conditions  de  Legendre  et  de  Jacobi  sont  vérifiées  pour  un  arc  d'extré- 
male  (j'o,  les  raisonnements  faits  pour  n  =  i  prouvent,  en  les  modifiant  un 
peu  sur  certains  points,  qu'on  peut  trouver  d'une  infinité  de  façons  un 
champ  d'extrémales  entourant  (j'o,  de  telle  sorte  que  (j'o  soit  une  extrémale 
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de  la  congruence.  Four  fixer  les  idées,  considéron';  la  congruence  formée 
par  les  extréinales  voisines  de  (j'o  issues  d'un  point  -\,  d'abscisse  x^, —  A  «iu- 
le prolongement  de  l'arc  (j'o,  h  étant  un  nombre  positif  assez  petit  pour 
que  o-l)  n'ait  pas  de  foyer  conjugué  sur  AB  in"  637).  Ces  extrémales  sont 
représentées  par  deux  équations  de  la  forme 

(75)  y  =/(^,  >-,  l^),         -  =  ?(J\  >-.  ;JL), 

où  les  fonctions  /(x,  X,  ijl),  o(x,  X,  jji),  qui  se  réduisent  respectivement 
À  f  {x)  et  à  ç!(.r )  pour  X  =  ti.  =  o,  sont  continues  et  admettent  des  dérivées 
partielles  continues,  lorsque  x  varie  de  .?„ —  h  à  .rj,  pourvu  que  |X|  et  |iJL| 

■      r.     •  .  1  •    .  ^  rv  I  11.  D  (  A    ^  ) 

soient  inlerieurs  a  un  nombre  posilil  o.  De  plus,  le  déterminant  - — -. — '—^ 

prfs  pour  les  valeurs  X  =  ;ji  =  o,  ne  s'annule  pas  lorsque  .r  varie  de  x^ 
à  j"i  (n"  637).  Il  suit  de  là  qu'inversement  on  peut  déterminer  un  nombre 
positif  £  tel  que,  pour  tout  système  de  valeurs  de  .r,  y^  z  satisfaisant  aux 
inégalités 

(76)  xo^x^xu         \y—f(x)\it.         |^-'^(:rj|^s, 

les  équations  (7J)  admettent  en  X  et  ;jl  un  système  de  solutions  et  un  seul 

l  =  ~(x,y,  z),         ;x  =  r,Cr,  j-,  -), 

où  7:  et  "i  sont  des  fonctions  continues  qui  deviennent  nulles  lorsque  le 
point  (x,  y,  z)  vient  sur  (jo  (i).  La  région  (JD  définie  par  les  inégalités  (76), 
constitue  donc  un  champ  d'extrémales;  par  tout  point  de  ce  champ,  il 
passe  une  extrémale  et  une  seule,  issue  du  point  -A>,  voisine  de  Çj'q.  Il  est 
clair  que  nous  pouvons  remplacer  ce  champ  cO  |)ar  un  champ  (Jt)',  qui  se 
compose  de  la  région  de  l'espace  balayée  par  les  extrémales  <)'  issues 
de  <l\d  lorsque  le  point  (X,  jjl)  décrit  un  domaine  voisin  de  l'origine. 
Soient  u(x^  y,  z),  p(.r,  y,  z)  les  coefficients  angulaires  de  la  tangente 
à   l'extrémale   qui   passe   |)ar   le   j)oinl  {x,  y,  z)  de  CO',    et  0(x,  y,  z)  la 

valeur  de  l'intégrale  définie    /  Ft  x,  y^  z,  y',  z'  1  dx  prise  depuis  le  point  s\o 

jusqu'au  point  M  le  long  de  l'extrémale  du  faisceau  qui  joint  ces  deux 
points.  D'après  la  formule  générale  qui  donne  la  première  variation  (  n"  (îS.-!), 
la  dilléreiuielle  totale  d()  a  |jour  expression 

d(ï  =  [V(x,  y,  z,  «,  (•)—  uF',^(x,y,  z,  //,  ^•)—  t-F^a-,  y,  z,  11,  t)]  dx 
-h  b'u  dy  -+-  F;,  dz. 

Si    r    est    une    courbe    di;    classe   i  I  1    tlu    chami)    lO'  joignant    les    ileux 


(')  On  peut  le  démontrer  par  (•\(in|)lc.  tn  ;ip|jli<|iiaiil  la  riiètliudc  des  approxi- 
mations successives  à  la  resolution  du  système  (7.)),  considéré  comme  un  sys- 
tème de  deux  équations  à  deux  inconnues  À,  ;x  (Annales  de  l'L'co/e  Aurmale, 
3*  série,  t.  \XIII,  1906,  p.  '13"  et  suiv.). 
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points  A  et  B.  nous  avons  encore 


=    /   \F(x,  y,  z,  y,  z')  dx  —  dO 


^0 


c'est-à-dire 


(77)  Jr  — •I(|=        E(x,y,z;i{,i'.y,z')dx, 

,1      ,/|, 

formule  tout  à  fait  pareille  à  la  formule  (67)  et  dont  on  lire  les  mêmes 
conséquences.  La  courbe  extrémale  ()'o  donne  un  minimum  si  la  fonc- 
tion \l(  X.  y.  z  ;  //.  f,  p,  g)  est  positiie  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs 
finies  de  p  et  de  q  dans  un  domaine  CD  entourant  (j'o,  défini  par  des 
inégalités  de  la  forme  ('j6), 

La  formule  de  Taylor,  limitée  aux  termes  du  deuxième  degré,  donne 

E(x.  j|-,  ^  ;  u.  (',  y',  z'  ) 

=  -  l^y—uy^'rd^^J':  -'  u -{-eiy'— u),  v -hSiz'— (•)] 

+  ojy-  u)(z'-  ,.)f;,,.(  ...)+(-'-  c')-F'U(  ■••)!; 

on  en  conclut  que  Ço  fournit  un  minimum  de  J  si  la  forme  quadratique 

F'y'-ix.y,  z,y,  z')f^  -\-  i¥"y-j{. .  .)tw  -^  ¥",-,{..  .)w''- 

est  une  forme  définie  positive  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  finies 
de  y  et  de  z' .  lorsque  le  point  ( .r,  jk,  z)  reste  dans  le  domaine  (0. 

Les  conditions  précédentes  sont  suffisantes  pour  que  (jo  donne  un 
minimum  fort.  Pour  le  minimum  faible^  on  démontre,  comme  au  n°  041, 
que  les  conditions  de  Legendre  et  de  Jacobi  sont  suffisantes.  En  dautres 
termes,  il  suffit  que  la  forme  quadratique  précédente  soit  une  forme 
définie  positive  tout  le  long  de  Ç\q,  y'  et  z'  étant  les  coefficients  angulaires 
de  la  tangente  à  cette  courbe,  et  que  la  condition  de  Jacobi  soit  vérifiée. 

Il  est  clair  que  la  façon  dont  nous  avons  déterminé  la  congruence 
d'extrémales  ne  joue  aucun  rôle  dans  le  raisonnement,  et  la  méthode  de 
Weierstrass  revient  en  définitive  à  mettre  ¥{x^y^  z,  y',  z')  sous  la  forme 

/    o  I    ^"  = i r  H — —  Z  -h  (  y  —  u)-  Li{x,  V,  z,  y  ,  z  ) 

(  78  )  Ox        Oy-^  dz  -^  /       ^     >  y  '     '  ^  '      / 

(  --  -ilKy'—  u)(z'—  p)-4-  K(-'— r)2, 

0,  «,  ('  étant  des  fonctions  de  x,y^  z\  G,  H,  K  des  fonctions  de  x,  y,  s, 
y  z\  et  toutes  ces  fonctions  étant  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  dans 
un  certain  domaine.  Inversement,  toutes  les  fois  que  la  fonction  F  a  été 
mise  sous  cette  forme,  les  courbes  intégrales  du  système  d'équation?  difîé- 
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10  iiti  elles  r'=  iiix,  y.  z).  z  z=  v(  x^  y,  z)  ?<onl  des  e\  tréma  les.  Un  |)oiin;iit 
le  vérifier  par  un  calcul  direct,  mais  il  suffit  d'observer  que  la  pretiiière 
■\ariation  de  l'intégrale  J  le  long  d'un  arc  de  l'une  de  ces  courbes  d'extré- 
mités fixes  est  évidemment  nulle.  Les  surfaces  0(j-,  r,  z)  =  const.  sont 
coupées  transversalement  par  ces  extrémales.  En  effet,  si  l'on  rem- 
place^' et  z'  par  u  et  v  respectivement  dans  l'équation  (78  1,  et  dans  celles 
qu'on  on  déduit  en  dillérentiant  par  rapport  à  ^'  et  à  z' ,  on  en  lire 

et  la  condition  de  transversalité  est  bien  vérifiée  (n°  626). 

En  éliminant   u  et  r  entre  les  équations  (79),  on  obtient  l'équation  aux 
dérivées  partielles  qui  définit  les  familles  de  surfaces  tranversales. 
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6io.  Forme  paramétrique  dune  intégrale.  —  I)ans  les  pro- 
l)l<'Mnes  ôiiidit's  jiisfju'ici,  les  courbes  considérées  ne  peuvent  élre 
rencoiHrées  en  plus  d  un  point  par  une  droite  parallèle  à  Or,  ou 
par  un  plan  parallèle  au  plan  des  i'.:?.  Mais,  dans  beaucoup  de  pro- 
blèmes de  géométrie,  celle  restriction  est  absolument  artificielle, 
et  rintéyrale  définie  dont  on  cherche  l'exlremuni  a  un  sens  pour 
toute  courbe  admettant  une  tangente  donl  la  direction  varie  d'une 
manière    continue.     Supposons,     par    exemple,     qu'on    cherche 

l'extremum  de  lintégralo  .1  =    /      i  y -{- a  \/ \ -x-  v-^  <lx\  on  a  vu 

plus  haut  ('n°6'28)  que  les  extrémales  sont  îles  circonférences  de 
rayon  a.  Si  la  distance  des  deux  points  donnés  A  et  B  est  égale 
à  2(2,  une  demi-circonférence  décrite  sur  AB  comme  diamètre  est 
bien  une  courbe  exlrémale  joignant  ces  deux  points;  mais,  lorsque 
la  droite  AB  n"est  pas  parallèle  à  0.r,  il  v  a  des  parallèles  à  Oy 
qui  lenconireni  celte  exlrémale  en  deux  [»oints.  Le  problème,  tel 
qu'il  a  été  |)OSi'!  au   n"()!2I,  n'a  donc  pas  de  >olulioii  di'.ns  ce  cas; 

cependant,  si  Ton  f'cnl  I  inl(''i:r:dt'  .1  1—  l  y  <lx  -\-  n  <ls.  cette  inté- 
grale, prise  le  long  de  la  demi-circonférence,  a  encore  un  sens,  et 
nous  véi'ifierous  un  peu  plus  loin  (^n"  (H7)  que  la  première  varia- 
tion de  .1  csl  nulle  (pi.inil  on  eom|i;ii'e  sa  Nalenr  le  iou^  de  la  demi- 
circonférence  à  sa  valeur  jnise  le  long  d  Une  eoiirbe  inruiiment 
voisine  avant  les  mêmes  exlrémilés. 
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Nous  allons  exposer  la  théorie  de  \\  elerstrass  en  nous  bornant 
aux  courbes  planes,  et  en  insistant  surtout  sur  les  différences  de 
la  nouvelle  théorie  avec  les  jirécédentes. 

Nous  dirons  qu'un  arc  de  courbe  F  est  de  classe  C'.  si  Ion  peut 
représenter  les  coordonnées  dun  point  quelconque  M  de  cet  arc 
par  deux  fondions 

(80)  a:  =  o(t).         y  =  <l(t), 

(liiu  paramètre  auxiliaire  l,  qui  sont  continues  et  admettent  des 
dérivées  premières  continues  <^'{t),  '}'(0  (jui  f^^  peuvent  s'annuler 
simultanément  lorsque  t  varie  de  ^o  à  ^,,  valeurs  du  paramètre 
qui  correspondent  aux  extrémités  A  et  B  de  T.  On  peut  toujours 
suj)poser  /,,  <!  t^  ;  c'est  ce  que  nous  ferons  désormais.  Nous  appel- 
lerons V  le  point  qui  correspond  à  la  valeur  t^^  B  le  point  qui  cor- 
respond à  la  valeur  <,,  5(?/?5 /?05 «7//* sur  l'arc  AB  le  sens  de  parcours- 
d'uu  mobile  qui  décrit  cet  arc  en  marchant  constamment  de  A 
vers  B.  Lorsque  t  croît  de  t^k  ^,,  le  point  de  coordonnées  'f  (Or 
'l(t)  décrit  l'arc  AB  dans  le  sens  positif,  puisque  les  deux  dé- 
rivées '-3'(0,  •y(^)  ne  peuvent  s'annuler  pour  une  même  valent- 
de  t.  Si  cet  arc  ne  présente  pas  de  point  double,  à  tout  point  M 
de  cet  arc  correspond  une  valeur  et  une  seule  de  t  entre  t^  et  ^,. 
Nous  désignerons  par  0  l'angle  que  fait  la  direction  positive  de  la 
tangente  avec  0:c,  cet  angle  étant  compté  comme  en  Trigono- 
métrie et  n'étant  défini  qu'à  un  multiple  près  de  2—.  Les  cosinus 
directeurs  de  cette  direction  positive  de  la  tangente,  c'est-à-dire 
les  cosinus  des  angles  (comptés  de  o  à  tt)  qu'elle  fait  avec  Ox 
et  Or,  sont  cosQ  et  sin^l.  Tout  système  de  deux  nombres  KcosO, 
KsinO,  où  K  est  un  nombre  positif  quelconque,  constitue  un  sys- 
tème de  paramètres  directeurs  j)Our  cette  tangente.  On  peut 
prendre  pour  paramètres  directeurs  les  dérivées  '-^'(t),  4''(')> 
puisqu'on  a 

0'=  cos6  v/'f'2—  <y-.         -y  =  sinO  /u'^-f-  <l>'-. 

Toute  courbe  T  de  classe  C'  admet  une  infinité  de  représentations 
paramétriques  de  cette  espèce.  En  effet,  si  les  formules  (80)  four- 
nissent une  représentation,  on  en  obtiendra  une  nou\elle  en  rem- 
plaçant dans  ces  formules  l  par  une  fonction —(T)  d  une  variable  t,. 
continue  et  croissante  de  ^0  à  /,  lorsque  t  croît  de  Tq  à  t,,  et  ayant 
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une  dérivée  continue  —'(-ri  qui  i\v  sannul».-  pas  cnlre  -„  el  -,.  (Jn 
passerait  de  cette  représentation  à  hi  première  eu  remplaçant  -  par 
la  fonction  inverse  7:~'(^).  En  particulier,  on  pourra  toujours  sup- 
poser eflectuée  une  substitution  linéaire  t  =  y- -+-  !j,  de  façon  ([ue 
les  limites  soient  des  nombres  donnés  à  l'avance,  o  et  i  par 
exemple. 

Cela  posé,  soit  ¥[x,  y;  x\  y')  une  fonction  des  cjuatre  va- 
riables X,  y,  x\  y\  continue  et  admettant  des  dérivées  partielles 
continues  jusqu'au  troisième  ordre,  lorscpie  le  point  (j",  y)  reste 
dans  une  région  t>l  du  plan,  pour  tout  système  de  \aleurs  finies 
de  x\  y' ,  tel  que  x'-^y'-  ne  soit  pas  nul.  Soit  V  une  courbe  de 
classe  C  située  dans  A;  si  les  formules  (80)  donnent  une  repré- 
sentation f)iiriinH'lrique  de  cette  courbe  satisfaisant  aux  conditions 
qui  \iennent  d  être  e.\ pliipiées,  l'intégrale  définie 

->  'i 
(81)  .1=    /      V[o{t),'h{t);':>'{t),<y{t)\dt 

d  une  \aleur  déterminée  ([ui  déjjend  non  seulcnnNil  de  la  courbe  T 
elle-même  mais  aussi  du  mode  de  représentation  adopté,  si  la 
fonction  F  est  quelconque.  Nous  allons  d'abord  cborcber  à  quelles 
conditions  doit  satisfaire  la  fonction  F  pour  «pie  la  valeur  de  J  ne 
dépende  que  de  la  courbe  T  elle-même  et  du  sens  de  parcours 
adopté,  et  soit  indépendante  du  mode  de  représentation.  Il  faut  et 
il  suffit  pour  cela  que  l'iiitt-grale  de  même  forme  que  .1,  |)rovenaul 
d'une  autre  représentation,  ait  la  même  valeur  (|ue  la  |)remière. 
Eti  icMoplaçant  dans  les  formules  (80)  t  par  une  Innclion  tt^t), 
satisfaisafit  aux  conditions  qui  ont  été  spécifiées  tout  à  llieurc.  on 
a  une  nouvelle  représentation  paramétrique  dr  la  courbe  1",  où  ■^, 
'S,  'j>\  'V  sont  renq)lacêes  respectivement  |)ar  .^|-(t)|,  •ii[7C(T)]. 
o'{t.)-',  '!/'(-)-'  et  la  \aleiir  iji-  linU-grale  (  <S  1  1  r'clalivc  à  celte 
nouvelle  représeiilahon  est 

(8'/)    J'=   /     'v]-^\-(^>l-l\T.i-)\;-y\-i-.)\iz'iz),'y\T.i-)\T:(-.)\ch. 

Si  l  on  iail  dans  cette  intcgrali'  le  cban^cmcnt  de  vai  labb'  —(t)  =  //, 
elle  devient 

(82/  y=j      l'\o(u),  ^(U};  tù'{u)r.'(-.),  <y(u)-'(-)\-^. 

'0 
G.,  111.  ,0 
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l'uni-  que  les  intégrales  (8i)  et  (82)'  soient  égales  quelles  que 
soient  la  courbe  F  et  la  représentation  paramétrique,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  éléments  soient  égaux,  c'est-à-dire  qu'on  ait  identi- 
(|ueiiionl 

i'[o{ii),  't'C");  ?\"j-\-i,  'y(")~'(';J  =  "'<')''■  1 9 <";■  'h");  ?'("^  'fC")]. 

la  fonction  t^' {'z)  ayant  une  valeur  positive  ([uelconque.  Nous 
dirons  avec  M.  Bolza  qu'une  fonction  F(:r,  y\  x' ,  y')  esi  positive- 
ment homogène  en  x',  y\  et  de  degré  m^  si  l'on  a,  pour  toute 
valeur  positive  de  K, 

(83)  ^{x,y;  K.r',  Kj')  =  K"'F(:r,  j;  .r',  y ). 

Le  résultat  de  la  discussion  précédente  peut  alors  s'énoncer 
comme  il  suit  :  Pour  que  la  valeur  de  l' intégrale  (81)  ne 
dépende  que  de  Varc  AB  de  classe  C'  et  du  sens  de  parcours 
adopté,  il  faut  et  il  suffit  que  F(:c,  y;  x' ,  y')  soit  positivement 
homogène  du  premier  ordre  en  x' ,  y'. 

On  re|)résente  cette  intégrale  p;ir  l'une  ou  l'autre  des  notations 

Jr=    f  V[x,y:  x'(f),y(t)]d(=    I    V{x,y:dx,dy), 

où  la  \arial)le  /  n'est  pas  spécifiée. 

Remarques.  —  i"  Une  foncliou  ralionnello  en  x\  y' ,  qui  satisfait  à  cette 
condition,  est  homogène  au  sens  absolu  du  mot,  car  elle  est  le  quotient  de 
deux  polynômes  homogènes  en  x' ,  y\  de  degrés  m  et /«  —  i  respective- 
ment. Il  n'en  est  pas  de  même  d'une  fonction  irrationnelle;  par  exemple, 

le  radical  y x'^-v- y"^,  pris  positivement,  est  bien  positivement  homogène, 
mais  si  l'on  change  x  en  Y>.x\y'  en  K^',  K  étant  négatif,  on  a 


s/ViP-x'"--^  \\:^y''^=L  —  K  \J x'-  -\-  y'-. 


L'expression  a  x ->r  b  y' -\- ^  x  - -^  y"-  est  la  somme  de  deux  termes  positi- 
vement homogènes,  dont  l'un  change  de  signe  quand  on  change  x'  en  —  x\ 
y'  en  — y\  tandis  que  l'autre  ne  change  pas. 

7."  Quand  on  change  le  sens  de  parcours  sur  1',  l'inlégrale  le  long  de  iîA 
0  pour  v;ileur 

^-/„ 

.l|,A=      /  V\o{—t),^{—t);—^\—t),—'\f\^-t)\dt 

=    f    l^[o(  II),  <!^(in:  —'f'(ii),  —<l'{ii)]du; 
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si  la  fonction  F  est  iioraogène  en  a:',^',ausensabsoludu  mot,  on  aI|tA  =  —  'ah. 
Au  contraire,  si  F{x,  y\  —  x',  —  y' )  =  F{x,  y\  x' ,  y'),  on  a  Ira  =  Iab,  et 
la  valeur  de  l'intégrale   ne  dépend   pas  du  sens  de   parcours.  L"c\emple  le 

plus  simple  est  fourni  par  l'intégrale    /  \/x'-  -i- y'-  df. 

3"  Dans  le  cas  particulier  où  la  courlie  Test  une  courbe  de  classe  (I), 
si  l'on  a  en  outre  a7o<Xi,  on  peut  prendre  pour  représentation  paramé- 
trique a"  =  ^,  j"  =y(^),   et  l'intégrale  prend  la   forme  considérée  jusqu'ici 

Inversement,   toute   intégrale     /       G(x.  y,  y')dr,   prise    le    l'uig    d'une 

courbe  V  de  classe  (  I),  peut  se  mettre  d'une  infinité  de  manières  sous  forme 
paramétrique.  Si,  par  CNemple,  on  a  a'o^a"],  il  suffira  de  poser  a*  =  »(<), 
(p(0  étant  une  fonction  de  classe  (  I)  telle  que  x  croisse  de  Xq  à  Xi  lorsque  t 
croît  de  ^0  à  /[,  puis  'M^)  =/[?(0])  ^^  l'intégrale  prend  la  forme  para- 
métrique /  G  ci(^/),  'Jyf/;;  -^yi-^  !5'(/)  f//.  La  fonction 
.  '/^         L'  '  ?  (^)J  ■ 

¥[x,  r;  x'{t),  y'{t)\  =  G(.r,  y\y'jc)x' 

satisfait  bien  à  la  condition  d'homogénéité.  Mais,  jiour  (|ue  celte  transfor- 
mation présente  quelque  intérêt,  il  faut  que  la  forme  païamétrique  de 
l'intégrale  s'applique  à  toutes  les  courbes  de  classe  C,  au  moins  dans  un 

certain  d(jniaine.   I*ar   exemple,   l'intégrale    /      y'-dx   peut    s'écrire    sous 

forme  paianK'liiqiie  /  - — ;— —  dt,  et  celte  nouvelle  intégrale  n  a  pas  de 
valeiii   finie  pour  unr  courbe  de  classe  C  qui  a  une  tangente  parallèle  à  <))'. 

fiiO.  Nouveau  problème.  —  Soit  F(^j7,  y\  x' ,  y')  une  lonclion 
salisfalsaiil  aux.  coiidillons  de  coutlnuilé  et  à  la  condition  dhoino- 
généilé  qui  oui  vAv  fX|)li(|U(''cs  ;  ;'i  loulc  comiIk-  de  elasse  C'  située 
dans  la  région  <»!,  et  décrilt;  dan>  un  sens  ilélenniné,  eorresjxuid 
une  valeur  déleruiinée  de  rinti'grale  .1.  On  peut  se  proposer  pour 

ces  intégrales  les  mêmes  j)iol)lèmes  ircxlit'iu (piauv   ii'"  (iiil, 

631  et  suivants,  mais  il  est  nécessaire  de  déliiur  d'uni;  façon  |)i(''- 
cise  ce  qu'on  doit  enU-ndre  par  le  voisinoi^i'  d'une  courlie  de  celle 
espèce.  Ce  voisinage  ne  peut  plus  (^Ire  limilé-  |i;ir  ib-ux  segments 
de  paiallèles  à  Oy  pass.uil  par  les  points  \  <•!  Il,  el  d(Ul  rt'uleiiuei' 
ces   points  à  rmlc'Mn'ur.  I)aiis  la  siiile,  iioii>  a|ip(II('roiis  roisinai^'c 
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d'un  arc  AB  de  classe  C*  la  portion  du  plan  balayée  par  un  cercle 
tie  rajon  o  dont  le  centre  décril  l'arc  VB,  et  nous  le  désignerons 
par  cOp  ou  (0;  hicMi  entendu,  le  nombre  p  est  supposé  assez  petit 
|)0ur  que  (Op  soit  tout  entier  dans  la  région  A.  Cela  posé,  nous 
dirons  que  la  courbe  F  donne  un  minimum  relalil"  de  l'intégrale  J, 
s'il  existe  un  nombre  positif  p  assez  petit  pour  que  la  valeur  de 
l'intégrale  Ji^  soit  inférieure  ou  au  plus  égale  à  la  v;deur  de  la 
même  intégrale  prise  le  long  de  toute  autre  courbe  de  classe  C', 
située  dans  (Op,  avant  les  mêmes  extrémités  que  F.  Le  maximum 
relatif  se  définit  de  la  même  (açon. 

Supposons  que  la  courbe  F  définie  par  les  formules 

OÙ  x{t),  y{^)  ^onl  des  fonctions  de  classe  (1)  dans  l'inter- 
valle (^0»  '1)5  où  ^o<C^i?  donne  un  cxlrcmum  de  l'intégrale  J. 
Soient  ^(/),  f\{t)  deux  fonctions  de  classe  (1)  dans  le  même  inter- 
valle, nulles  aux  deux  limites.  11  est  évident  que  la  courbe  repré- 
sentée par  les  formules  x  =^  x{l) -\- c>.\{t)^  y  =y{t)  +  3.r\{t)  est 
située  dans  le  domaine  (Op  pourvu  (|ue  ]a|  soit  assez  petit,  et  l'in- 
ti'grale 

(84)  J(a)=    f    F[a"(7)+a^(0,j(/)-^aY)(^),ar'(/^-f-aï'(0,y(/)4-ar/(/)Ji/^ 

doit  être  maximum  ou  miniinuin  pour  la  \;ileiir  a  z=  o.  On  peut 
calculer  la  première  et  la  seconde  variation  par  les  formules  géné- 
rales des  n°''6!21  et  ()31,  mais,  à  cause  de  la  propriété  d'liomogét>éité 
de  F,  on  a,  entre  les  dérivées  partielles  de  cette  fonction,  des 
relations  qui  permellent  de  simplifier  les  expressions  générales 
obk'iiues  |)lus  liant  poiii-  oi,  o-l.  De  la  relation  V  ^=  x'¥'y-\- y'Y'y 
qui  est  une  conséquence  de  llioinogénéité,  on  lire  en  elFel  les 
relations  suivantes 

F^c  =  ^'  F.". ..-  -+-  y  Fj.,.',         F;.  =  x'  F."  ',.  -+-  y'  F"-,, 

.r' l'' , '5 -t-  y' F, .■,-•  —  f),  .1?' F,  v'-t- j^'Fv's  =  o. 

Les  deux  dernières  prouvent  (pie  les  dérivées  du  second  oi'dre 
F',.,,  F°..y.,  Y\..  sont  iPS|)e(:ti\  enieiit  proportionnelles  à^'"'-,  — x' y\ 
x''^.  Nous  poserons 

(S'j)  F'',-,=yiFi(x,  y;  x',  y'),         Fly  =  —x'y'Fi,         F"yi=x"-Fi; 
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la  fonction  I'',  (x,  y,  x' ,  y')  ainsi  délinie  est  conlinue  et  admet  des 
dérivées  continues  dans  ,R.,  pourvu  que  x''--\-y''-  ne  soit  pas  nul. 
Mais   il   peut   se   faire  que   V\  devienne  inlinic   |)uur  x'=)''=o, 

même  si  V  reste  (iiiie;  p;ir  exemple,  si  ¥  ^:^\/x'- -\- y'- ,  on  a 

F,=  ^,. 


{x''-^y'-y- 


Itemarque.  —  Si  l'intégrale  J  admet  un  extremum  relatif  fourni  par  une 
courbe  Y  de  classe  C,  il  est  clair  que  cette  courbe  V  fournira  a  fortiori 
un  extremum  relatif  pour  les  courbes  de  classe  (I)  ayant  les  nnMues 
extrénn'lés.  Mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  Il  peut  se  faire  qu'une 
courbe  F  de  classe  (I)  donne  un  extremum  d'une  intégrale  quand  on  ne 
compare  que  les  valeurs  de  l'intégrale  prises  suivant  des  courbes  de  la 
même  classe  (I),  et  ne  donne  plus  d'extremum  quand  on  compare  la  valeur 
de  l'intégrale  Jp  aux  valeurs  de  J  prises  suivant  les  courbes  de  la  classe 
plus  générale  C'  ayant  les  mêmes  extrémités  que  V.  Par  exemple,  il  est 

Je  '     (Ix 
I     -7-,  prise  le  long  du  segment  (o,>.)  de 

l'axe  des  x,  est  plus  grande  que  la  valeur  de  la  même  intégrale  prise  sui- 
vant toute  autre  courbe  de  classe  (I)  ayant  les  mêmes  extrémités.  Mais  si 

r     .r'î  dt 

l'on  écrit  l'intégrale  sous  forme  paramétrique    1       ,.,   -•>  f'"  peut  trouver 

./    X  -  —r  y  - 

des  courbes  de  classe  G',  infiniment  voisines  du  segment  (o/i),  doi)n;iiit 

pour  l'intégrale  une  valeur  supérieure  à  2. 

Considérons,  en  eiïet,  la  ligne  brisée  formée  de  trois  segments,  dont  le 

premier  joint  l'origine  au  point  :r  =  i  -h  h,  y  =  h,  le  second  joint  ce  point 

au  point  :r  =  i ,  j  =  o  et,  enfin,  du  segment  (i,>-).  La  valeur  de  l'intégrale 

suivant  celte  li^ne  est  égale  à  ïh ; -, r-T"'  ^^  P^r  conséiiuoiit. 

supérieure  à  .>,  si  h  est  >  o.  On  démontre  comme  au  11°  (VM)  qu'on  peut 
remplacer  cette  ligne  brisée  par  une  courbe  infiniment  voisine  de  classe  C, 
telle  que  l'intégrale  le  long  de  G'  dilTère  de  liiilégiale  le  long  de  la  ligne 
brisée  d'au^^si  peu  qu'on  le  veut.  Gel  te  remarque,  rapprochée  de  celle  qui 
termine  le  numéro  précédent,  montre  que  le  nouveau  |)roblème  d'extremum 
et  celui  qui  a  été  traité  déjà  sont  essentiellcmoiit  dillerents. 

Gi7.  Forme  générale  de  l'équation  d'Euler.  —  l'om  i|Mr  l;i  pre- 
mière variai  i(»ii  d<:  l'iuléi^rale  (84)  soit  nulle  pour  toutes  les  formes 
possiMes  des  fonctions  l{x),  yi(x),  les  fonctions  ./(/),  y{t)  doivent 
\i'rilicr  Ic's  deux  relations  (n"  ()t23) 

(n<         il   I  oV  \  oV        d   1  oV\ 
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Ces  deux  ëqualions  ne  sont  pas  indépendantes,  car,  en  tenant 
compte  des  relations  entre  les  dérivées  de  F,  les  premiers  membres 
développés  sont  de  la  forme.r'T,y'T;  et,  comme  :r'  ely'  ne  peuvent 
s'annuler  à  la  fois,  les  deux  relations  {<i(^)  se  réduisent  à  la  seule 
équation 

(  «7  )  T  =  F,  (  x'y'-y'x")  ^  Fly  —  F'U^  =  o. 

On  n"a  donc  cju'une  seule  équation  pour  déterminer  les  deux 
lonclions  inconnues  x{t),  y{^)i  n^ais  celle  relation  est  suffisante 
pour  déterminer  les  courbes  extrémales  elles-mêmes,  abstraction 
faite  de  leur  représentation  paramétrique.  En  effet,  cette  équation 
est  de  la  forme  x'y" — y' x''  ^=x'^^,  la  fonction  $  étant  positive- 
ment homogène  de  degré  zéro  en  x' ,  y';  elle  ne  change  donc  pas 
de  forme,  comme  on  devait  s'y  attendre,  quand  on  remplace  t  par 
une  fonction  quelconque  ~(t)  d'une  autre  variable  t,  dont  la  dérivée 
est  positive.  Il  s'ensuit  que,  pour  trouver  toutes  les  solutions  de 
I  équation  (8-),  on  peut  choisir  arbitrairement  le  paramètre 
\ariable  /.  à  la  seule  condition  que  ce  paramètre  aille  en  croissant 
(piand  le  point  (x,  y)  décrit  la  courbe  dans  le  sens  positif.  En 
■particulier,  si  Ton  suppose  que  la  courbe  cherchée  est  de  classe  (I), 
étXo-<  a^),  on  peut  prendre  .r  ^  /,  et  l'équation  (87)  devient  iden- 
tique à  l'équation  d'Euler  qu'on  obtiendrait  en  égalant  à  zéro  la 

première  variation  de  l'intégrale    /       F(j7,  y;    \.  y'j.)dx.  L'équa- 

tion  (87)  n  est  donc  au  fond  que  I  équation  d'Euler  mise  sous  une 
forme  symétrique,  où  la  variable  indépendante  est  laissée  indéler- 
minée.  Au  point  de  \ue  de  l'intégration  formelle,  les  deux  pro- 
blèmes présentent  les  mêmes  difficultés,  mais  l'équation  (8j)  peut 
admettre  des  solutions  formées  de  droites  :r  =  C,  qui  ne  peuvent 
se  présenter  quand  x  est  la  variable  indépendante.  Tel  est  le  cas 
où  F  est  de  la  forme  g{y)^x'- -^ y'- \  ré(|uation  (8-)  est  alors 
sati>ifaite  en  posant  x'  =  o,  et  les  parallèles  à  l'ave  des  y  sont  des 
extrémales  |)our  le  problème  généralisé. 

Pour  acliever  de  délenniner  une  courbe  exlrémale  quand  on  se  donne 
un  point  A  et  la  direction  de  la  tangente  en  ce  point,  il  faut  établir  quelque 
autre  relation  entre  x{t)  ety(t).  Si  l'on  prend  pour  variable  t  l'arc  de 
l'exlréniale  compté  à  partir  du  point  A,  on  ajoutera  à  l'équation  (87)  la 
relation    x' x' -hy'y  =  o,  el  l'on    prendra    pour    \aleurs    initiales   x  =  X(,, 
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y  =  yot  x'  =  cosOo.jK  =  sinOo,  Oq  étant  l'angle  de  la  direction  positive  de 
la  tangente  en  A  avec  Ox.  Les  deux  équations  T  =  o,  x  x' -\- y' y" •=  Q 
donnent  pour  x* ^  y"  des  fonctions  continues  de  x,  y,  x' ,  y'  dans  le  voisi- 
nage des  valeurs  initiales  pourvu  que  Fi(j-o,  ^o',  cosOo,  sinOo)  ne  soit  pas 
nui  et,  par  suite,  il  y  a  dans  ce  cas  une  seule  extréniale  répondant  à  ces 
conditions  initiales.  Si  la  fonction  F(.r,  y:  cosO.  sin6)  ne  s'annule  pour 
aucune  valeur  de  6  dans  la  région  c'R.,  de  tout  point  de  celte  région,  il  part 
donc  une  extréniale  et  une  seule  dans  chaque  direction.  Le  problème  e<l 
dit  ré  S'aller. 


Exemple.  —  Soit  F  =yx'  -h  a  \/x'--hy'^  (cf  n"6:28).  Le  système  à  int<- 

I  - 

grer  est  x'y' — y' x"  =^  —  {x'--i- y'-)-.  x'--^y''-  =  i.  Kn   posant  x'  =  cosO, 

y'=sinO,  il  vient  ^' —  —,  et  rextréniale  cherchée  est  un  arc  de  cercle  de 
a 

rayon  a,  représenté  par  les  deux  équations 

a:-  =  .Tn-H  «  sin  (  Bo-i )  —  a  ?inO„,         y  =  jko—  <'  cos  |  6(, -4-  -  j  -+-  «  cosOy. 

Par  deux  points  A  et  B  dont  la  distance  est  inférieure  à  2a  passent  deux 
de  ces  arcs  de  cercle,  marqués  en  traits  pleins  sur  la  figure,  pour  lesquels 


0  croît  avec  s.  Les  arcs  marqués  en  traits  fins  pour  lesquels  0  diminue 
r|uand  5  augmente  sont  de  même  des  exirémales  pour  l'intégrale  obtenue 
en  changeant  le  signe  du  radical  dan»  !•'. 

lii-marifiie.  —  Lorsque  les  extrt-mités  A  et  1*.  sont  flIes-mémc-^  variables, 
la   formule   j;éncralc     nii   qui    donne   la   prcinL-r.-   vaiialion   ol   se  simplifie 
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et  ne  renfeinie  plus  de  lenne  en  o/,  d'après  la  lelalioii  d'IioiiKtgi'néili'. 
Elle  devient  dans  ce  cas 

(88)  {  ,  "'o  '  ^       /J 

ce  résultat  pouvait  être  prévu,  puisquoii  |)LMit  toujours  clioisir  la  variable  t 
de  façon  que  les  limites  soient  les  mêmes  pour  un  arc  AB  et  pour  un  arc 
infiniment  voisin  A'B'.  F^a  condition  de  transvcrsalité  devient  ici 

(89)  ?],■■(  a:,  y  \  x\  y')lx-^Y'y{x,y\  x  ,  y'  )ly  =  o, 

x\  y'  étant  les  paramétres  directeurs  de  la  tangente  à  l'extrémale  au 
point  (a;,  y),  oj?  et  oy  les  paramèties  directeurs  (te  la  tangente  à  la  courbe 
qu'elle  cou|)e  transversalement. 

648.  Conditions  de  Legendre  et  de  Jacobi.  —  Soient  oci^l)^ 
_}'(^)  un  i,y.-5lùiiie  di;  .soIuIumis  de  ré(|tiaLi()n  (87),  conlinues  ainsi 
que  x' ^  x\  y' t  y"  dans  l'intervalle  ( /<),  /().  Dans  l'expression  de 

la  seconde  \ariation  o-I  de  l'intégiale  (84)  figure  sous  le  signe    / 
.  une  forme  quadralique  en  ç,  r. ,  ;',  t/, 

(qo)  ^  ^^^'■^'  ^''^')  =  F--?"  +  2F;v;'v  +  F;.Yi':'-2F;;.,..-ïr-+-2FVïv,' 

que  \\  eierslrass  transforme  comme  il  suit.  Les  coefficients  de  ^'-, 
i''o'.  ■/)'-  sont  res|)ectivf'menL  ^''-F,,  — j^'y'F,,  x'-Y ^.  Les  coef- 
licients  de  çy/  et  de  7,c'  sont  liés  par  la  relation  (87);  si,  ]joiif 
plus  de  .sjmétrie,  on  introduit  Irois  fonctions  auxiliaires  L,  M,  N 
définies  par  les  relations 

I  L  =  F:,,.-yy'F,,      M  =  f:;.^--^  .ry  f,  =  F;,..-y^"F,, 

(9U      , 

»  N  =  F;.j x't'V,. 

on  peut  écrite 

G(^.  r,  ;  ;',  V,'  )  —  F,  C:^  y'  —  r/ j-'-f-  \y"  —  r^x   )'' —  Fj  C~.y" —  'l^")"-*-  ^  '-«; 
-  2M(ir/^-  ï'r,)^  2l\r,r/^  F^.tî.^  2F;;,,.tTj  +  Fy.r.s  : 

on  a  donc,  au  mo\f'n  d Une  inlé^ralii)n  par  parties  évidente, 
0-^1  =a=   l^'JF.^^y+L.t^^-a.M.ï-r.-N.r.îjrf/, 
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OÙ  Ton  a  |)osé 

f   ^'1=  Fxv-T- F|  r   )- -,  N|=F,,— F,3-2 —  . 

lit  lit 

i^a  forme  L,  ;-  -i-  2  M  (  ;r,  -f-  N  ,  t,-  est  elle-iucnic  un  carrt*  parfait.  Il 
est  en  ellei  facile  de  vérifier f|n'on  a,  |)ar exemple,  \^^x  ^  M,  v'=  o  ; 
la  \ôii(icalion  est  aisée  en  tenant  compte  tie  ricleiilité 

L.r'-^My=F:„ 

et  (le  celle  rpion  en  (léduit  en  difl'érentiaiit  pai-  ra|»|)Ort  à  l.  ainsi 
que  de  Téqualion  (8-)  elle-même.  On  moiilreiail  de  même  qu'on 
a  aussi  M,  .r' +  N,  7'=  o.  Les  fonctions  L,,  M,,  N,  sont  donc 
proportionnelles  à^y'-,  — -v' y' >,  x'-,  et  l'on  a 

F,,  =  y^  F,.         M ,  =  -  x'y  V,,         X,  =  x"^  F,  : 

la  fonction  F^  est  elle-même  une  fonction  continue  de  t,  puisque 
x'  al  y'  ne  peuvent  s  annuler  |)oiir  une  même  valeur  de  /  entre  1^ 
et  tf.  Ia\  seconde  variation  o-.l  |>iend  donc  la  forme  très  simple 

(93)  ?y2j  =  ^^  J  '  ^V^('J^y  ^V,a--l^dt, 

et  ne  (léj)cnd  que  d  une  fonction  linéaire  tr  =  ;  v'  —  r.a',  (|ni  est 
de  classe  (I)  dans  l'intervalle  (^o^  'i)  et  s  annule  aux  deux  extré- 
mités. Nous  pouvons  appliipier  à  cette  intéoi-ale  les  résultats 
obtenus  aux  n"*  1)31-632.  l^our  que  o-.I  ail  un  sii;nc  constant,  soit 
positif  par  exemple,  il  faut  et  il  suffit  :  i"  (jue  V ^\x{  l),  y{t); 
x'(l),  y'(t)]  soit  poNilif  dans  l'inlei  \  ;dle  (/y-  'i  >  {rniuliliott  «h' 
Le^^endre)]  2"  que  r/ijniilion  linéaiie 

admelle  une  intégrale  (|ni  ne  n  .mniile  pas  tlan->  ci'l  inlervalle 
(^condition  de  Jacohi ). 

Celte  dernière  condition  peut  st-noneer  autrement  (  n"  fi3î2). 
Soient  n,{t)  une  iuli-^rale  de  li-ipialion  {\i\)  qui  csl  nulle  pour 
t  =  lff,  et  /j,  la  i-.icine  île  11  ^ij)  iinmtMlialemeut  supérieure  à  /q  ; 
<iii  doit  fivoif  l,  <'  /. . 
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M.  Kneser  a  montré  (|uc  la  condilion  de  Jacobi  peut  s'inter- 
préter géométriquement  de  la  même  façon  qu'au  n°  633.  Soient 

les  é(|uations  d Un  faisceau  d'extiémales  infiniment  voisines  de 
lextrémale  considérée;  les  fonctions  '^  et  'l  se  réduisent  respec- 
tivement à  x{t),  y{f)  pour  A  =  o.  Les  dérivées 

vérifient  une  équation  dillV-rentielie  (|u  on  déduit  de  l'équation 
d'Euler  en  dlfférentiant  par  rapport  au  jjarauièlre  A  et  faisant 
ensuite  a  =  o  dans  le  résultat.   Si   Ion    prend   1  équation  sous  la 

forme  F'^. —  -7- (  F',.. )  :^  o ,  on   obtient   après  diUérenliation  ré(|ua- 

tion  linéaire 

=  dt  l^-'^' -^  *^-'^' -^  ^"^  ~dT  ^  ^^y  -17)' 

où  l'on  suppose  \^o  dans  les  dérivées  secondes.  En  exprimant 
toutes  les  dérivées  secondes  de  F  au  moyen  de  F,,  Fo,  L,  M,  N, 
on  trouve,  après  quelques  réductions,  que  le  résultat  peut 
s'écrire 

où    l'on    a    |)Osé    to=y'c3,(f)  —  x''hx{t\.    En    écrivant     Téqualion 

d  Euler  sous  la  forme  F'^ —  —  (F  ,)=:o,  on  obliendrail   la  même 

équation  (9')),  sauf  que  y'  serait  rem|)lacé  par  x' .  La  fonc- 
tion y''j,(<)  —  x''^Jx{l)  est  donc  une  intégrale  de  l'équation  de 
Jacobi  (94)?  qui  se  trouve  ainsi  rattachée  à  l'étude  des  exlré- 
males  infiniment  voisines  de  l'extrémale  représentée  par  les  équa- 
tions X  =  x(t),  y  =z yi^t). 

Considérons  en  particulier  le  faisceau  des  exlrémales  issues  du 
|)oint  A,  infiniment  voisines  de  la  première.  Il  est  clair  que  les 
fonctions  z>y(t)  et  '^-^\{t)  sont  nulles  pour^=  ^o-  puisque  o(<o-  ^0 
et  '|'(<0î  "'\)  sont  indépendants  de  ),;  le  déterminant  r''fi  —  ^^''^'i 
esldonc  une  intégrale  de  l'é(piation  de  Jacobi  s'anniilant  pour  /  =:  t^. 
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Les  autres  racines  de  ce  jacoblen  correspondenl  aux  pdinls  de 
rencontre  de  l'extrémale  avec  une  exlrémale  itilininieiit  voisine 
du  même  faisceau  (').  Si  donc  ou  a|)|)elle  foyers  conjugues  du 
point  A  les  autres  points  où  cette  exlrémale  touche  Tenveloppe 
des  extrémales  issues  de  A,  la  condition  de  Jacobl  exprime  que 
tous  les  foyers  conjugués  du  point  A  sont  en  dehors  de  C  arc  AB. 
J^ors(jue  la  coiidiliou  de  .lacohi  est  \  ('iilirc.  on  dénioii  Ire  conune 
au  u"  03H  (|ue  l'arc  d'extréniale  Ali  peut  être  entouré  diia  (diainp. 
On  peut  prendre  par  exemple,  pour  former  ce  champ,  le  faisceau 
des  extrémales  inliiiiuicul  voisines  de  la  première  issues  d'un 
point  cAa  pris  sur  le  prolonj;emeut  de  l'arc  A 13  au  delà  du  point  A 
et  assez  voisin  de  A  pour  que  tous  les  foyers  conjugués  de  -,l> 
soient  en  dehors  de  l'arc  AB. 

Dans  l'exemple  cilé  plus  haut  (n"(ji7  i,  l'enveloppe  des  extrémales  issues 
fie  A  est  la  circonférence  de  centre  A  et  de  rayon  la.  La  condition  de 
Jacohi  n'csi  vérifiée  que  pour  le  plus  pelil  des  arcs  d'exlrémale  AM'B; 
l'arc  AMB  contient  au  contr;iirc  le  foyer  conjuijué  A'  de  A. 

019.  Condition  de  "Weierstrass.  —  Les  raisonnements  (pii  ont 
conduit  à  la  condition  de  VVeierstrass  (n"  636)  s'étendent  sans 
modification  essentielle  au  nouveau  problème.  Soient  AB  un  arc 
d'extréniale,  P  un  point  de  cet  arc  et  F  une  courbe  d'espèce  C' 
passant  en  ce  point.  On  peut  imaginer  comme  plus  haut  un  fais- 
ceau de  courbes  d'espèce  C'  joignant  le  point  A  à  \\\\  point  O 
\oisin  de  P  sur  V  et  se  réduisant  à  l'arc  d'extréniale  AP  lorscpie 
le  pointO\ient  en  V{fig.  i  o3).  Si  .r(f  ),  r(  0  ^O'it  les  coordonnées 
d'un  point  (le  l'arc  AP,  (j^.j,  j'o)  les  coordonnées  iln  point  (K  on 
p(;ul  picndrc  par  exemple  l'are  A(}  défini  par  les  loiiniilcs 

x  =  x{t)-^{t-t^)''''~''\'\         y=y{t)-^-(t-(,)^l~-^l'\ 

T  étant  la  valmr  du  paramètre  /  (pii  coricspond  au  point   I'. 

(')  D'une  façon  jjénérulc,  si  une  famille  ilc  c.iurbes  planes  dcpcnilanl  dune 
conslaiitc  >v  est  représentée  paraniélriipicnienl  par  les  Itirniidcs  .r—  »(/,  X), 
j'  =  '|(/,  )>),   l'enveloppe   ilr  relie   famille  de  cnurhes  s'obliciU   en  ajuulaiil   aux 

éi|ualions  précédentes  lu  relation      ^  '  '  .^  ■  -  o,  dont  les  racines  fout  coiinalire, 

pour  chaque  valeur  de  \.   les  points  de  contact   de  la  courbe  qui  correspond  à 
celle  valeur  de  À  avec  son  enveloppe. 
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L'intégrale    .l|=    /    F(^,    Y]    x\  y')dt   est    une    fonction    de 

lare  P(^  =  5  dont  la  dérivée,  prise  pour  .ç  =  o,  a  pour  expression, 
d'a|)r('S  la  formule  générale  (19)  qui  donne  la  première  variation 

(  — -î-  )     =  cosOi  F ',■■(•?',  y.  cosO,  sinO  )  -I-  sin6,  V'y{x,  y;  cosO,  sin6), 
\  as  /o 

cosO,  sin9  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  positive 
de  la  langenle  en  P  à  l'extréniale,  et  cosO,,  sin9(  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente  en  P  à  F  prise  dans  le  sens  PQ.  De  même 
l'intégrale  J2  prise  le  long  de  QP  est  une  fonction  de  s  dont  la 
dérivée  pour  .s  =  o  est  égale  à  F(^,  r  ;  —  cos9,,  —  sinO,  ),  comme 
on  le  voit,  en  réduisant  celte  intégrale  à  son  premier  élément.  J^a 
dérivée  de  la  somme  J(  +  J:>,  qui  représente  l'intégrale 


/ 


prise  le  long  du    chemin   AQP,    est   donc   égale,    pour  5  =  0,    à 
l'expression 

V{x^y;  — cosOi,  — sinôi) -t- cos  61  F',  (a-,  j';  cosO,  sinô) 
-i- sinOi  Fv'(a7,  ^:  cos6,  sinO). 

On    représente  cette    expression   par    une    notation    abrégée,    en 
posant 

ce  qu'on   peut  encore  écrire,   d'après   l'homogénéité   de  F,   sous 
l'une  ou  l'autre  des  deux  formes  [cf.  n"  616). 

\       .-(^cj'—q)¥'y{x,y;p,q)\. 
(ggy  j  P"Xv{x,y;  p\  q')  -  F,;..(ir,  y,  p,  q)\ 

Le  raisonnement  s'achève  comme  au  n"  636;  en  changeant  0, 
en  -  —  0',  on  arrive  à  une  nouvelle  condition  nécessaire  :  pour 
(fue  Varc  d'cxtiémale  AB  fournisse  un  minimum  de  Vinlé- 
i^rale^  il  est  nécessaire  (jue  Ui  fonction 

E{x,y\  cosO,  sinO;  cosO',  sinO') 
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ne  prenne  jamais  de  valeur  né-gali^e  le  lon<^  de  l'arc  VB,  rjuel 
que  soit  Vanille  0'. 

On  peul  encore  énoncer  celle  condilion  coiiime  il  suit;  r,  y 
étant  les  coordonnées  d  nn  |)Oinl  (jiielconque  de  I  arc  d'e\lréinale, 
./■',  y'  lin  système  de  paramètres  directeurs  pour  la  direclifjn  posi- 
tive de  la  tangente  en  ce  point,  on  doit  avoir,  en  tout  point  de 
V arc  d' extréniale, 

pour  fout  système  de  valeurs  de  x\ ,  y\ . 

Weierslrass  a  montré  aussi  qnc  l;i  fond  ion  K  s'exprime  1res  sim- 
plement au  moven  de  F,  ;  en  prenant  pour  K  la  l'orme  (96)",  on  a 

E{x,y;  cosO,  sinO;  cosO',  siiiO') 

=  cosO'[F',^(a7,  j^;  cosO',  sin6')  —  V'.^,{x,y;  cosO,  sinO;J 
-i- sinO'[  F',.(j;,  r  ;  cos6',  sinO)  —  ¥'y.{x,y;  cosO,  sinO)], 

ce  tpi  on  peut  (-rrire  aussi 

0'.  ^^  ^  •. 

■  cosO'  —r  \  V'.Ax,  r  :  cos/.  sin  ^  jl  -+-  sinO'  — -  \  Y'.{x,  y;  cosf,  «in  /  »|  ;  dt. 


[ 


En  remplaçant  les  dérivées  secondes   F,.,,  F.r,^,   F,..,   par  leurs 
expressions  au  moyen  de  F,,  on  a  encore 

1".=:    /      sinfO' — l)V^{  x^  y;  co^t,  9>\nl }  dl 


,  O'-O 


=   I  ?,\u((y—0  —-.)Fi[x.  y;cos(Q-hz),  iin(')-h-)]dz. 

•-  0 

Les  anj^les  f(  el  H'  n'élanl  délermiin's  (pi.i  un  mulliplr  près  de  :».-, 
on  peul  supposer  f)' —  Q  coin|)ris  entre  — t:  et  -h  t:,  de  sorte 
'piesin(0' — 0  — T)ne  chan<^e  |)as  de  signe  dans  l'intervalle  U>,  0' — 0). 
On  peut  donc  applicpier  à  la  dernière  inU'grale  la  première  for- 
mule de  la  moyenne  (I,  n"  7()  i,  ce  (pii  donne 

l  E(a7,  j';  cosO,  siiiO;  cosO',  sinO) 
■^^  /       ^  [i  —  cos(0'— 0)|F,O,  k:  i-osO,,  sinO,), 

0,  étant  compris  (Milre  0  <l  0'. 

Il  suit  de  la  cpi<'  la  condition  'le  ITeicz-strass  sera  certaine- 
ment vérifiée  si  la  fonction  \'\(x,y;  cosO,,  siiiOi;  ne  prend 
jamais  de  valeur  négative  le  loni:  de  l'a/c  d'extrémale  A  H, 
r/uel  que  soit  V angle  0,. 
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IJ  autre  pari,  le  rapport 

]i(x.  y:  cosO,  sinO;  cosO',  sin6') 
I  — cos(0'— 0) 

tend  vers  F,(j?,  j;  cosB,  sinQ)  lorscpie  0'  tend  vers  0  el,  par  suite, 
la  condition  de  Legendre  résulte  aussi  de  la  condition  de  Weier- 
slrass  sous  sa  première  forme. 

RenKirque.  —  Lorsque  la  fonction  V{x,j\  ^\y')  est  homogène  au  sens 
absolu  du  mol,  la  fonction  E{x,y\  cosO,  sinÔ  ;  cosO',  sinO')  change  de  signe 
quand  on  change  0'  en  tt -4- 6',  et,  comme  la  condition  (97)  doit  être  véri- 
fiée quel  que  soit  l'angle  0',  il  s'ensuit  que  E(x,  y,  cosO,  sinô  ;  cos6',  sin6'  ) 
doit  être  nul  tout  le  long  de  l'arc  d'extrémale  AB,  quelque  soit  l'angle  6', 
ce  qui  exige  en  particulier,  d'après  la  relation  (98),  que  Fi(a",  y\  cos6,  sinô) 
soit  nul  tout  le  long  de  AB. 

Un  arc  d'extrémale  ne  peut  donc  fouinir  dextiemum  que  dans  des  cas 
tout  à  fait  exceptionnels,  lorsque  F  est  de  cette  forme.  C'est  ce  qui  arrive, 
par  exemple,  lorsque  F  est  une  fonction  rationnelle  de  x\  y'  {cf.  n"  643). 

6o().  Système  de  conditions  suffisantes.  —  lii\crsenient,  les 
conditions  précédentes  sont  sullisanles  pour  le  niiniinuni,  tout  au 
moins  quand  on  les  prend  au  sens  strict^  en  excluant  les  signes 
d'égalité.  D'une  façon  précise,  un  arc  d'extrémale  (j'o  joignant  deux 
points  A  et  B  de  la  région  <:fl  donne  un  minimum  de  l'intégrale, 
s'il  satisfait  aux  conditions  suivantes  : 

i"  Tout  le  Long  de  (j'o,  on  a  F,  (x,  y;  cosf),  sinO)  >>  o,  0  ayant 
la  même  signification  que  plus  haut; 

a"  La  condition  de  Jacobi  est  vérifiée  el,  par  conséquent.^  on 
peut  entourer  Cj'o  d'un  champ  d^extrémates,  par  chaque  point 
duquel  passe  une  extrémale  d'un  faisceau  spécial  dont  fait 
partie  (/„  ; 

.H"  Tout  le  long  de  ijo,  on  «7,  pour  toute  valeur  de  0'^  0  -h  2  Ktt, 

\iyx,y\  cosO,  sinO;  cosO',  sinO')>o. 
Dans  ces  conditions  (*),  nous  allons  établir  qu'on  peut  trouver  un 

(')   Les  conditions  (1°)  el  (3°)  sont  cerlainciuciil  véridées  si  la  fonction 

\\{x.  y;  x\  y) 

est  positive  clans  le  domaine  S\,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x' .  y',  c'est- 
à-dire  si  le  problème  est  régulier  (  n"  G'i7).  11  suffira  donc,  pour  qu'une  exlro- 
malc  donne  un  minimum,  qu'elle  véritie  la  condition  (\o  Jacobi. 
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noniljre  positif  p  assez  petit  pour  que  toute  coiirhe  de  classe  C^' 
située  dans  le  domaine  cOp,  et  joiguant  les  deux  points  A  et  0, 
donne  pour  linlégrale  .1  une  valeur  plus  graude  (pie  l'arc  dextré- 
male  ({q.  Considérons  pour  cela  un  faisceau  spf'cial  d'exlréiualcs 
dont  C|'o  fait  partie,  et  soit  (0  le  cliainj)  correspondant.  I*ar  tout 
point  (^,  .x)  de  ce  champ  jjasse  une  extrémale  de  ce  faisceau  et  les 
cosinus  directeurs  de  la  direction  positive  de  la  tangente  en  ce 
point  (cosM,  sinw)  sont  des  fonctions  continues  des  variables  (.r,  j)^) 
qui  deviennent  égales  à  cosO  et  à  siii H  lorscjue  le  point  ( x,  y)  vient 
sur  (j'q.  Nous  allons  d'ahord  montrer  qu'o/?  peut  prendre  le 
nombre  p  assez  petit  pour  que  dans  le  champ  cDp  la  fonc- 
tion E(x,j';  cosM,  sin?/;  cosO',  sinO')  soa7  positive  pour  toutes  les 
valeurs  de  h'  qui  ne  sont  pas  de  la  forme  u  -f-  •.^K7:.  Considérons 
pour  cela  la  fonction  auxiliaire  E,  définie  de  la  manière  suivante  : 

Ei(a7,  j^;  CCS  a,  sin«;  cosO',  sinO') 

E(ar,  y;  cosif,  sinw;  cosO',  sin6') 

=  — -, —     .,. .  ^  —  u  ^  •>.  W-. 

I  —  cos(  a  —  'J  ) 

El  {x.  y\  cosi/,  sin«  ;  ces 6',  siiiO')  =  FiC?",  y,  cosii,  siiiK) 
pour 

0'—  u  =  xK-. 

D'après  la  relation  (98),  cette  fonction  est  continue  même 
pour  0'=«,  et  d'après  les  hypothèses,  elle  est  positive  en  tout 
point  de  l'arc  AB  pour  toute  valeur  de  H' .  Comme  elle  est  continue 
dans  le  voisinage  de  l'arc  AB  et  qu"<dle  a<lmel  la  période  27c  par 
rapport  à  9',  il  résulte  des  propriétés  des  fonctions  continues  qu'on 
peut  entourer  (j'y  d'un  domaine  (Op  assez  étroit  pour  <pie  la  fonc- 
tion l*^,  reste  positive  lorscpie  le  point  (j",  j^^)  décrit  le  domaine  (Jt)p, 
quel  que  soit  ranglc  0'.  On  aura  donc  aussi 

E(.r,  j';  cos/f,  siii«;  cosO',  sinO')>() 

dans  ce  domaine  (t)p,  à  moins  (pi'on  n'ait  cos(0' — //)=i  ci,  par 
suite,  H'  =  u  H-  sKt. 
Cela  étant,  soient 

dx  ,  dy  , 

—  =p(x,y),         -jy  -  q(x,y) 

deux  équalions  iliHV-rcntiellcs  <lr'(iiiissanl  le  faisceau  spi'cial 
d'extrémales  cjui  consliliK;  le  champ  «•on>id<''i('' ;  on  pcul   pnmdrc, 
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par  exemple, /?  =  cosw,  </  =  sin«,  et  la  \arial)lc  ^  lepiésenle  alors 
l'are  de  rextr('male  compté  dans  le  sens  positif.  Pour  que  ce  sys- 
tème d'é(piations  diffère ntielles  définisse  un  faisceau  d'extrémales, 
il  est  nécessaire  que  les  valeurs  de  x',  i ',  x" ^  y"  qu'on  en  déduit 
vérifient  l'équation  (8^),  ce  qui  (loiine  la  condition 

-^'^"x'i{x,y\p,  q)—Fy„{x,y;  p.  g)=o. 
On  obtient  la  même  relation  en  exprinianl  que  l'expression 

(99)  F;.(-^,  JK:/>,  q)dx^  ¥',,(x,  y;  p,  q)dy 

est  une  différentielle  exacte  (^/<1>,  de  sorte  qu'au  faisceau  d'extré- 
males considéri'  on  peut  rallaclier  une  fonction  ^(^x^y')^  continue 
dans  le  champ,  dont  la  diiréreiitielle  totale  est  égaie  à  rexjjression 
précédente. 

11   est  facile   maintenant  d'étendre   la   lin    du    raisonnement   du 
n°  639.  On  a,  en  effet, 

F(-^,7;  ^',7')=  E(ar,  j;  /?,  q;  x',y') 

-^P'pi-''^,  y;p,  q)x'-hF',f(x,  y;  p,  q)y\ 

d'où  l'on  tire,  si  p  el  q  ont  la  signification  précédente, 

JF(x,  y;  x\  y  )  dt  =    j   \i{x,  y,  p,  q  ;  x' ,  y' )  dt -^    /   d<lK 
r  ''V        "  Jv 

Si    la    couihe   T  est    une   courbe  de  classe   C'    du   cliamp    (.Dp, 
joignant  les  deux  points  A  et  H,  on  a  encore 

(100)  lp_lg^=  I    E(x,y:  p,  q;  x',y')dt, 


car  le  long  de  (j'o,  l'intégrale  /  c?4>  est  égale  à   /  F{x,  v^x'^  y')dt. 

La  diflérence  Ip  —  !(■  est  donc  positive  «piellc  que  soit  la  couibe  T, 
puisque  tous  les  éléments  sont  positifs  ou  nuls.  Pour  cpie  la  diffé- 
rence fut  nulle,  il  faudrait  (pie  \i{x,  y;  p,  q\  x\  y')  ou 

Eia-jjK;  cosM,  sin«;  cosO',  sinO') 

fût  nul  en  charpie  point  de  P,  ce  cpii  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on 
ii  v'=  Il  H-  aK.-.  Il  faudrait  donc  (|ue  la  tangente  en  chaque  point 
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de  r  coïncide  avec  la  tangente  à  rexlréniale  du  faisceau  qui  passe 
en  ce  point.  Celle  courbe  F  serait  donc  elle-nirme  un»-  extrémale 
du  faisceau  et,  couiine  elle  passe  par  les  |)oints  Act  l>.  elle  se  con- 
fond r;iit  avec  (|"o. 

(iOnlraireineul  à  ce  (pii  aviiil  lien  poiii-  une  iiit»i:i  .dr   prise  sous 

l;i    forme     /  F(  ./■.  t,  -»')  ^Z./'.  on  \(»it  cpic  la  condition  m'ci'ssaire  {\e 

Weierstrass,  jointe  aux  conditions  de  Legendre  ci  d(.'  .lacobi,  est 
en  même  temps  safjisanfe  jxinr  assurer  le  minimum.  On  s'explique 
celte  différence  en  observant  (pie,  dans  le  premier  cas,  on  a  sup- 
posé que  y'  avait  une  valeur  y//?/f,  de  sorte  qu  on  na  considéré 
que  les  courbes  dont  la  tangente  nest  pas  parallèle  à  Or;  an  con- 
traire, cjuand  l'intégrale  est  prise  sous  la  forme  paramélri(|ue, 
l'angle  H'  peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles,  et  la  tangente 
à  la  seconde  courbe  peut  avoir  toutes  les  directions. 

On  remar(|nera  que  la  condition  de  Jacobi  n  inlii  \  irnl  que 
dans  le  raisot)iiemenl,  mais  il  n Csl  pas  nécessaire  de  <oiinailrc 
l'angle  u.  c'est-à-dire  la  direclion  de  la  langenie  à  Texlrt-male  du 
faisceau  qui  passe  en  nn  point  du  cliainp.  pour  reconnaître  si  les 
autres  conditions  sont  vériliées. 

Les  conditions  énoncées  sont  suffisantes  pour  un  inininiuni 
fort.  On  di'niontre,  comme  au  n"  Oii.  que  les  conditions  de 
Legendre  et  de  Jacobi  sont  sndisanles  poiii-  un  mi iiintiim  fdihle. 
On  dit  (jii  nn  are  d  extrémale  (j,,,  représenté  par  les  écpiations 

OÙ  t  croît  de  /„  à  /,,  donne  un  minimum  faible  de  1  intégrale  si 
l'on  peut  trouver  un  nombre  positif  £  hd  cpie  loule  courbe  V 
représentée  par  les  ('-(piations  x  =^x{t)-\-z{l),  y  ^^  y\t) -\- -r^^t)^ 
où  ç(^),  'rj t )  sont  des  fondions  de  classe  (1)  dans  l'inler- 
valle  (<07  ^\)i  nulles  aux  d<'ii\  limites.  |»onr  lesqnelles  ;'--■/-/- 
ne  s  annule  pas  entre  /„  el  /,.  donne  pour  I  inli  :;i.ile  une  \alcui' 
plus  grande  (pie  ^j',,.  |»oni  vu  (pie  |;(0|'  l'^ilON  1^  (ON  h'(^)|  soient 
inférieurs  à  t  dans  tout  1  inler\alle.  Non  seulement  la  courbe  l'  est 
très  voisine  de^'n,  mais  les  tangentes  aux  points  des  deux  courbes, 
(|iii  corre>|»ondent  aux  mêmes  valeurs  de  /,  lont  un;ini:le  inlini- 
menl  petit. 

l>'inlei|in!talion  do  l;i    tiM'llindc   oi    tout    ;i  l'uii  icuiill.-   ii   relie  (|ui   a  éti; 
(;.,  III.  4i 
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indiquiL-  |)i'iii    le?  intégrales  de  la  forme  /  F  {x^  j-,  y'  )  d.r  au  n"  642.  Soit  v 

un  arc  de  rourbe  coupant  transversalement  en  uw  point  chaque  extrémale 
(lu  faisceau,  i.a  fonction  *(.r,  y)  représente,  à  une  constante  près,  la 
valeur  de  l'intégrale 

I  F{x-,y,  x',y)  dt 

prise  le  long  de  laïc  /n>I  de  Textrémale  (j'  du  faisceau  qui  passe  au 
point  M  (a-,  y)  et  qui  coupe  y  transversalement  au  point  m  (').  Les 
courbes  ^(x,  y)  =  G  sont  donc  les  courbes  transversales  du  faisceau.  On 
obtiendra  encore  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  familles  de  courbes 

transversales  en  éliminant  le  rapport  -  entre  les  deux  équations 

y 

et  l'on  %eiia  de  luéme  que  les  extrémales  sont  les  projections,  sur  le  plan 
des  xy,  des  caractéristiques  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  ainsi 
obtenue. 

Supposons  qu'on  ait  mis  la  fonction  F  sous  la  forme 

('02)  Y  ^  —x^—y'-^0{x,y,x\y'), 

4»  ne  dépendant  (|ue  des  variables  x  et^,  et  G  étant  une  fonction  positi- 

livement  homogène  en  x' .  y\  du    premier  degré,  dont  les   dérivées  par- 

^,  ,,      dG     (>G  ,,  ,         ,  ,         ,  , ,  . 

tielies  — ;  )  — ;  sont  nulles  pour  X  =^  p[x^  y },  y  ^  q  [x,  y  );  nous  désignons 

par/>  et  q  des  fonctions  continues  ayant  des  dérivées  partielles  continues 

dar 


dans    un    doianinc   CÔ.   Les   courbes  intégrales   du   système -7-  ==  J>(^,  y  ), 


q(x.  Y)  forment  un  faisceau  d  extrémales.  dont  les  courbes 
dl         ^       '  -^ 

<l>(a',  y)  =  const. 


(')  Toutefois  une  convention  de  signe  est  nécessaire  pour  cette  intégrale.  Con- 
sidérons comme  direction  positive  sur  chaque  extreinale  du  faisceau  celle  dont 
les  [)araniélrcs  directeurs  sont  p  et  q.  Alors  '^{x,  y)  est  égale  à  l'intégrale 


/  V {x,  1  :  x' ,  1 ')  dt 


prise  dnns  li-  sens  positif  le  long  de  l'arc  d'extrémale  compris  cnlre  les  points  M 
cl  m,  multipliée  par  ±  i,  suivant  que  la  direction  qui  va  de  ni  en  .M  est  la  direc- 
tion positive  ou  la  direction  opposée.  Grâce  à  cette  convention,  la  dilléren- 
ticlle  totale  c/<l»  est  toujours  V'p(x,  y\  p,  g)  dx -^  V^ix,  y,  p,  q)  dy,  d'après 
la  forimilc  générale  (88)  qui  (loniie  la  preiniére  variation  (n°  G47). 
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sont  les  transversales,  car  on  obtient  les  relations  (loi)  en  diiïérentiant 
l'équation  (102)  par  rapport  à  x'  et  à  v'  et  en  remplaçant  ensuite  x' 
par  p(T,  y),  y'  par  g(T.  y).  La  fonction  E{x,  y,  p,  q  ;  x\  y')  corres- 
pondant à  ce  champ  d'extrémaies  est  précisément  G{x,y\  x  .  y  \. 

6."il.  Exemples.  Lignes  géodésiques.  —  1"  Reprenons  le  cas  où 


(Jn  Tx  V^K  X .  y  \  p ,  q  \  X  ,  y  )  =i  \ x  --^y  - —  - —  .  expression  toujours 

\/p--k-q-^ 
positive  ou  nulle  d  après  l'identité 

(p-—<j-){^''-  —  y-)  =  ip^'  —  gr'  )-  -^  (pf  —  <j  ^'  }'■■ 

Lare  AMB  qui  satisfiiii  aux  conditions  de  Legendre  et  de  Jacobi(y?^.  loj; 
donne  donc  un  iniriiiiaiin  de  l'intégrale. 

2"  Soit  à  trouver  le  plus  court  chemin  entre  deux  points  sur  une 
surface  !..  Nous  supposons  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  surface 
exprimées  au  moyen  de  deux  paramètres  u  et  v  de  façon  que  la  région  cR. 
considérée  sur  cette  surface  corresponde  point  par  point  d'une  façon 
univoque  à  une  certaine  région  K  du  i)lan  {u,  i).  Ou  a  alors  pour  le  carié 
de  l'élément  linéaire 

(10  jj  ds-  =  e  du-^  if  du  dv  —  g  dv-, 

e,  /",  g  étant  des  fonctions  continues,  admettant  des  dérivées  continues 
dans  R,  si  la  |)ortion  de  surface  considérée  ne  renferme  pas  de  points 
singuliers.  De  plus,  les  fonctions  e,  g,  eg — f-  sont  essentiellement  posi- 
tives. Nous  avons  à  chercher  les  courbes  joignant  deux  points  {uq,  i'o), 
(«I,  c'i)  de  la  région  R  pour  lesquelles  la  valeur  de  l'intégrale 

/'"i     

(io4)  ^~   I       \^eu'^-h  i/u'v' -h  gv''^  dt 

est  miniiuum.  Ces  courbes  doivent  d'abord  satisfaire  ;i  1  équation  (87), 
obtenue  en  égalant  à  zéro  la  première  variation,  qui  devient  ici,  en  déve- 
loppant les  calculs, 

(e-  — /^)(mV"—  u"i>') 

r.ov.  <    +^^«'-*-/''')[(./«-J^:.)«'^+^»«''''+^^>''] 


fii  ■+-  gv'  )     ^  e'„  u'i  -+-  e[.  u'  i>'  ^(f^-  i  ^'„  j i'"*     =  o. 


On   appelle   /ignés  gcodésiques   les  courbes   situées   sut    1  qui   corres- 
pondent aux  courbes  du  plan  {u,  v)  satisfaisant  ù  ceKc  équation.  D'après 

la  façon  dont  elles  sont  définies,  la  première  variation  de  l'intégrale    /  <ls. 
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quand  on  remplace  un  arc  de  géodésiquc  par  une  ligne  infiniment  voisine 
de  la  surface  ayant  les  mêmes  extrémités,  est  nulle.  Il  en  résulte  (n"  G23) 
que  le  plan  osculateur  doit  passer  par  la  normale  à  S,  propriété  qu'on  peut 
aussi  vérifier  directement  au  moyen  de  l'équation  (io5)  (voir  i^a^e/'Cices  10). 
Soit  AB  un  arc  de  géodésique  situé  dans  la  région  ,R  ;  les  conditions  de 
Legendre  et  de  Weierstrass  sont  vérifiées  car  la  fonction  F,,  qui  a  pour 
expression 

est  toujours  positive.  Pour  que  l'arc  AB  de  géodésique  donne  un  minimum, 
il  suffit  donc  qu'il  vérifie  la  condition  de  Jacohi,  c'est-à-dire  que  les  foyers 
conjugués  de  A  sur  cette  géodésique  soient  en  dehors  de  l'arc  AB. 
Remarquons  que  la  condition  de  transversalité  est  ici 

(e«'-H/f')  OH  -4-  ifu  -h  gv')  w  =  o; 

elle  exprime  précisément  (II,  n"278)  que  la  géodésique  et  la  seconde  courbe 
de  1  sont  orthogonales.  L'équation  aux  dérivées  partielles  des  familles 
de  courbes  parallèles  s'obtiendra  donc  en  éliminant  p  ti  q  entre  les  deux 
relations 

d^  ep-^fq  ^*  _  fp  -+■  gq . 


Ou         ^Up^^;.fpq^gqt  àv         ^ep^-^?./pq-gq^- 

on  obtient  ainsi  l'équation  bien  connue 

632.  Méthode  de  Darboux-Kneser.  —  Dans  le  cas  particulier  des 
lignes  géodésiques,  la  propriété  de  minimum  est  mise  en  évidence  par  la 
forme  que  prend  le  carré  de  l'élément  linéaire  quand  on  rap|)orte  la  sur- 
face à  un  système  de  courbes  coordonnées,  formé  par  une  famille  de  géo- 
désiques et  leurs  trajectoires.  Nous  renverrons  à  la  Théorie  des  Surfaces 
de  M.  Darboux  pour  l'étude  des  propriétés  des  géodésiques  fondée  sur 
cette  forme  réduite  de  l'élément  linéaire,  et  pour  l'extension  au  cas  d'une 
action  inaupertuisienne  quelconque.  M.  Kneser  a  aussi  étendu  la  méthode 
au  cas  dune  intégrale  sous  forme  paramétrique.  Cette  généralisation,  dont 
nous  indiquerons  rapidement  le  principe,  est  fondée  sur  les  propriétés  d'in- 
variance des  équations  difFérenlielles  du  calcul  des  variations  relativement 
à  un  changement  de  variables.  Soient  x  =  ^{u,  p),  ^  =  */(«,  »' )  des  for- 
mules de  transformations  réversibles  faisant  correspondre  point  par  point 
à  une  région  H  du  plan  (  «,  v)  une  région  A.  du  i)lan  {x.  y  i.  Toute  intégrale 

u-llc  ,,ae  J  =/F(x,r;  -',y)rf',  1.HSC  le  long  d'une  c„,„  bo  l'  de  la  .é- 

gion  «R.,  où  F  est  une  fonction  positivement  homogène  en  x\  y' ,  se  change 
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«Ml  une  iiitégiale  de  même  espèce  J'=   /  G(m,  p;  u',  v' )  dt  prise  le  l'-t);;  rie 

la  courbe  correspondanle  Y"  du  plan  (u,  ci.  Il  serait  facile  de  vérifier  que 
l'équation  différentielle  (87)  a  pour  transformée  l'équation  différentielle 
qui  se  déduit  de  la  même  façon  de  G(«,  f;  n' .  r'j;  ce  qui  s'explique  aisé- 
mi.'nt,  car  il  est  évident  que,  si  la  première  variation  de  J  est  nulle  quand 
on  remplace  la  courbe  V  par  une  courbe  infiniment  voisine,  il  en  est  de 
même  de  la  première  variation  de  J'  quand  on  remplace  1""  par  une  courbe 
infiniment  voisine,  et  réciproquement.  On  vérifie  de  même  que  la  condi- 
tion de  transversalité  F.^^oa;  -+-  Fy-o^  =  o  se  cbange  en  G^,o«  -H  G'vW  =  o 
par  la  transformation. 

Gela  étant,  considérons  un  cliam|)  (0  |)ar  chaque  point  duquel  passe 
une  extrémale  Ç  d'un  faisceau  spécial  formé  par  les  extrémales  qui 
coupent  transversalement  un  arc  DF  d'une  courbe  '{,  et  supposons  de  plus 
que  ¥(x,  y,  p.  q)  a  un  signe  invariable  dans  ce  champ,  F(ar,  ^';  /?,  «7)  >  o 
par  exemple  (i);  /?  et  q  ont  la  même  signification  que  dans  les  para- 
graphes précédents,  et  les  extrémales  du  faisceau  spécial  vérifient  les  deux 

cLoo  clv 

équations  différentielles—  =:  p(x^  y),  -r-  =^  Ç(^:  y)-  On  peut  alors  fixer 

la  position  d  un  point  M  sur  l'exlrt-male  (/  qui  coupe  transversalement  y 
en  m  par  la  valeur  de  l'intégrale  curviligne 

prise  le  long  de  l'arc  d'extrémale  niM.  Kn  effet,  si  la  direction  de  ni  en  M 
sur  cet  arc  est  la  direction  positive  (définie  par  les  paramétres  directeurs/) 

et  q),  cette   intégrale  est   identique  à  J' —    /      F(x,y,  x,y')d(,  car  on 

peut  remplacer  dx  par  p  dt  el  dy  par  q  dt,  et  elle  va  en  croissant  avec  la 
longueur  de  l'arc  /«M.  Si,  au  contraire,  la  direction  de  m  eu  M  est  opposée 


(')  ()n  peut  toujours  supposer  celle  condilioii  remplie  en  ujuutant  à 

K(x,  y;  x',  y') 

une  expression  fie   la  forme  —  x  H — --  y  <  ce  «lui  ne  clianee  pas  les  extrémales, 
^  Ox  Oy  -^  ^  "     ' 

et  augmente  l'inlégrale  J,  prise  entre  deux  extrémités  fixes,  d'une  quantité  con- 
stante, (juel  que  soit  le  cliemin  d'intégration  (cf.  n"  (i'2l  ;  /{eiiiaifjnc).  Si  l'on  ciioisil 
pour  l'(.r,  1')  une  fonction  ipii  croit  lorsqu'on  se  déplace  sur  une  extrémale  du 

■  .  ■••   ,.  '"  '"  .       ,•      , 

faisceau  d;ms  le  sens  positit,  1  expression  —  />  -h  —  (/  esl  positive,  et  il  sufiit  de 
'  '^  i)x  ily 

la  mulliplier  par  un  f.u'Leur  positif  coiiveiiuhlc,  pour  ipic  lu  soinnu' 

Ha:,y;p.q)-^  —  p-^  —  q 
soit  posilivi-. 
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à  la  direction  positive,  on  a  (voir  la  note  de  la  pa£;e  G^i) 

u  =  —    /      F/,  dx  -+-  F'y  dy  =  —    I      ¥{t,  y,  p,  q)  de. 

cette  intégrale  est  négative  et  sa  valeur  absolue  diminue  quand  la  longueur 
de  l'arc  .Mm  diminue.  Dans  tous  les  cas,  ii  va  constamment  en  croissant 
lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  (/dans  le  sens  positif.  Soit,  d'autre  part, 
V  un  paramètre  dont  la  valeur  détermine  la  position  du  point  m  sur  -;•  On 
peut  prendre  u  et  v  pour  coordonnées  d'un  point  M  du  champ  (i).  Les 
courbes  v  =  const.  sont  les  extrémales  du  faisceau  et  les  courbes  u  =  const. 
les  courbes  transversales.  Nous  supposerons  le  champ  limité  par  les  extré- 
males V  =  Vf,,  i'  =  Pi,  et  les  transversales  u  =  Uq,  u  =  iti.  En  faisant  cor- 
respondre à  un  point  M  du  champ  le  point  M' de  coordonnées  (u,  i>),  nous 
avons  une  représentation  univoque  de  ce  champ  sur  le  rectangle  limité  par 
les  droites  u  =  U(„  a  =  «i,  v  —  t'o.  t'  =  i-'i- 

D'autre  part,  on  sait  que  la  fonction  F {T,y,  x:\  y')  est  de  la  forme  (n"  6rj0) 

(107)  F  =  —  ar  +  ^JK  -T-F](a:,  jk;  37,7  ), 

1      j-  •    .  1,      d¥i     ()Fi    ,  ,  , 

Jes  dérivées  partielles  ——r->  — r  s  annulant  pour  cr  =  p,  y  =  (1. 
^  dx      dy  '  r   j         j 

Si   l'on    prend    a   et   v   pour    nouvelles   variables,    l'identité   précédente 

devient 

(108)  Q>{u,  v;  u',  v'  )  =  u' -h  Gi(u,  v;  u' ,  v), 

G\(u,  p;   u' ,   v)  étant  une  fonction  positivement  homogène  de  degré   un 

t         I     t         1        1  •   •    .  -Il      àG\       uGi  ,,  , 

en  u  et  p  ,  dont  les  dérivées  partielles  — r  et  -^—r  sont  nulles  pour  zi  =  1 . 

Ou  ov  '^ 

v' =  o,  car  les  parallèles  à  l'axe  des  u  sont  les  extrémales  du  faisceau 
transformé,  le  sens  positif  étant  le  sens  des  u  croissants.  La  fonction  G 
est  bien  mise  sous  la  forme  (102),  mais  avec  des  expressions  particuliè- 
rement simples  pour  '!>,  p  et  g.  Par  exemple,  si  l'on  a 

G  =  v^«'2-i-^^(M,  v)v'-\ 

on  a 

^  r-7T -y  ,  ff^'- 

Gj  =  y/ K  ^  -H  ^'p  -  —  u  = 


v/«'2 


(')  Il  n'en  est   plus  de  même,  lorsque  F  change  de  signe  dans  le  clianip.  Sup- 

1 
posons  par  exemple  V  —  xx' -^- yy' -iny''^{x'-  +  y'-)    "-;  les  droites  y  =  C  forment 
un    faisceau    d'exlrémales,  dont  les   transversales   sont   les   cercles   x--{-y^=C'. 
Dans   le  rectangle  limité  par  les  droites  x  =  ±1,  y  =.  ±1^  oa  ne  peut  fixer  la 
posilion  d'un  point  M  en  se  donnant  jk  et  x''-{-y'^. 
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,       , .  .    .      t^Gt     (JG|  ,,  .  .  ^-.  .  ., 

les  dérivées  — rj  -— r  sont   nulles    pour   «  =i.   (    =  o,   et   (j,    est    positif 
du       dv 

si  j^(  u,  v }  est  positif. 

Pour  plus  rie  développements,  ainsi  que  puur  I  extension  aux  e\lr<iiiales 

des  propriétés  des  géodésiques.  nous  renverrons  aux  Ouvrages  déjà  cités. 

rC)3.  Solutions  discontinues.  —  Lorsqu'il  n'existe  pas  d'extrt-male 
joiiinant  deux  puiiils  .V  et  B  ou  lorsque,  parmi  ces  cxtrémales,  il  n'en  est 
aucune  satisfaisant  aux  conditions  nécessaires  pour  fournir  un  extremum, 
on  en  conclut  que  le  problème  proposé  n'admet  pas  de  solution.  Il  suffit 
quelquefois  d'élargir  un  peu  l'énoncé  du  problème  pour  faire  apparaître 
des  solutions.  Supposons,  par  exemple,  Y^y-(y' — i  )-:  l'équation  diffé- 
rentielle des  extrémales^r^x'H-_K'-  —  i)  =  o  se  décompose  en  deux  facteurs. 
L'intégrale  générale  se  compose  des  hyperboles  équilatères 

y2  —  ^2  _j_  2  C  ar  -(-  C 

qui  ont  Ox  pour  axe  de  svmétrie,  et  il  y  a,  en  outre,  une  exlréinale  parti- 
culière ^  =  o.  Prenons  le  point  A  à  l'origine  (a^o  =  jKo  =  o),  ••l  soient  Xi  =2, 
yx  =  I  les  coordonnées  du  point  H.  Ces  deux  points  ne  sont  pas  situés  sur 
la  même  branche  d'extrémale,  et  par  suite  il  n'y  a  |jas  de  courbe  de 
classe  (I)  joignant  ces  deux  points  fournissant  un  minimum  pour  l'inté- 
grale J  =   /    7'^ y'  —  \y-dx.  On  s'explique  aisément  ce  résultat  en  obser- 

^ant  que  l'intégrale  prise  suivant  la  ligne  brisée  AEB  formée  par  le  seg- 
ment (0,1)  de  Ox  et  le  segment  EU  joignant  le  point  E(x  =  1,  j'  =0)  au 
point  B,  est  nulle,  et  l'on  peut,  par  conséquent,  trouver  une  courbe  de 
classe  CI;  joignant  les  deux  points  A  et  B,  pour  laquelle  l'intégrale  J  aura 
une  valeur  aussi  voisine  de  zéro  qu'on  le  voudra  (n"63U).  La  borne  inférieure 
de  cette  intégrale  est  donc  nulle,  et  il  est  évident  que  J  ne  peut  atteindre 
cette  borne  inférieure  pour  une  courbe  de  classe  (I).  .Mais,  si  l'on  remplace 
dans  l'énoncé  rlu  problème,  tel  qu'il  a  été  posé  au  n°  (>20.  les  courbes  de 
classe  (\)  par  les  courbes  de  classe  (II).  en  conservant  les  autres  condi- 
tions et  la  définition  du  voisinage,  on  voit  que  la  ligne  ll^i^ée  .\EIÎ  four- 
nira une  solution  du  nouveau  problème.  Ces  solutions  sont  A\w-^  solutions 
discontinues.  Celte  extension  est  d'autant  plus  naturelle  que  toute  solu- 
tion du  problème  primitif  est  aussi  une  solution  du  problème  étendu.  Si, 
par  exem|)le,  une  courbe  F  de  classe  (I^  donne  pour  J  une  valeur  plus 
petite  que  toutes  les  courbes  voisines  de  la  même  classe  avant  les  mêmes 
extrémités,  l'intégrale  prise  suivant  une  courbe  voisine  de  classe  (II), 
joignant  les  mêmes  points,  ne  peut  avoir  une  valeur  piu^  petite  (|ue  l'inté- 
grale le  long  de  F;  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait,  en  ellel  (11°  (JIU)^,  la 
remplacer  par  une  courbe  voisine  1"  de  classe  (I),  qui  donnerait  aussi 
pour  l'intégrale  une  valeur  plus  petite  que  riiUégrale  le  long  île  V.  Mais 
l'exemple  précédent  |)rouve  que  le  |>roblèmi-  étendu  peut  avoir  des  solu- 
tif)ns,  alors  que  h;  probifuif  primitif  n'en  admet  pa-. 
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Reprenons  encore  l'exemple  de  M.  Bolza  (n°  641)  où  F=7'2(y— 1)2, 
en  supposant  le  coefficient  ani^ulaire  de  la  droite  AB  compris  entre  o  et  i. 
Il  est  clair  que  dans  ce  cas  le  problème  admet  une  infinité  de  solutions 
discontinues,  formées  par  des  lignes  polygonales  joignant  les  deux  points  A 
et  B,  dont  les  côtés  sont  alternativement  parallèles  à  la  droite  jk  =  o  et  à 
la  droite  y  =  ar.  La  borne  inférieure  de  l'intégrale  prise  suivant  une 
courbe  1"  de  classe  (I),  joignant  les  deux  points  A  et  B,  est  donc  zéro,  et 
il  est  évident  que  cette  borne  inférieure  ne  peut  être  atteinte  pour  aucune 
courbe  de  cette  espèce. 

Il  est  clair  qu'une  solution  discontinue  ne  peut  se  composer  que  d'un 
certain  nombre  d'arcs  de  courbes  extrémales  mis  bout  à  bout.  Il  faut,  en 
outre,  que  certaines  conditions  soient  vérifiées  aux  points  anguleux.  Pour 
les  obtenir,  supposons  qu'une  solution  discontinue  soit  formée  de  deux 
arcs  d'extrémales  AE,  EB,  formant  en  E  un   point  anguleux,  et  soient  Jj, 

Jj  les  valeurs  de  l'intégrale    /  F (x,  y,  y')  dx  prises  suivant  ces  deux  arcs 

respectivement.  Si  Fnn  fait  décrire  au  point  E(x2,  J'o)  un  arc  infiniment 
petit  EE',  en  remplaçant  les  arcs  d'extrémales  AE,  EB  par  deux  arcs  infi- 
niment voisins  AE',  E'B  de  classe  (J),  la  première  variation  ^(Ji-i-Jo) 
doit  être  nulle,  quelle  que  soit  la  direction  EE',  pour-  que  le  cbemin  AEB 
donne  un  extremum  de  l'intégrale.  Or,  on  a  (n"  6:25) 

oJ,  =       [P(x:.,,y.>:  pi)  —  pi  V'y'ix-i,  y^  ;  />,  )]  oa;,  -t-  K'{Xi,  y  2;  Pi)  ÔJK2, 
oJ,  ==  —  [  F (  .r..,  y.  ;  Pi)  —  pi  Fv'( a;.,,  jk-2  ;  Pî )]  Sa^a  —  Fv'(a:-2,  72  ;  p-i  ) oy-y, 

p\  el  p.,  étant  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  arcs  d'extré- 
males AE,  EB.  Pour  que  oJj-t-oJo  soit  nul,  quels  que  soient  ox-^.  cy-i,  il 
faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

(i"9;  Fr'(^2,  JK2;  Pi)  =  F'y  (372,72;  p-2), 

(no;  F(x..,y<,:  pif-pi  F'yix-y,  yy.  /?,)  =  F(Xi,  72;  p.)  — poFyix.,,  72;  p^). 

Pour  qu'un  point  E  de  coordonnées  (^"2,72)  puisse  être  un  point  angu- 
leux d'une  solution  discontinue,  il  faut  que  la  fonction  F'y'( x.î,y2;  p)  prenne 
la  même  valeur  pour  deux  valeurs  distinctes  /?j,  /),  de  p;  la  dérivée 
seconde  Fy'iiXi,  y.2  ;  p)  aura  donc  au  moins  une  racine  entre /j,  cl  p.,,  et 
par  conséquent,  il  ne  peut  y  avoir  de  solutions  discontinues  pour  un 
problème  régulier  (  n"  021  ). 

Pour  déterminer  les  solutions  discontinues  ayant  un  S(Mii  puim  anguleux 
et  joignant  deux  pnints  donnés  A  et  B,  on  a  comme  inconnues  les  coor- 
données X.,,  y2  du  point  E,  et  les  coefficients  angulaires  /j,,  yvo.  En  écrivant 
que  les  extrémales  issues  de  E,  tangentes  aux  droites  de  coefficients  angu- 
laires/)|,  /?2-  vont  passer  par  les  points  A  et  B  resj)cctivement,  on  a  deux 
nouvelles  conditions  qui  doivent  être  ajoutées  aux  conditions  (109)  et  (i  10), 
ce  qui  forme  bien  un  système  de  quatre  équations.  Poiii-  une  solution  dis- 
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continue  à  un  nombre  quelconque  (Je  points  anguleux,  les  coordonnées 
de  chaque  sommet  et  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  deu\ 
extrémales  issues  de  ce  sommet  doivent  vérifier  les  relations  (109)  et  (110). 
De  plus,  deux  sommets  consécutifs  appartiennent  à  la  même  extrémale; 
quel  que  soit  le  nombre  des  sommets,  le  nombre  des  conditions  est 
toujours  égal  au  nombre  des  paramètres  dont  on  dispose.  Dans  lexemple 
de  M.  Bolza,  Jes  équations  (109)  et  (iio)  n'ont  pas  d'autres  systèmes  de 
solutions  réelles  que  /?|  =  o,  />2=i  ou  pi  =  \,  pi  =  o.  Il  y  a  deux  solu- 
tions discontinues  seulement  ayant  un  seul  point  anguleux,  mais  il  y  en  a 
une  infiniti-  avant  |)lii5  de  deux  points  anguleux,  comme  il  est  évident 
a  priori. 

Lorsque  l'intégrale  est  sous  forme  paramétrique,  une  solution  discon- 
tinue se  compose  d'un  nombre  fini  d'arcs  de  courbe  de  classe  G'  mis  bout 
à  bout.  Chacun  de  ces  arcs  doit  évidemment  être  un  arc  d'extrémale,  et 
les  directions  des  tangentes  aux  points  anguleux  doivent  vérifier  deux 
relations  toute  pareilles  aux  relations  précédentes  qu'on  obtient  de  la 
même  façon  : 

(   Ft(xo,  v>;  cos6,,  sinO,  )=  Fr^jT.,,  j'9  ;  cos6,,  sinO»), 
(  F,' (372,^2:  cosOi,  sinOi)=  F,  (-T2,  ^2;  cosOa,  sinô,), 

Oi  et  O2  étant  les  angles  que  font  avec  Ox  les  directions  positives  des  tan- 
gentes aux  deux  arcs  d'extrémales  au  point  (x-y,  y-i)  où  ces  arcs  se 
rejoignent.  Il  s  ensuit  qu'on  a  aussi 

\i(x.,,y-2\  cosOi,  sinO,:  cosOo,  sin02)  =  o, 

et  par  suite  l'équation  Fi(a?2,  JK2;  cosu,  sinM)=o  a  une  racine  au  moins 
comprise  entre  6,  et  0,,  d'après  la  relation  (98).  //  ne  peut  donc  y  avoir 
de  solutions  discontinues  pour  un  prohli-ine  régulier  (  '). 

Remarque.  —  Il  n'est  pas  toujours  possible  d'introduire  des  solutions 
discontinues.   On  a   vu,   par  exemple,  que  la  valeur  de  l'intégrale  définie 


L 


+1 

x-y''^  dx. 


prise  le  long  de  la  courbe  i',  qui  a  |)our  équation 

T 

a  -V-  h        h  —  a  t. 

y  = 1 , 

Arc  tane. 

tendait  vers  zéro  avec  À.  I^a  courbe  I'  se  ra|)|)roche  de  plus  en  plus  li'uno 

(')  Les  conililions  obtenues  sont  seulement  nécessaires  pour  un  exlremum. 
Pour  plus  de  diUiils  sur  les  solutions  discontinues,  voir  la  dissertatinii  inaugu- 
rale de  M.  Cirnlliéodory  (Guttinj;cn.  i9o'|). 
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ligne  brisée  APQB,  formée  tie  deux  segments  AP,  QB  de  parallèles  à  Ox 
et  d'un  segment  PQ  de  l'axe  O^.  Mais  cette  ligne  brisée  ne  peut  être  con- 
sidérée comme  une  solution  discontinue,  car  l'intégrale  le  long  de  PQ  n'a 
aucun  sens. 


6o4.  Variations  unilatérales.  —  L'introduction  des  solutions  discon- 
tinues constitue  en  un  certain  sens  une  généralisation  du  problème  pri- 
mitif. Dans  quelques  questions,  au  contraiie,  on  est  amené  à  diminuer  la 
généralité  du  problème  en  imposant  aux  fonctions  inconnues  certaines 
restrictions.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  trouver  la  courbe  de 
classe   (I)  joignant    deux    points    A    et    B    situés    sur    une    parallèle   à   la 

droite  j' =  a",  qui  rend  minimuia  l'intégrale   f  ylv'  —  ]\'-dx.  La  droite  AB 

est  une  extrémale,  et  l'on  xérilie  immédiatement  que  les  conditions  de 
Legendre  et  de  Jacobi  sont  vérifiées,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  la 
condition  nécessaire  de  Weierstrass  (  n°  63G),  car  la  fonction  E(x,  y,  y', p) 
le  long  de  AB  est  égale  à  p(p  —  i)-,  et  change  de  signe  avec  p.  L'extré- 
male  AB  ne  donne  donc  pas  un  minimum  fort;  mais  si  Ion  cherche  seule- 
ment, parmi  les  courbes  joignant  A  et  B  et  dn/it  r ordonnée  va  constam- 
ment en  croissant  de  A  à  B,  celle  qui  donne  à  l'intégrale  une  valeur 
minimum,  il  est  clair  que  la  droite  AB  fournit  bien  une  solution;  pour 
toute  autre  courbe  de  cette  espèce,  l'intégrale  aura  en  effet  une  valeur 
positive.  Dans  certaines  questions  du  calcul  des  variations  qui  ont  une 
signification  physique,  des  restrictions  de  cette  nature  peuvent  être 
imposées  par  la  nature  du  problème  (voir  Exercices  H). 

Dans  l'exemple  précédent,  la  fonction  inconnue  j' doit  vérifier  l'inéga- 
lité ^'>-o.  Il  serait  facile  de  généraliser  beaucoup  le  problème,  en  sup- 
l)0sant  que  les  fonctions  inconnues  et  leurs  dérivées  doivent  vérifier  des 
inégalités  de  forme  quelconque.  ?sous  n'étudierons  qu'un  cas  très  simple 
dont  l'étude  s'impose  pour  compléter  la  solution  du  problème  posé  au 
début  de  ce  Chapitre  (n"  650).  On  a  supposé,  en  effet,  que  la  courbe  qui 
fournissait  un  extremum  de  l'intégrale  était  située  tout  entière  à  l'intérieur 
de  la  région  <îR.,  et  par  là  nous  avons  exclu  le  cas  où  il  existerait  une  courbe 
fournissant  un  extremum  et  comprenant  une  partie  de  la  frontière  de  ce 
domaine.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  région  Jl  soit  limitée  infé- 
rieurement,  au  moins  en  partie,  par  une  courbe  Tj,  représentée  par 
l'équation  y  =  ^{x ),  la  fonction  <I>(j-|  étant  de  classe  (  L).  Une  ligne 
telle  que  ADEB,  composée  fie  deux  arcs  AL>,  EB.  situés  dans  A,   et  d'un 

arc  DE  de  la  courbe  frontière  peut  donner  pour  l'intégrale    /  F(x,y,y)dx 

une  valeur  plus  petite  que  toutes  les  courbes  voisines  de  classe  (II)  ayant 
les  mêmes  extrémités  et  situées  dans  c'R.  Il  faut  d'abord  pour  cela  que  AD 
et  KB  soient  des  extrémales,  ou  composées  d'arcs  d'extrémales,  si  ces 
lignes  ont  des  points  anguleux.  !\lais  il  n'est  pas  nécessaire  que  la  fonc- 
tion *l'(.r)  soit  une   intégrale  de   l'équation   d'I-^ulcr.  I^n  ellet,  si   nous  rem- 
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plaçons  l'arc   DE   par  un  arc  infiniment   voisin  DGE  situé  au-dessus,  la 
fonction   ^(x)   est  remplacée    par  'i>(x)  -r--r\(x),   où   r,(jr)   ne    peut   être 

["ig.  io6. 


négative  entre  les  abscisses  X2,  ^Tj  des  points  D  et  E.  La  dérivi-e  J^l^o)  de 
l'intégrale 

J,(a;=    /       F[ar,  «ï>(;r) -i- xr,(:r),  *'(j7) -^  ar,'(j-j|  t/r 

prise  pour  a  ^=  o,  doit  donc  être  ^0,  quelle  que  soit  la  fonction  Tf](a?)  de 
classe  (I)  satisfaisant  à  l'inégalité  1)1- o  dans  l'intervalle  (^r.,,  x^)  et  nulle 
aux  deux  limites.  Or  si  l'on  reprend  le  calcul  de  cette  dérivée,  le  raisonne- 
ment (lu  n"  621  prouve  seulement  qu'il  faut  et  qu'il  suffit  pour  cela  qu'on  ait 


(11-2) 


dF 


d  /oF 


dy         dx  \0y' 


tout  li;  long  de  l'arc  DE.  L'équation  d'EuIer  est  donc  roriiplacéf  p;ir  l'iné- 
galité (i 12  ). 

Aux  points  D  et  E,  de  nouvelles  conditions  doivent  être  vérifiées.  Ima- 
ginons qu'on  remplace  l'arc  AD  par  un  arc  infiniment  voisin  AD'  aboutis- 
sant à  un  i)oiiil  I)'  (!(.'  DE.  La  proinièrc  variation  de  l'intégrale  J,  =    /     1-'  d.r 

--  AD 

a  pour  expression  (n°  623) 

oj,  =  f  F(x.,  JK2 ;  72 )—y'i  i'>(-^2,  yi ;  y'^ )]  '>2 -+-  Fy,(  j-..,  .)•., ;  y,  > 072, 

(^2-1  yi)  étant  les  coordonnéi;s  du  puiiil  D,  J'j  le  cocfticicnt  angulaire  de  la 
tangente  en  D  à  l'extrémale  AD.  La  première  variation  de  l'inlegiale  J» 
prise  suivant  DE  est  évidemment  —  ['"(.r,,  x-.>;  /)•>)  0x2,  Pi  i'i'itM  le  coefficient 
angulaire  de  la  tangente  à  DE  au  point  D.  I^n  observant  que  0^^  =  p^^Xt, 
la  condition  o(Ji  -(-  J2)  =  0  devient  E(  j-,,  j^t;  jjj,  /7j)  =  o;  elle  est  évidem- 
ment satisfaite  si  y'.^=ip2,  c'est-à-dire  si  les  arcs  AD,  DE  sont  tangents 
en   E,   On    a   une   condition   toute    partîHli;    pour   le   point    E.    ei    IDu    doji 
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ajouter  à  l'inégalité  (112)  les  deux  relations 
(ii3)  K(.r.,..v.,  :)-:,./).)  =  o,         E{x3,  ys]  r'^,  pi)  =  o. 

Dans  le  cas  dune  intégrale  sous  forme  paramétrique, 

I  F{a:,  y,  x\  y)dt, 

supposons  que  les  coordonnées  d'un  point  de  l'arc  DE  de  la  frontière 
soient  des  fonctions  37(5),  yi^s')  de  l'arc  compté  dans  le  sens  positif.  Soit  6 
l'angle  que  fait  la  direction  positive  de  la  tangente  avec  Ox.  Les  formules 

X  =  x{s)  —  T,  (A->sinO,_        _^=j(5)h-ti(s)  cosO, 

où  v)(5)  est  une  fonction  de  classe  (I),  qui  est  nulle  aux  points  D  et  E  et 
positive  ou  nulle  dans  l'intervalle,  représentent  une  courbe  telle  que  DGE, 
située  dans  le  domaine  Jl,  pourvu  que  ]r)|  ne  dépasse  pas  une  certaine 
limite.  Si  l'on  remplace,  dans  F,  a:-  et  j'  par 

x{s)  —  2f,(s)sinO         et        jk(s) -!- 3fir)(s)  cosO, 

l'intégrale  devient  une  fonction  de  a  dont  la  dérivée  doit  être  ^  o  pour  a  ^  o, 
quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  t,(5).  En  reprenant  le  calcul  de  cette 
dérivée,  on  trouve  qu'il  faut  et  qu'il  suffit  pour  cela  qu'on  ait,  tout  le  long 
de  DE, 

(  !  1 4  )  T  =  F ,  (  X  y"  —  x" y'  )  -i-  F';.,.,  —  F^'. ,..  '-  o . 

Aux  points  I)  et  E,  on  démontre  comme  plus  haut  qu'on  doit  avoir  les 
relations 

(ii5)  E(a;,,  7.2;  />,,  72;  ^25  ^2)=*.         ECa-sjja;  /j.„  73;  -^3,  ^3)  =  », 

/)/,  qi  étant  les  paramètres  directeurs  de  la  direction  positive  de  la  tan- 
gente à  l'arc  DE,  x'i,  y'i  les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à  l'extré- 
niaie.  Ce  sont  là  des  conditions  nécessaires  pour  que  le  chemin  ADEB 
fournisse  un  niininiuni  relatif,  mais  non  suffisantes  en  général  ('j. 

Exemple.  —  Suit  F  =  j* /a:'--!- y'-,  a  étant  positif  et  la  région  A  étant 
la  portion  du  plan  au-dessus  de  Ox.  11  ne  peut  y  avoir  de  solutions  dis- 
continues ayant  des  points  anguleux  au-dessus  de  Qx,  puisque  Fj  ne  peut 
s'annuler  lorsque  y  est  positif.  D'autre  part,  les  seules  extrémales  rencon- 
trant Ox  sont  les  parallèles  à  O^-.  Par  suite,  les  seules  solutions  discon- 


(')  Les  conditions  (ii5)  sont  toujours  vérifiées  si  l'cxtrémaie  cl  la  frontière 
sont  lansentes  an  point  commun,  la  direction  positive  de  la  tangente  étant  la 
mi'îme  pour  les  doux  courbes.  Si  \\{x,  y;  cosO,  sinO)  ne  peut  s'annuler  sur  la 
fronliire,  les  conditions  (ii5)  ne  peuvent  être  vérifiées  que  dans  ce  cas.  On  peut 
faire  une  rcni.trque  analogue  pour  les  cniulilions  (ii3). 
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tiiiues  |)05«ibles  sont  foitnées  de  deux,  segments  .VI',  BQ  parallèles  à  Oy 
et  de  la  portion  l'Q  de  Ox.  On  vérifie  imMicdialcnient  que  les  condi- 
tions (u4  )  et  (i  1 5  )  sont  vérifiées.  Dans  le  cas  actuel,  il  est  futile  de  prouver 
que  ces  conditions  sont  suffisantes  et  que   le  cliemin  Al'ttj!   rournit  bien 

un   untiiniuni   relatif  poui-  l'intégrale     /  y'^  ds.  Cela  est  immédiat  pour  un 

chemin  qui  a  un  point  au  moins  sur  l'O  (').  Klant  donné  un  chemin  AlilJ 
au-dessus  de  0.r,  soient  li  le  point  le  plus  bas  d'ordonnée  /j,  I''  et  Q'  les 
points  (l'ordonnée  h  sur  AP  et  BQ.  En  compaiant  les  éléments  d'intégrale 
qui  correspondent  à  une  même  ordonnée  le  long  de  AE  et  de  AP',  le  long 
de  EB  et  de  Q'B,  on  voit  facilement  que  la  différence  des  deuv  intégrales 
le  long  de  AEB  et  le  long  de  la  ligne  brisée  APQB  est  au  moins  égale 
à  A*(  AE  -1-  EB  —  AP  —  BQ),  expression  qui  est  positive  si  //  est  très  petit. 
Il  V  a  donc  toujours  un  minimum  relatif  fourni  par  une  stdution  discon- 
tinue, et  un  autre  minimum  relatif  fourni  par  une  extrémale,  dans  le  cas 
oii  il  passe  (Jeux  extrémales  par  les  points  A  et  Vi. 

65o.  Remarques  sur  Pextremum  absolu.  —  l)ans  l'exemple  précédent, 
il  Y  a  toujours  une  ou  deux   courbes  fournissant   un  minimum  relatif  pour 

l'intégrale   f  y^  ds,  l'une  d'elles  étant  une  ligne  brisée  et  la  seconde,  quand 

elle  existe,  étant  une  couiIk"  de  classe  (I).  Lorsqu'il  n'y  a  qu'un  minimum 
relatif,  il  est  aussi  un  minimum  absolu;  dans  le  cas  où  il  y  a  deux  courbes 
fournissant  un  minimum  relatif,  l'une  d'elles  fournit  aussi  un  minimum 
absolu,  mais  ce  n'est  pas  nécessairement  la  courbe  de  classe  (1)  (^).  Dans 
ce  cas,  on  démontre  directement  l'existence  d'un  minimum  absolu. 

Mais  les  méthodes  habituelles  du  calcul  des  variations  sont  en  général 
insuffisantes  pour  établir  l'existence  d'un  extremum  al)solu.  Dans  une 
Note  importante  {'■*),  M.  Ililbert  a  eiuployé  une  méthode  tout  à  fait  diffé- 
rente pour  démontrer  directement  l'existence  d'un  extremum  absolu  dans 
certains  cas  particuliers,  ce  qui  lui  a  permis  de  compléter  la  démonstration 
de   Riemanii    pour    le    principe  de    Dirichlet.    Nous   ne    pouvons,    faute  de 

(  '  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 

(■)  Voir,  pour  la  démonstration,  IIada.mard,  pages  4'4et  suivantes.  La  démon- 
stration, qui  est  développée  pour  a  =  ->  s'étend  au  cas  où  a  est  un  iionibre  positif 

quelconque. 

(')  Deutsche  Matheniatiker-Vereinif^unf;  {Jnhresbericlite,  Nul.  VIM,  181)9, 
p.  184 ),  traduit  p;ir  L.  Laugcl  {Nouvelles  Annales  de  Afatlie/natif/ues,  n\no, 
p.  377);  2°  Maihentatische  Annalen.  l.  LL\,  lyo'),  |).  ifii.  \'oir  aussi  Liuiksuuk 
{Annali  di  MatcntaLica,  >  série,  l.  \  H,  ujoa,  p.  .T(j-3.')9;  Hendicunli  del  Cir- 
colo  malematico  di  Palernin,  l.  WIV,  if*07);  Hadamaiu)  (p.  i'^4-i<J");  Uolza 
(Cliaf).  VII);  Zaiikmua,  liulleiin  de  l'Académie  des  Sciences  de  C racovie  (i(jn9, 
p.   197 -204). 

Li  première  p.irLie  du  raisxiiKîiuent  d'iliUji-ri,  |>i)ur  (Malilir  le  principe  «Je 
Diricldet,  avait  déjà  été  employée  par  Arzcla  (Jiendicnnli  délia  It.  Ai  cailcntia 
di  Bolngna;  1897).  Je  dois  celte  observation  à  \\.  Lcbesguc. 
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place,  flévclopper  ici  ces  profondes  recherches,  et  nous  nous  bornerons  à 
quelques  l)réves  indications. 

Soit,   pour  fixer  les   idées,    F(a-,  j-,  y')  une   fonction    positive  dans   un 
(h)maine  <'! .  pour  toute  valeur  finie  àe  y' .  L'intégrale 


J  =    /  ^(^r,  y,  y)dx, 


prise  le  long  dune  courbe  de  classe  (I),  situés  dans  A,  et  joignant  deux 
points  donnés  .\  et  B  de  cette  région,  a  évidemment  une  borne  infé- 
rieure Jo^o.  On  peut,  et  en  général  d'une  infinité  de  manières,  former 
une  suite  de  courbes  Cj,  Co,  .  .  . ,  G„,  ...  de  classe  (  I  ),  situées  dans  cd  et 
joignant  A  et  15,  telles  que  l'intégrale  J„,  prise  le  long  de  G„,  tende  vers  .lo 
lorsque  ii  croît  indéfiniment.  Il  suffit  de  prendre  une  suite  de  nombres 
positifs  £„  tendant  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment,  et  de  choisir  la 
courbe  G„  de  façon  qu'on  ait  |J„ — Jo|<£/f  Soit  jk=/«(^)  l'équation 
de  G„.  Lorsque  J  atteint  eiïectivement  sa  borne  inférieure  Jq  pour  une 
courbe  T  de  classe  (I),  représentée  par  l'équation  y=  *(a"),  il  est  clair 
qu'on  peut  choisir  les  courbes  G„  de  façon  quey"„(j:)  ait  pour  limite  ^{x) 
quand  n  croît  indéfiniment.  Inversement,  pour  qu'on  puisse  affirmer  que  J 
atteint  sa  borne  inférieure  pour  une  courbe  de  classe  (I),  il  faut  démontrer 
qu'on  peut  choisir  les  courbes  G„  de  façon  à  satisfaire  aux  trois  conditions 
suivantes  : 

•"/«'•'■)  tend  vers  une  limite  <!>(>-)  lorsque  //  croît  indélinimcnt  ; 

2°  La  fonction  ^{x),  et  par  suite  la  courbe  Y  correspondante,  sont  de 
classe  (I) ; 

3°  L'intégrale  J„  le  loug  de  G^  a  pour  limite  l'intégrale  prise  le  long  de  F. 

Les  trois  parties  doivent  être  démontrées  successivement.  Par  exemple, 

r^     dx 

la  borne  inférieure  de  l'intégrale  J  =    /      — ; 7^,  prise  suivant  une  courbe 

•''0      '  "^ ./  " 
de  classe  (I)  ou  (II),  joignant  les  points  (o,  o),  (1,  o),  est  zéro.   Si  l'on 
prend,  en  eilet.  jk  = /' sin  (  n-j- ),   la   valeur  correspondante  de  l'intégrale 

est    J„=:  — ^^=^=^=   et    tend    vers    zéro    quand    n    cioit    indéfinlMicnt, 

quoique  la   fonction  y,, (a?)  ne  tende  vers  aucune  limite.  D'un   autre  côté, 

il  peut  se  faire  que  fn(^)  tende  vers  une  limite  f{x)  n'appartenant  pas  à 

la  même  classe  que  /„(x).  Ainsi,  dans  l'exemple  de  Weierstrass  (n"  63a), 

,     .         .       Arc  tang(nar)  ...  .         .         ,.  .  , 

\,\  lonction a  pour  limite  une  luiiction  disconlinue  lorsque  n 

Arc  tang/i 

croît  indéfiniment. 

linfin,  il   peut  se   faire  que  la   fonction  y„  (.r)   tende  uniformément  vers 

une  fonction  de  même  classe _/( a?)  sans  que  l'intégrale  J„  relative  à  fn{-^) 

ait    pour   limite    l'intégrale    J    relative   à  /{x).    Supposons    par   exemjde, 

F  =  (j''^ — \)--\-y-\    1  intégrale     /     V  dx    prise    suivant     une    courbe    de 

.'0 

classe  (II)  joignant  les  points  (o,  o),  (i,  o),  a   poui    Imrno  inférieure  zéro. 
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Gonsidihoiis  on  fflV't  la  courbe  C„  foimée  de  segments  df  dioilo  allernali- 
veinent   pai  .illilc-  aux  deux    liissecuices   des   anfîles  foiiiiés  par  les   axes, 

,  ,  1.   1      •  I       '.  n  —  I  i.-      . 

menées  \>,\v  le*  nuinis  de  <)x  d  al>s(isses  o.  —  >   — ?   •••)  .   t:   linte- 

.  Il      n  n 

grale  coi  resixjndatite  a   pour  valeur Lorsque   n  croit   indéfiniment, 

l'ordonnée  d'un  point  fie  C„,  correspondant  à  une  valeur  de  x,  comprise 
entrée  et  i.  tend  uniformément  veis  zéro;  l'intégrale  J„  tend  aussi  vers 
zéro  tandis  que  l'intégrale  le  long  de  la  courbe  limite,  qui  est  ici  0.r.  est 
égale  à  un. 

Toutes  ces  difiicuUés  ont  pu  être  surmontées  dans  quelques  cas  particu- 
liers, étudiés  dans  les  travaux  cités  plus  liaul. 


COMPLÉMENTS    ET    EXERCICES. 

1.   Etudier  le  piobléme  du  n°  G2(J  en  supposant  que  F  a  l'une  des  formes 
suivantes 


:2.    L'i-riualioii   d  liuliM'  admet  le  mullinlicateiir  — — »  lorsque  F  est  indé- 

1  1  oy^  1 

pendant  de  x.  [J.vcoBl.J 

3.  Étant  donnée  une  équation  diirérenlielle  du  second  ordre 

(E)  j-"=  G(x,7,  j-'), 

il  existe  une  infiniti;  de  problèmes  du  calcul  des  variations  qui  conduisent 
à  cette  équation.  (Jn  obtient  toutes  les  formes  correspondantes  de  la  fonc- 
tion \'{x,  y.  y )  par  des  quadratures,  si  l'on  a  inlégré  l'équation  (li). 

[IVxRiioi  \.  Théorie  des  Surfaces,  t.  III,  n"'  001-00.".] 

//.  La  fniiilinn  V  {  X,  y,  y'  )  (\n\\  satisfaire  à  la  eoiuiiiion 

,  <PV  ,     ù-V  <y-v  OV  _ 

Oy'-~^        ày  Oy'         Ux  ày'         i)y 

d'où   l'on  (i(  iliiil    une  écpialiou  linéaire  du  premirr  ordre 

-—  -H  y h  G  -— ,  -f-  M  -— ,  =  o, 

dx        "^      oy  Oy  Oy 

O'^V  , 

pour  déterminei-  M  =  t—^I  celle  dernière  équation  *  intègre  par  une  qua- 
drature, si  ion  a  intégn-  l'équation  (l'"i. 

4.  Déduire  de   l'evercice  préc(!'dent  (pion  oblient  tous  les   problèmes  du 
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calcul  (les  variations  pour  lesquels  les  exlrémales  sont  des  lignes  droites, 
en  prenant  pour  F  la  fonction  suivante 

r^'  à'^V        dW 

F=    /      (  y'—t)^{t,y  —  xt)dt-i-y' r-  ^  . 

Jo  '     y      j  dy         Ox 

*r  étant  une  fonction  arbitraire  de  a^  et  de  j-,  et  ^  une  fonction  arbitraire 
àe  t  et  àQ  y  —  xt. 

5.  Trouver  les  courbes  exlrémales  pour  l'intégrale 

/    giy-,  z)s/\-+-y-^-^  z'-^  dx. 

Des  équations  dilTérenlielles  (lo)  et  (ii)  on  lire 
„       ôg  ,  ,,  ,„,  „       dg 

On  en  déduit  rintégrale  première  ^^  =  G  /i  -^  y'-  -r-  z-,  l£n  posant  x  =  —^y 
et  remplaçant  i  +  r'--T- -3'-  par  5^^  ?  les  équations  (liirérentielles  des  extré- 


maies  deviennent 

d^-y        I  dg'- 
dt"^         2    dy  ' 

d'^z        I   dg'^ 
dt^  ~  1    dz 

6.  Exemple  de  Scheffer  (cf.  n°  635).  —  Soit  F  =  x'y''^^  xy'^.  Le 
segment  ( —  i,  -i-i)  de  l'axe  Ox  est  une  exlrémale  satisfaisant  aux  condi- 
tions de  Legendre  et  de  Jacobi   pour  le  minimum.  Cependant  ce   chemin 

ne    donne    pas    un    minimum    pour    I  intégrale    1        (x^y'--~xy'^)dx,    car 

•-  —  1 
elle  a  une  valeur  négative,  si  on  la  prend  le  long  de  la  ligne  brisée  définie 
par  les  formules  :  i"  y  =  x  ~-  h  de  —  /i  à  o;  a"  j^  =  —  x  -h  /?,  de  o  à  A; 
'i°  y  =  Q  de  — i  à  —  h  el  de  /<  à  i,  h  étant  un  nombre  positif  très   petit, 


îlle  est  égale  à  h-  (  i  fi  —  '  )  • 


7.  Pour  (jue  l'équation  (34)  du  n"  629  soit  véiifiéc  identiquomeiil.  il  faut 

et  il  ^uflil  que  F  soit  de  la  forme  A/) -H  Bg-t-G,   A,  li,  G  étant  des  fonc- 

...        C'A        OB        dC      .,      ..  . 

tioii-    (le    X,    V,   3,    verilianl    la    condition i — —  =  -— •    Lxpljiiuer    le 

'    -^  '      '  dx        dy        ôz  ^      ^ 

réMillat  au  moyen  des  formules  du  n"  ITui  (t.  I). 

8.  Objection   de  Dubois- lieymond  pour    les   intégrale!,    doubles.    — 
1/cxemple  suivant,  de  INI.  lladamard,  prouve  que  la   première  variation  de 

l'intégrale  double     /     /     F(./-,^,  5,/^,  q  )  dx  dy  peut  et       nulle  pour  une 
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fonclion  .:  —fix,  y},  sans  que/ admelle  des  dérivées  secondes.  Soil 

F  =/>'-'/'-.         z~f(T-—y), 
la  fonclion  y  ayant  une  dérivée  première  continue.  <  >n  a 

^'  =  ■•'-  /    /  f'^-'-^yA'.x—  f.y ]  '/-^  <(»'• 

Posons 

x-\-y=^u^         X — y=zv^         -r^i  x.  y)  = -^m.  \' ). 

L'intégrale  double  précédente  devient 

/    I  f  (  ^ -^  y  }[r,'x — 'f,\\d'r  (ly  =  —   f    I    /'<  m'j'^J  u,  V }  du  fii-: 

la  fonction  olu,  »\)  étant  nulle  sur  tout  le  contour  du  c  liauip  A  qui  cor- 
respond au  champ  A  du  plan  des  o") ,  l'intégrale  double  est  nulle,  d'après 
la  première  formule  de  Green,  sans  quil  soit  nécessaire  de  supposer 
quey"'(  a)  a  une  dérivée. 

9.  Si,  en  égalant  à  zéro  la  première  variation  dune  intégrale  double, 
on  obtient  une  équation  de  Monge-Ampère  pour  laquelle  les  deux  sys- 
tèmes de  caractéristiques  sont  confondus,  cette  équation  admet  deux  inté- 
grales intermédiaires  distinctes. 

[JosEF  KuRSCilAK,  Mcitheniatische  A/i/ialen,  Hd.  ri6,  p.   iGj.| 

10.  Lignes  géodt'sicjues.  —  Si  l'on  |)reM(i  pour  variable  indépemlanl, 
l'arc  s  de  la  ligne  géodésique,  les  é(|ualions  dilférentielles  qui  di-linissent  ii 
et  V  sont  les  suivantes 

(    ?-  ^  1  C-U^fv'\  =  e'„  U'^-'T'  xfu  u'i-'-r-  g„v'', 
(E)  '       ^^ 

avec  la  relation  eii^    ■  f.fa  \' -^  u^'^  —  ^-  f^es    formules  qui  (lc(inis>enl  f, 

f,  g  (\,  u"  i:?l  ),  on  tiic 

,  ox  <l  r 
eu  -.-  fv  =^  "^  —  -7-  > 
Ou    as 

et.  (Ml  diiïéreniiaiit   par  rapport  à  .t.  il  vient 

ils  '  ^     '  Ou    ds^ 

^  >)x  d*T        I     ,     .,       ,,     ,    ,       •      .     -, 

—  S 5—  -1-  -  e„  u  -  -■-  f„  u  i'    "  -  g„  \-  -. 

(lu    as-  >  '  i. 

G..  III.  la 
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lin  tenant  compte  de  la  première  des  équations  (  E),  il  reste 

ôjr  d-x  _ 
ou    ds'- 

■       ,  I.  c   ^■^'    ^'^  r  I     ^       • 

et  l'on  ({('montrerait  de  m'-me  que  1  on  a  b -j—  =  o.  l>a   normale   pnn- 

Ov    as'- 

di.r 
ripale  à   la   ligne  géodésique,   dont    les   paramètres   directeurs   sont   — r-^  -, 

^,  — -■,  est  donc  normale  à  la  surface  [cf.  n"  6*27). 

ds"-      ds- 

II.  Solide  de  moindre  résistance  (Newton).  —  Un  corps  solide  de 
révolution  étant  animé  d'un  mouvement  de  translation  parallèle  à  l'axe,  on 
suppose  que  chaque  élément  de  surface  éprouve  une  résistance  normale  du 
milieu  proportionnelle  au  carré  de  la  composante  normale  de  la  vitesse. 
On  demande  de  trouver  la  forme  de  la  méridienne  de  façon  que  la  résul- 
tante, qui  est  évidemment  parallèle  à  l'axe,  soit  minimum.  Si  l'on  a  pris 
l'axe  de  révolution  pour  l'axe  O  k,  on  est  conduit  à  chercher  le  minimum 
de  l'intégrale 

/■  '  '    T  dx 

l/('quaiion  différentielle  d'Euler  s'intègre  aisément,  et  toutes  les  extré- 
males,  sauf  les  droites  y  =  C,  se  déduisent  par  une  translation  parallèle 
à  Oy  ou  une  transformation  homothétique  avec  l'origine  comme  centre, 
(le  l'exlrémale  particulière 

(P)  ''=      y      '      y=^^y'-^^''S\r\- 

Quant  on  fait  vaiiery'  de  o  à  — ,  x  t;t  y  vont  constamment  en  décrois- 

sanl,  et  le  point  (^,j'j  décrit  une  branche  infinie  T"  de  classe  (I)  ayant 
une  direction  asymptotique  parallèle  à  Ox  et  aboutissant  à  un  point  de 

rebroussement  P.  Lorsque  y'  croît  de  -—  à  -H  ao,  x  et  y  vont  en  croissant 

et  le  [loint  (r,  y)  décrit  une  branche  infinie  V  de  classe  (I),  partant  de  F, 

avec  O^'  pour  direction  asymptotique. 

La  dérivée  seconde  y"  est  positive  en  tout  point  de  1"  et  négative  en  tout 

point  de  I'".  La  condition  de  Legendre  pour  le   minimum  est  vérifiée  pour 

i>  57  f  3  y'^  —  f  ) 
un  arc  quelconque  AH  de  la  branche  1",  car  on  a  F,!  =  — 7-— —  Cet 

arc  satisfait  aussi  à  la  condition  deJacobi  (11"  634),  mais  non  à  la  condition 
de  Weierslrass,  car  la  fonction  E  a  pour  expression 

^  Y  )  E(x,    V  ■   V  ,  P^  =  -^    TTTTT —. ) 
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E  peut  donc  changer  de  signe  quand  on  fait  varier  p^  à  moins  que  l'exlré- 
male  ne  soit  un  segment  de  parallèle  à  Or.  Celle  exlrémale  donne  évi- 
demment un  maximum  pour  J.  En  deliors  de  ce  cas  très  particulier,  on 
voit  qu'aucune  extrémale  ne  peut  donner  un  extremum  fort  pour  J.  On 
s'explique  aisément   ce   résultat,   en  observant   que  l'intégrale  J  est  com- 

j^  -  j^  - 

prise  entre  o  et  — -,  et  peut  prendre  des  valeurs  qui  (li(lérenl  d'aussi 

peu  qu'on  le  voudra  de  ces  deux  bornes.  D'une  |)art,  si  l'on  prend  pour  Y 
une  ligne  brisée  dont  les  côtés  fassent  un  angle  très  petit  avec  O^,  la 
valeur  de  J  sera  infiniment  petite.  D'un  autre  côté,  si  l'on  prend  pour  Y  une 
ligne  brisée  ACB,  formée  d'un  segment  AC  parallèle  à  Ox,  aboutissant  à 
un  point  C  d'abscisse  Xx  —  /*  et  du  segment  CB,  la  valeur  de  J  le   long  de 

ce    chemin    tend    vers    — lorsque    Ii    tend    vers    zéro.    L'intégrale   J 

1 

n'admet  pas  non  plus  dextremum  fort  si  on  la  |)rend  sous  forme  paramé- 

f*      XX  '^  . 

trique    /  ;;;  rf/,    puisque   F    est   une    fonction    rationnelle   de  x' ,  y' 

(n«649i. 

II  semble  donc  que  le  problème  de  \ewton  n'admet  pas  de  solutions. 
Mais  il  est  naturel  d'imposer  à  la  courbe  cherchée  une  condition  sup|)lé- 
mentaire,  en  supposant  que  l'ordonnée  varie  constamment  dans  le  même 
sens  entre  les  deux  extrémités;  dans  le  cas  contraire,  l'hypothèse  physique 
d'où  l'on  e<t  parti  serait  évidemment  inadmissible.  Parmi  toutes  les  courbes 
de  classe  (  I  j  joignant  deux  points  A  et  B  et  dont  l'ordonnée  varie  con- 
stamment dans  le  même  sens  lorsqu'on  décrit  l'arc  AB,  il  s'agit  donc  de 
trouver  celle  pour  laquelle  J  prend  une  valeur  minimum.  On  obtient  un 
arc  d'extrémale  satisfaisant  à  cette  condition  en  prenant  sur  l'arc  Y'  un 
arc  AB  obtenu  en  faisant  varier  jk'  entre  deux  limites  jû  et  y\  supérieures 
à  I.  Soit  (^0  l'arc  d'extrémale  ainsi  obtenue;  elle  appartient  à  un  champ 
pour  lequel  on  peut  prendre  u(x.,y)  =p(x)^  où  p  est  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  à  (j'o  au  point  d'abscisse  x,  et  E{x,  y,  u,y')  a  pour 
expression 

{y'—p}^]ipy'-+-p-—i\ 
hix,  y:  u,  y  )  =  x ,—7 -— 

La  formule  (t")7  )  du  n  '  6)}!)  mruitre  bien  que  la  différence  Jp  —  i(^^  est 
positive  pour  toute  courbe  F  joignant  lt;s  deux  point-*  \  cl  B,  pour  laquelle 
y'  est  >  o. 

12.  l'ro// /'}/»/■  de  l'icille.  —  On  demande  de  joindre  di  ux  points  A  et  \\ 
piir  une  ligne  di-  longueur  donnée,  telle  que  la  longueur  <lr  l.i  projection 
oii hogonait;  de  cetli'  liunc  sur  un  plan  donné  soit  niaxima. 

Il  s'agit  de  trouver  ii-  iMuxiiiinm  de  l'iiit'^ndi'  /  \/ \  -^ y'^  dx^  sachant 
i|iif   l'intégrale     /        y/|  -^ y'* -r-  z"^ dx  a    uni;    \aleur   <lonni'e    /.    D'après   la 
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nu'thode  du  n"  628,  on  oblienl  les  (-quations  diflérentielles  des  extrémales 
en  cjjalant  à  zéro  la  première  variation  de  l'intégrale 


X 


;/i 


■y 


K/T 


■y 


dx. 


où  K  est  un  facteur  constant.  Ces  équations  sont  les  suivantes 


Kfi 


'■) 


-ii-^y'')^ 


y'^'y" 


■r  J 


y 


K  y' z' z" 


(i--y^- 


(\ 


■y'-)^"- 


On  en  déduit  ^"=  ô"=  o,  à  moins  que  les  coefficients  de  j'"  et  de  z"  ne 
soient  proportionnels,  ce  qui  exige  qu'on  ait 


z'=  ^/,-|-y2^K2— I, 

et  cette  dernière  relation  entraîne  les  deux  premières.  Les  extrémales  sont 
donc  des  lignes  droites  et  des  hélices  tracées  sur  des  cylindres  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  Os.  Il  est  clair  que  ce  sont  ces  hélices  qui 
donnent  la  solution  du  problème,  comme  on  ])ouvait  le  prévoir  géométri- 
quement. Il  y  a  une  infinité  de  solutions,  car  la  forme  de  la  section  droite 
du  cylindre  reste  indéterminée. 

13.  Toute  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

\    '  ^  '  Ox     Oy 

définit  les  familles  de  courbes  transversales  pour  un  problème  du  calcul 
des  variations.  On  obtiendra  la  fonction  F  correspondante  en  prenant  l'in- 
tégrale singulière  de  l'équation  dillérentielle  ^^{x,y;  F — j'Fy,  Fj)  =  o, 
où  y'  est  la  variable  indépendante,  F  la  fonction  inconnue,  x  cl  y  étant 
regardés  comme  des  paramètres  (voir  n"  642-643). 

14.  iMème  question  pour  une  équation  aux  dérivées  partielles 

q»(.r,   y.  z\  — ,  —  »  —     =o. 

\    '  -^  Ox    <)y     Oz) 

Paimi  les  fonctions  V{x,y,  z\  y',  z' )  obtenues,  il  y  en  a  une  seule  qui 
conduit  à  un  problème  régulier. 
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